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1 Séries et sommes partielles

La série numérique associée a une suite (a,,),>1 dans R est ’expression

oo

Zai:a1+a2+a3—l—---.

=1

Pour étudier une série > .-, a;, il convient de définir la suite (s,,),>; des sommes par-
tielles définie par

n
Sp = g a;=a;+axy+---a,.
i=1

Définition 1.1. On dit que la série Y ;- | a; converge si sa suite de sommes partielles
(Sn)n>1 est une suite convergente dans R. La valeur de la série est alors définie par

o0

E a; = lim s,.
n—oo

i=1

Par ailleurs, on dit que la série diverge si la suite (s,),>1 n’a pas de limite.

oo 1

Exemple 1.2. On considére la série On peut vérifier par une simple récurrence

i=1 27"
que
_14_14_1+ +1_2”—1
mTHTYTR on T on
De plus
2" —1 2"(1— &
lim = lim —( 2 )
=)
=1.

On a donc que 2, 5 = 1.

Exemple 1.3. On considere la série Y ;- (—1)". La suite des sommes partielles (s,)n>1
est donnée par s, = 0 pour n paire et s,, = —1 pour n impair. On voit bien que la suite
(8n)n>1 n'a pas de limite et donc la série Y ;- (—1)" est divergente.

Proposition 1.4. Si la série Y~ | a,, converge, alors la suite (a,,),>1 converge vers 0.



Démonstration. On démontre la contraposée. Supposons que lim,, ,, a, 7# 0. Alors, il
existe > 0 tel que pour tout N € N il existe n > N tel que |a,| > 7. On a donc que
|$n—Sn—1| = |a,| > r pour une infinité d’indices n € N. Cela montre que la suite (s,,),>1
n’est pas de Cauchy et donc ne converge pas. 0

Lutilité de la proposition précédente est pour démontrer qu’une série > - | a, est
divergente lorsque lim,, ., a,, # 0. Par exemple, si on considere la série
i nd+n+2
— 23+ 11

On vérifie que
3
.o nw+n+2 1
lim ———=-#0
n—oo 2n3 + 11 2
et donc la série diverge.
Attention : La réciproque de la Proposition 1.4 est fausse. C’est a dire, si lim,, o, a,, =
0, cela n’implique pas toujours que la série > | a,, converge. Par exemple, considérons
la série harmonique " % On a bien que lim,, % = 0. D’autre part, on montrera que
la série est divergent. Pour cela, on montre par récurrence que sgn > g ol (s,,)n>1 est la
somme partielle associée. Or, pour n = 1 on que so = 1 + % > 5. Supposons maintenant
que sp» > 7. On a alors que
+ + ! +F ! > +2"(1)>n+1 ntl
DY —_— S n — —_ = .
on 1 2n 2 ont+l ~ 7 on+l) T 9 T 2
On a donc que la suite des sommes partielles (s,,),>1 n’est pas bornée et donc ne converge
pas dans R.
Comme une suite dans R est convergente ssi. elle est de Cauchy, on obtient ainsi une
condition nécessaire et suffisante pour la convergence des séries :

52n+1 = Son

Proposition 1.5 (Critere de Cauchy). Une série >~ | a,, converge ssi. pour tout ¢ > 0 il
existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout m > 1 on ait

m
|Zan+i| = |an+1 +apyo+ -+ an+m| <€
=1

Définition 1.6. On dit qu’une série Y~ | a,, converge absolument si la série Y~ |a,|

converge.
. . s . o0 pny oo
Corollaire 1.7. Sila série )~ a,, converge absolument, alors la série ) >~ a, converge.

Démonstration. Soite > 0 et N € N tel que pour tout n > N et pour tout m > 1 on ait
m
|Z |ansil] = ani1] +ania| + -+ |anim| < e
i=1
Alors on a
m
| Zan-&-i‘ = |ans1 + @ny2 + -+ Apgm| < anga] + |ango| + o+ angm| <€
i=1

et par application de la proposition précédente on en déduit que lasérie Y~ | a,, converge.

Exercice 1.8. Montrer que si ) -, a, = Aet) - b, = Balors ) - (an +b,) =
A+ B et que anl ca, = cA pour tout c € R.
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2 Séries a termes positifs

[e.e] N

Dans cette section on s’intéresse a la convergence des séries ) .~ | a,, a termes posi-
tifs, c’est a dire a,, > 0 pour tout n > 1. Dans ce cas, la suite des sommes partielles est
toujours croissante (S,41 > S, pour tout n > 1). D’aprés le Théoreme 2.4 (Chapitre II)
on a qu’une suite croissante converge ssi. elle est bornée. On a donc

Theorem 2.1. Soit > ° | a, une série a termes positifs. Alors la série converge si et
seulement la suite des sommes partielles est bornée.

Par exemple, considérons la série _>° | . On a alors que

1 1 1

et donc la série Y, L converge.
=1 n
On appelle série géométrique de terme constant ¢ > 0 et de raison » > 0 la série
o0 n 9 . . . )
> oo ar™. On montrera qu’une telle série converge si et seulement si < 1. D’une part
on remarque que pour 7 > 1 la suite (ar™),cy ne tends pas vers 0 car ar”™ > a pour tout
n € N. D’autre part, si I’on a que » < 1 alors

Sp=a+ar+ar®+---+ar""!

et donc trouve que (1 — r)s, = s, — s, = a — ar™. Cela donne

a—ar®
Sp = ———.
" 1—7r
Comme r < 1, onaque " — 0 et donc
. . oa—ar” a
lim s, = lim = )
n—o00 n—oo | —7 1—7r

.. L. , L %) n a
Ainsi la série géométrique ) |~ ar™ converge vers 1.

Theorem 2.2 (Test de comparaison). Soient (a,),>1 et (by)nen deux suites a termes po-
sitifs et M > 0.

1. On suppose que b, < Ma,, pour tout n > 1 Si la série - | a,, converge, alors
la série Y | by, converge.

2. On suppose que b, > Ma,, pour tout n > 1 Si la série "~ a, diverge, alors la
série Y~ | b, diverge.

Démonstration. On pose (s, ),>1 (resp. (t,)n>1) la suite des sommes partielles de la série
> ap (resp. D02 by). Pour 1. comme la série Y °7 | a,, est convergente, on pose s =

n=1"" p- n=1"n/* : n=1"-"" g ’ p -
lim,, o0 Sp,- Or, la suite (%, ),>1 est croissante et bornée car :

t, < Ms, < Ms.

On en déduit que la suite (¢,,),,>1 converge qui montre que la série > -, b, converge. Pour
2., comme la série a termes positifs " | a,, est divergente, on a que la suite (s,,),>1 n’est
pas bornée et tends vers +oo. Or, I’inégalité ¢,, > M s,, montre que la suite (¢,,),>; n’est
pas bornée également et donc la série )~ , b, diverge. 0



On devrait remarquer ici que les hypotheses dans le théoreme précédent peuvent étre
plus faibles. En effet, dans 1., on peut remplacer la condition b,, < Ma,, pour tout n > 1
par la condition : il existe N € N tel que b,, < Ma, pour tout n > N. Méme chose
pour Iinégalité dans 2. En effet, si la série >~ 1 bn converge, alors la série Yo bn
converge aussi car

o) N 00
> b= bt > b
n=1 n=1 n=N-+1

Theorem 2.3. Soit (an)no%l une suite a termes positifs décroissante. Alors la sériey .~ | a,
converge ssi. la série ano 2%agn = ay + 2ao + 4ay + 8ag + - - - converge.

Démonstration. On pose (s, )n>1 (resp. (t,)n>1) la suite des sommes partielles de la série

< a, (resp. Y °° . 2™aqn ). Pour n < 2 on a que
D one P> q

Sp < a4 (ag+az) + -+ (age + -+ + age+1_)
< ay +2ay + - + 2ay

=1
qui montre que s,, < t;, pour n < 2*. D’autre part, pour n > 2* on a
Sp > ayp +as+ (ag+aq) + - - + (agr-141 + -+ + aon)

> —ay +ay +2a4 + -+ 2 ag

=t
2k

qui montre que 2s,, > 5, pour n > 2¥. On a donc que les suites (s, ),>1 €t ({,),>1 sont
soit tous les deux bornées ou tous les deux non-bornées. ]

Theorem 2.4. La série ) -, L converge ssi. p > 1.

np

Démonstration. Si p < 0 alors la série Y n—lp diverge par la Proposition 1.4. Pour
p > 0 on peut appliquer le théoreme précédent. On a que

i 2k2_ip — i 2(1—p)k
k=1 k=1

qui est une série géométrique de raison r = 277, Elle converge ssi. 7 < 1 ssi. 2177 < 1
ssi. 1 —p < 0. [

3 Tests de convergence pour les séries

Theorem 3.1 (Test de la racine de Cauchy). Etant donné une série Z;O:l Gy, ON poSse

a = limsup,,_,., /|an|. Alors
1. Si o < 1alors la sériey " | a, converge;

2. Sia> lalorsla série y | a, diverge.

3. Si a = 1 alors on ne peut rien conclure.



Démonstration. Si o < 1, on peut choisir 3 tel que o < § < 1 et un entier N € N tels
que
Vlan| < B

|an| < "

pour n > N. Or comme 0 < ( < 1, la série géométrique » -, " converge. Par ap-
plication du test de comparaison on a que la série Y - |a,| converge, et donc par le
Corollaire 1.7 la série Ele a, converge. Si o > 1, alors il existe ny < no < ng < ---
tel que

pour tout n > N. On a donc que

lim "¢/|a,, | =«a > 1.
On a alors que |a,,| > 1 pour une infinité d’indices n et donc lim,, _,~.a, # 0. Cela montre

que la série Y~ | a, diverge. Finalement, pour 3. il suffit de considérer les séries Y~ , %
o0 1

et Zn:l nZe ]

Theorem 3.2 (Test du quotient de d’Alembert). Soit Y ° | a,, une série.

an41

1. Silimsup,,_, . < 1 alors la série Y~ | a, converge.

2. Si
diverge.

An+1
an

> 1 pour tout n > Ny pour un certain Ny € N, alors la série Y~ | b,

Démonstration. Pour 1., 1l existe § < 1 et N € N tels que

Ap+1
Qn,

<p

pour tout n > N. Cela implique (par une simple récurrence) que

lanim| < B™|an].

On a donc
|an| < lan|8V 6"

pour tout n > N. Par application du test de comparaison, on en déduit que la série
o] . s . 00 )

> 21 lan| converge, et donc par le Corollaire 1.7 la série >~ a, converge. D’autre

part, si

a
n+1 2 1
G,
pour tout n > Nj.
On a donc que lim,, ,.a, # 0. Cela montre que la série 220:1 a, diverge. OJ

Comme dans le test de la racine de Cauchy, si lim,, “Z“ = 1, alors on ne peut rien
“ 1. s . 0 1 o] 1
conclure. Il suffit de considérer les séries ) |, ~et> >~ —.
On considere la série
1 1 1 1 1 1 1 1

§+§+§+3—2+§+§+?+§+"-.



On trouve que

2
liminfa = lim (—)
n—oo ap n—0o0 3
li fy li !
mind /o=l 5 =

1

lim sup a,, = hm —

n—o0 2

I Gtl — Jim +
imsu =lim - (=] =-+oc.
n%oop G, n—00 2 2
D’apres le test de la racine de Cauchy, on en déduit que la série converge. Le test du
quotient de d’ Alembert ne s’applique pas dans ce cas.

Lemme 3.3. Etant donné deux suites (ay,)nen et (by)nen on pose

n
An = E a;
=0

pourn > let A1 =0.Alors, pour0 < p<gqona

q q—1
D anby = Au(by = busr) + Agby — Ay b,
n=p n=p

Démonstration.

q

Z an n — A - Anfl)bn
=p

n

q

_ZAnbn— Z Apbpia

n= n=p—1

= Z Ap(by = pyr) + Agby — A, 1D,

n=p

Theorem 3.4. Etant donné deux suites (a,,)nen et (by)nen on pose

n
An = E a;
=0

. On suppose que
1. la suite (Ay,)n>1 est bornée;
2. bp >0y > by >
3. limy_ooby, =0

Alors la série )", a,b, converge.



Démonstration. Soit M € N tel que |A,| < M pour tout n € N. Soit € > 0. Alors il
existe NV € Ntel que by < ﬁ Or,pour N <p<gona

q q—1
D anbn| =D Au(by = busr) + Agby — Ap_ib,
n=p n=p
qg—1
< M| (by = bngr) + by + by
n=p

=2Mb, <2Mby < e.
Par application du critere de Cauchy, on a que la série ) -, a,,b,, converge. [
Theorem 3.5 (Théoreme de Leibnitz). Soit (¢, )nen une suite. On suppose que
le1] > fea] = Jes| = -+
Con—1 > 0etcy, <0

limy,—ooCn = 0
Alors la série Y | ¢, converge.

Démonstration. 11 s’agit d’une application du Théoréme 3.4 avec a,, = (—1)"" et b, =
|cnl. [

Comme application du théoreme précédent, on a que la série

> 1 1 1 1 1
B I e
nzl( ) n 2+3 4+5

converge (mais elle ne converge pas absolument).

4 Réarrangement d’une série

On considere la série convergente

X al 11 1 1
Y R At R e

n=1

Effectuons les manipulations algébriques suivantes :
I+s—c+-t+o—c+-+ 7 —=+-- (1)

c’est a dire deux termes positifs suivis par un terme négatif suivi par deux termes positifs
suivis par .... On pose (%, ),>1 la suite des sommes partielles de la série (1). Or,

1 1 5
S<l—=4=-=-.
273756
D’autre part, comme
1 1 1

-3 dm_1 2"




pourn > 1,onaquets <tg <ty < --- etdonc

. 5
limsupt, > t3 = G

n—oo

qui implique le la série (1) ne converge pas vers S. Cet exemple est un cas particulier du
théoreme suivant dont la preuve sera omise :

Theorem 4.1 (Théoréme de réarrangement de Riemann). Soit > | a,, une série conver-

gente mais qui ne converge pas absolument. Alors pour tout —oco < a < < +o0 il

oo /

existe un réarrangement y -, al, de la série y - | a,, tel que

. / . . /
limsups, =a liminfs, =/
n—0o0 n—00

« . / . . o 00 /
ot la suite (s),),>1 est la suite des sommes partielles de la série ), al,.

D’autre part, si la série )~ | a,, converge absolument, alors tout réarrangement de la
suite (a,),>1 meéne a une série qui converge absolument et qui aura la méme valeur que

220:1 n, -

Theorem 4.2. Soit ), a, une série qui converge absolument. Soit ¢ : N — N une
. . .. . - L. 00
application bijective. Alors la série )~ asn) converge absolument et

Z Ap(n) = Z Ap .
n=0 n=0

Démonstration. On pose M =" |a,|. Alors on a que

n

D lagw| <M

=0

pour tout n € N et donc la série ) ag(n) converge absolument. Onpose S = > a,,.
Pour tout € > 0 il existe N € N tel que

N 00
€ €
|S—Zai| <5 et AZ jax] < 5
=1 i=N+1
Soit N’ tel que les termes ay, as, ..., ay sont parmi ag(1y, dg(2), - - -, Ag(n)- Alors pour
n> N'ona
n N [e'e)
1S =D agw| < 1S =D ail+ > |al
i=1 i=1 i=N+1
<€ n €
— — = €
2 2
qui montre que la série
oo
> o)
n=0
converge vers S. [l



	Séries et sommes partielles
	Séries à termes positifs
	Tests de convergence pour les séries
	Réarrangement d'une série

