Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre automne 2022-2023

Fondamentaux des mathématiques I

Feuille d’exercices n° 2

RECURRENCE, SOMMES ET PRODUITS

Exercice 1. Soit (u,)nen la suite définie par ug = 1 et :

1
VneN, upt1 = §(u" +4n +6)

1
Démontrer que pour tout n € N, u, = 2n + 30

Solution : On va montrer que pour tout n € N, on a
1
(P) : un:2n+3—n.
— Initialisation. Pour n =0,onauy=1=2x0+ 3% (Py) est vrai.

— Héreédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). Par la relation de récurrence,

1 1 _
un+1:§(un+4n+6):§(2n+3 "+4n+6):2(n+1)+w.

Donc, (P,+1) est vrai.

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N, u, = 2n + 30

Exercice 2. Soit (u,)nen la suite définie par ug =1 et :

Un

Vn €N, Uy = —t
n—+ u%—l—l

Calculer les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur I’expression de u, en fonction de n

et démontrer cette conjecture par récurrence.

Solution : On voit que

1 1 1
=1, up = —, ug = —4= uz = —....
On conjecture que pour tout n € N, on a
1
(P) : Uy =

d

n+
— Initialisation. Pour n = 0, c’est évident que (Pp) est vrai.
— Héreédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). Par la relation de récurrence,

1
v+l 1 1

Un
VuE +1 \/#ﬁl Vit +1 Vvt

Donc, (P,+1) est vrai.

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N, u,, =

1
vVn+1



Exercice 3. Soit la suite (u,)nen définie par récurrence par ug = 1 et, pour n € N, par
Un+1 = 4un +9.

1. Montrer qu'il existe A dans R tel que la suite (v, )nen = (Un — A)nen soit une suite géometrique.

2. En déduire une expression de la suite (uy)nen.
Preuve : On voit que
Untl = Unt1 — A =4up +9— A =4(up — A) + 94 3\ =4v, + (9 + 3)\).

Pour que (v,,)nen S0it une suite géométrique, il faut que 9+ 3A = 0. Autrement dit, si on prend A = —3,
alors (v, = uy + 3)pen est une suite géométrique.
Pour la suite (vp)nen, on a

vy, = 4"vg, Vn € N,

avec vg = ug + 3 = 4. On en déduit que

Up = Uy — 3 =4"T1 —3 ¥n e N.

Exercice 4. Calculer le terme général des suites définies par récurrences suivantes :
1. ug =2 et pour n € N par u,y1 = u ;

2. vgp =3 et pour n € N par v,41 = 2v3.

Solution :

1. Par calcul, on voit que

2 3
u0:2, U1:23, ’u,2:23 N U3:23 .
On va vérifier par récurrence que pour tout n € N,
(Py) : u, = 25"

— Initialisation. Pour n = 0, c’est évident que (Pp) est vrai.
— Hérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). Par la relation de récurrence,

3 374\3 3" %3 3ntl
Upy1 = u, = (2°)° =2 =27 .

Donc, (Pp+1) est vrai.

. . n
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N, u,, = 23",

2. On voit que v, € N*, pour tout n € N. On pose w,, = In(v,,) et obtient que
Wpt+1 = 3wy, + 1n(2),Vn € N,

avec wy = In(3). Par la méthode de 1'Ex 3, on voit que (wy, + 3 In(2)),en est une suite géométrique.

Donc, on a ) )
Wy, + 3 In(2) = 3" (wo + 3 In(2)) = 3" In(3v2).
Par conséquent,
3" n
Up = ew" = ew"—i_% ln(Q)L = 7(3\/5) = 2%33n
V2 V2



Exercice 5. Montrer par récurrence les assertions suivantes :
1. Pour tout n € N, 32"+ 4 27+2 est un multiple de 7.

2. Pour tout n € N*, 32" 4 267"=5 est un multiple de 11.

Preuve :

1. On va montrer que pour tout n € N,
(Py) : 320l 4 9" +2 ost un multiple de 7.

— TInitialisation. Pour n = 0, 32"+ 4 272 = 7. (est évident que (FPp) est vrai.

— Heérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 — 9 X 32n+1 + 2 X 2TL+2 — 9 X (32n+1 + 2TL+2) _7 X 2n+27
—_——
multiple de 7

qui est un multiple de 7. Donc, (P,41) est vrai.

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N, 3271 4 272 est un multiple de 7.

2. On va montrer que pour tout n € N*,
(Pp) : 327 4 20775 est un multiple de 11.

— Initialisation. Pour n = 1, 3?® 4 26775 = 11. C’est évident que (Py) est vrai.

— Heérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,
32(n+1) + 26(714’1)75 — 9 X 3277, + 64 X 267175 — 9 X (32TL + 267175) +55 X 26”75’
—_——
multiple de 11

qui est un multiple de 11. Donc, (P,+1) est vrai.
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N*, 32% 4 267=5 est un multiple de
11.

Exercice 6. Ecrire a I'aide du symbole ) les expressions suivantes :

1. 344354304, 435 2. $4343+ 4+ 41
3. r+L 4T 4+ 4. 2-446-8+..+50
Solution :

134435430 4 . 315 =315 3n

2.3+ 48t e = Dala v

S T g
4.2—4+6—8+..+50=32",(~1)"" x 2n.



Exercice 7. Montrer par récurrence les propriétés suivantes :

n n
1 1)(2 1
L Vnen, k:”(”;) 2. vneN*,§jk2:”(”+ )@n+1)
k=1 k=1
n 2 2
1
3. VnEN*,E k3:11(n4—|—) 4. Vn >4, 2" <n! (avec
k=1 n!=1x2x3X..xn pourn € N¥)

Preuve :

1. On va montrer que pour tout n € N*,

3

n(n—|—1)‘

(P) : k= 5

k=1

1><(1+1)

— Initialisation. Pour n =1, 1 = . C’est évident que (Py) est vrai.

— Heérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,

n+1
n(n+1) _n (4 1)(n+2)
;k_2k+ (n+1) st )= (5 + D+ 1) ="t
Donc, (Pn41) est vrai.
n+1).

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N*, Y™ | k= n( 3

2. On va montrer que pour tout n € N*,

_ 2 _ n(n+1)(2n+1)
(P,) : Z k : .
— Initialisation. Pour n =1, 1 = % C’est évident que (Py) est vrai.

— Héreédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,

n+1

B2 =) K+ (n+1)?
Z Z

+1)(2n+1 n2n +1
( )6( )+(n—|—1)2:(7( 5 )—I—n+1)(n+1)
(n+1)(n+2)(2n+3)
= G .
Donc, (Pn41) est vrai.
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N*, Y™/, k2 = w.

3. On va montrer que pour tout n € N*,
1
(P,) : § g = + w0+ 1)°

— Initialisation. Pour n =1, 1 = %. C’est évident que (Py) est vrai.

— Hérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (Pn41). En effet,

n+1

Zk3 Zk3 +(n+1)>
—%—m+(n+1)3—(7j+n+l)(n+l)2
_(n+1)2(n—|—2)2
= 1 .

Donc, (Pn41) est vrai.



2 2
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N*, 7', k3 = %.

4. On va montrer que pour tout n > 4,
(P) : 2" <nl.

— Initialisation. Pour n =4, 2" = 16 et n! = 24. C’est évident que (Py) est vrai.

— Herédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,
2l = 9" x 2 <plx (n+1) = (n+1)!

Donc, (Pp4+1) est vrai.

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n > 4, 2" < nl.

Exercice 8. (Formule du binéme de Newton)

1. Pour n € Net p € [0,n] =[0,n] NN, on note (avec la convention 0! = 1) :

(n) B n!
p) pl(n—p)l
Calculer (8), (") et () pour n e N.

D) )-

(a) Montrer que pour tous entiers n et p tels que 0 < p <n:

p v p .

<Z> ! <nn!—p>! ~ (n—p)! <nn!— (n—p)! <nﬁp>'

(b) Triangle de Pascal. Montrer que, pour tous entiers n et p tels quen >2et 1 <p<n-—1,

) =G)-(7)

Preuve : Par calcul direct, pour 1 <p<n-—1,ona

(Z: i) i (n; 1) “ _(711)!—(711)!_ DI (7(1”—_111! p)!

n! n— n!
N

Solution : On a

2. Formule du binéme de Newton.

on a

pln=p)l'n  n pt(n—p)!
;)
)
(c) Montrer la formule du binome de Newton : pour tout (a,b) € R? et tout n € N,
" /n
p"? = k bn—k ]
(a+0b) > ( k) a
k=0
Preuve : On va montrer par récurrence que pour tout n € N,

(P):  (a+b)" = znj (Z) ak pnk

k=0



— Initialisation. Pour n = 0, Gauche= 1 et Droite= 1. C’est évident que (Fp) est vrai.

— Heérédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,

(a+b)" =(a+b) x (a+b)" = (a+b) x (ﬁ: (Z) o bn—k)
k=0
£ E
(2o ag e
B (g

i=n+1 =0

Par Triangle de Pascal, (Zfl) + (7;) = (”+1) pour 1 <4 <n. On en déduit que

n n+1
(a+b)" =% <” * 1> G gttt = % <” + 1>aibn+1i.
(3

i=1 izo N "
Donc, (Pp4+1) est vrai.
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N, (a+b)" = Y3 (7) a® b .
3. Mise en pratique.
n n
(a) Soit n € N*. Simplifier les sommes Z (Z) et l;g (Z) (1)~

k=0
Solution : Si on prend ¢ = b =1 dans la formule de Newton, on a

(1+1)" = zn: (Z) = on.

k=0
Si on prend a = —1 et b = 1 dans la formule de Newton, on a
(—14+1)" = zn: ") (=1)k =o.
k=0 k

(b) Montrer que pour tous entiers n et p tels que 1 <p <n:
G)=(G0)
P =n .
p p—1
Preuve : Par définition, pour 1 < p < n,
<n> " n! n!
p =P =
p plin=p)t  (p—1!(n—p)
(n—1)! (n — 1>
=N =N .
(p—1)!(n—p)! p—1

¢) En déduire la somme k " our n € N*.
(c) p
k=1 k
Solution : Par (b) et (a)




Exercice 9. (Factorisation de a" — b")
Montrer que, pour tout (a,b) € R? et tout n € N*,

a” —b" = (a—b) xZakb” 1=k

Preuve : Pour tout (a,b) € R?, on va montrer par récurrence que pour tout n € N*,
(Pp) : a —b" = (a—0) Za priR

— Initialisation. Pour n =1, a”™ — " = (a — b) x 1. C’est évident que (P;) est vrai.
— Herédité. Supposons que (P,) est vrai. On va vérifier (P,41). En effet,
n+l bn+1 :a(an o bn) + bn(a . b)

a

=a(a—b Za bR 40" (a — b)

a—b Zak+lbnlk b

(n+1)—1
a o b Zazbn i_ CL o b) Z aib(n+1)—1—z
i=0
Donc, (P,41) est vrai.
— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout n € N*, " —b" = (a—b) x >~ Lk pn—1-k,

On peut aussi faire un raisonnement direct en commencant du membre de droite de ’égalité recherchée :
(I _ b Zakbn 1-k Zak-l—lbn 1-k Zakbn k
— Z akbnfk . Z akbnfk
k=1 k=0
n—1 n—1
:Zak‘bn—l—k‘ o Zak‘bn—k + anbo o aobn
k=1 k=1

=a" —b".

Exercice 10. Soit x € R et n € N*.

n
n
1. Calculer S, (x) = kz_o (k) z,
Solution : Si on prend ¢ = x et b = 1 dans la formule de Newton, alors

(z+1)" = En: (Z) ",

On obtient que Sy, (z) = (x + 1)™.



n

. n
2. En déduire la valeur de T, (x) = kz_l k <k> k.
Solution : C’est évident que S, (z) est dérivable sur R. La dérivée est

S (z) = f: (:) ka1,

k=1

D’ici, on a Ty, (z) = xS, (z). D’autre coté, puisque Sy, (z) = (x + 1)", sa dérivée est
Si(x) = n + 1)L,

On en déduit que
T, (z) = 25! (2) = na(z +1)" L.

n
n
3. Retrouver la valeur de k our n € N*,
ver Ta v > ( k) b
Solution : En particulier, si z =1, on a

ék <Z> = T, (1) = n2""L,

c’est pareil que le résultat de 'Ex 8 (3c).

Exercice 11. Calculer les sommes suivantes. On pourra admettre les résultats de ’exercice 7.

S . . L gkt 1048
LYk 2. ) (3+5i) 3. Z?’k—_l 4. 5
k=5 i=2 k=5 i=2
n n n n
5. ) (2k+1) 6. Y (-1)F 7. Powrn>3Y 5 8 > (3K+2k+1)
k=1 k=1 k=3 k=1
n n n n 3]€
2 2k k 2
9. > k(2K -1) 10. 5 1. Y @4k +1) 12 ZW
k=1 k=1 k=1 k=1
Solution :
1.
11 11 4
D k=3 k=D k
k=5 k=1 k=1
_Tl(’fl-i-l)‘ n(n+1)|
- 2 n=11 2 n=4
=66 — 10 = 56.
2.
10 10
> (B+5i)=3%x9+5%x» i—5
i=2 i=1
1
NP > IR

2
=555 + 22 = 297



3. Rappelons que dans 'Ex 9, si on prend b=1et a # 1, on a

11 11
2k+1 2

> g =6+ _(3)
k=5 k=5
11 9 4 9
=0 * [Z(g)k - Z(g)k]
k=0 k=0

g (AR @1 (/8 /)"

2/3—1 2/3—1 1—2/3
64 2 . 131776

=5 *11- 3 = Zgoa9-

Z(Qk—i—l) :Q*Zk—i-n
k=1 k=1
n(n+1)
2
=n? + 2n.

=2 % +n=nn+1)+n

n

POCVED BIEIE!

k=1 k=0
_(_1)n+1 -1 _
o —-1-1 2 ’

7. Pour n > 3,

n

> (3K +2k+1) :3*zn:k2+2*zn:k+n
k=1 k=1

k=1
1)(2 1 1
:3*n(n+ )(2n + )+2*n(n+ >—|—n
6 2
) 5
:n3+§n2+§n

9



n n n
k(2k? —1) =2% Y K= > "k
k=1 k=1 k=1
2
o, (n+1)° n(n+1)
4 2
_n4 +2n3 —n
B 2
10.
n n
D 5= "(25)F —1
k=1 k=0
@)ttt —1 o 25ntl 25
251 - 24
11.
n n n
pRICIENEREIES SED SR
k=1 k=1 k=1
n n
=3 2" 14> K +n
k=0 k=1
Contl g ) n(n+1)(2n+1
21
3 2 ™
_2n+1 n nf R
* 3 2 * 6
12.
n k n
3 1 3.k
> g =)
k=1 k=1
1 |<~,3,
k=0
1 3/4)n L 3 3
=7 | Loy=2 Gy
4 3/4—1 4 4
Exercice 12. Calculer les produits suivants :
n n
L J]3 2. Jer 3.
k=0 k=1
n n .
4. H ¢* 9. H ¢
k=0 k=0
Solution :
1.
n
H 3 _3TL+1
k=0
2.

10



n 2n+1
k
I]@h+nzl%EL—
. [ (2k)
_(@2n+1)!
27 x nl
4.
n
H qk :qZTkL:O k
k=0
n(n+1)
:q 2
.

n
k=0

:q 2—-1 q2n+1_1
Exercice 13. (Sommes et produits télescopiques)
a b
1. (a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout k € N, ——— = — 4+ ——

k(k+1) k k+1
Solution : Notons que

e b ak+1)+bk  (a+bk+a

ko k+1 k(k+1)  k(k+1)
On veut que
{ a+b=0
a=1.
Donc,on prenda=1et b= —1et on a
1 1 1

k(k+1) k k+1

n

1
(b) Simplifier, pour tout n € N*, la somme ; m
Solution : Par (a), on a
—k(k+1) =k k41
n 1 n+1 1
k=1 k=2
o1t
n+1
= 1
(¢) En déduire la limite de la suite (; m)neN* lorsque n — 4o00.

Solution :
n

1
I B —
7£&Z;uk+n

11



- 1
2. Calculer Zln (1 4+ %)

k=1
Solution : En effet,

= k=1
TR (I k
-1 ()
—( ) )

3. Calculer ﬁ (1 — %)

k=2
Solution : En effet,

k=2 k=2 k=2
“k+1 “k—1
k=2 k=2
n-+1 n-+1

4. Calculer Y ),k x k!.
Solution : En effet,

n

Zn:kxk!:Z(kH—nxk!
k=0

k=0
n n+1 n
=D ((k+ D) =) =D K-> K
k=0 k=1 k=0
=n+1)! -1
Exercice 14. Pour tout n € N* et € R, on définit
- x
Py(z) = H(l + %)
k=1
1. Pour n € N*, que valent P,(0), P,(1), P,(—n)?
Solution : Observons que
n
1+ k
P,(0) =1, P,(1) = kl:[l % =n+1.

Pour = —n, 1 + £ = 0 lorsque k& = n. Donc, P,(—n) = 0.

2. Montrer que pour tout x € R*, on a

12



Solution : Notons que

k= 1 k=1
I 1<k+x> I <k+x>
[Tizi ® n!
Donc, »
Po(z—1) = [Tk 1(kn‘!“$— 1) k:ogf‘km)
D’ici, on a
Pn(x):szlgf-F:v):x—;nH T(l/!ﬂi-l—a:)::p—;npn(fz_l).

3. Pour tout k € N*, écrire P, (k) comme un coefficient binomial.
Solution : Par calcul, on a

n+1
1

Pa(0) = 1, Pn<1>=n+1=< ),Pn@): 1) = )

On conjecture que pour tout k > 1, et n € N*,

@ = ("1")

On va le vérifier par récurrence.
— Initialisation. Pour k& = 1, ¢’est évident que (Q1) est vrai.
— Heérédité. Supposons que (Q) est vrai. On va vérifier (Qg41). En effet,
k+14+n E+1+n/n+k
PP P p Yy =TT

kE+1 n(k) k+1 (k:)
k+14n _ (n+k)!  (n+k+1)!

K+l ka1 1)
C(ntk+1
S\ k+1 )
n+k

— Conclusion. On conclut par récurrence que pour tout k € N*, P, (k) = ( N )

P,(k+1)=

Donc, (Qg+1) est vrai.

Exercice 15. (Sommes doubles)
Calculer les sommes suivantes :
n n
1 .. ..
LY () > Y sy
i=1 =i J 1<i,5<n 1<i<j<n
Solution :

1. On observe que

1 1
> ( ;):ZZ 1z
=1 j=i i=1 j=1
n n 1
=1 \i=1 7
n 7 1 n
= “1=N"1=n
> (%)%

2+n (n+2)(n+1)

g

n+2
2

)



2. On observe que

3. On observe que

Mo oii=> i)
1<i,5<n =1 j=1
n n
=3 i () -
i=1 j=1
_n?(n+1)?
N 4

n n n

> ii= Qi) =) (D i)

1<i<j<n

i=1 j=i i=1 j=1

=> O i) =Y i+ (Oi)

7=1 i=1 7=1

U ¢ VNI L
—;J*( 5 >—Z(5+5)

Igs 3 I, 1 n¥
DD D h e e
J= J=

~nn+1)(n+2)3n+1)
B 24 '

14




