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L3 - Mathématiques générales et applications UE : Topologie et équations différentielles

Feuille d’exercices n° 3

Exercice 1. Révisions. Dans cet exercice, on munit R (ainsi que ses intervalles) de la distance usuelle.

Les fonctions suivantes sont-elles uniformément continues ? lipschitziennes ?
f+ R =R g: [0,1] —R h: [1,+o0] — R
T a2 x =Nz, x — /2

Exercice 2. Révisions. On munit ]0,4o0o[ de la distance usuelle et, pour tout entier n > 0, on note

fn:]0,+00[—]0, +0o0] la fonction définie par f,,(z) = a

Montrer que la suite (fy,),>0 converge simplement vers la fonction identiquement nulle. La convergence

est-elle uniforme ?

Exercice 3. Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit f: X — Y une application continue.
Montrer que si f : X — Y est une application continue alors son graphe I'y = {(z, f(z)) : * € X} est

un fermé de X x Y.

Exercice 4. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On note y 4 la fonction caractéristique

de A définie par xa(z) = { (1) z i ; 21

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que x4 soit continue.

. On suppose que R est muni de la distance usuelle.

2. Déterminer I’ensemble des points oll x4 est continue.

3. Que peut-on dire de xq ?

Exercice 5. On suppose que R est muni de la distance usuelle. Pour (n,m) € N2, on consideére la

fonction

faom: R—=R
z +— (cosmnlz)?™.
1. Montrer que pour chaque n € N fixé, la suite (fy, m)meN converge simplement vers une suite gy,
que l'on déterminera. Cette convergence est-elle uniforme ?
2. Montrer que la suite (gn)nen converge simplement vers xq.

3. En déduire qu’il existe une fonction qui n’est continue en aucun point et qui est limite (simple) de

limites (simples) de fonctions continues sur R.

Exercice 6. Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y. Montrer que f est continue

sur X si et seulement si pour toute partie A de X, on a f(Z) C f(A).

Exercice 7. Soit E = C([0, 1], R) ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. On considére la
forme linéaire ¢: E — R définie par ¢(f) = f(0).
1. Montrer que ¢ n’est pas continue sur (E, || - ||1).

2. Qu’en est-il si on munit £ de la norme de la convergence uniforme || - || 7



Exercice 8. Soit F 'espace vectoriel normé (C([0,1],R), || - |l1). On considére 'application p: E — E
définie par
x
u(f) (@) = / F(#)dt pour f € E et z € [0, 1],
0
1. Montrer que p est bien définie et que p est une application linéaire continue.

2. On considére la suite de fonctions (fy)n>1 définie par
frn@®) =n(1 —t)" ! pourn >1ettel01].

Pour chaque n > 1, calculer || f,,||1 et ||u(fn)]|1-

3. En déduire la norme de pu.

Exercice 9. On considére {*°(R) l'espace vectoriel des suites réelles bornées muni de la norme || - ||oo-
Rappelons que pour une suite u = (up)nen € £°(R), la norme de u vaut ||u||cc = sup,en |[tn|-

Soit ¢ lapplication de ¢>°(R) vers lui-méme qui & toute suite u = (uy,)pen € £°°(R) associe la suite

SO(U) = (Un+1 - un)neN-

1. Montrer que ¢ est une application linéaire continue.

2. Déterminer la norme de ¢.

Exercice 10. (x) Soit (X, d) un espace métrique et f : X — [0,1] une application. Dans cet exercice
I'intervalle [0, 1] est muni de la distance usuelle.

Pour tout entier n > 0, on considére la fonction

fn: X —[0,1]

T yig)f((f(y) + nd(z,y)).

0. Remarquer que pour tout n > 0, on a f, < f.
1. Montrer que pour chaque n > 0, la fonction f;,, est n-lipschitzienne.

2. Soit a € X. Montrer que

Vr >0, VYn>1/r, fu(a)> inf f(y).
y€B(a,r)

3. Montrer que si f est continue en a alors la suite (fy,(a))n>0 converge vers f(a).

4. Montrer que si f est uniformément continue alors (f,,)n>0 converge uniformément vers f.



