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Question 1. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Donner la définition de ’adhérence de A.

Réponse. L’adhérence de A est I'intersection de tous les fermés de (X, d) qui contiennent A.

Question 2. Soit (z,),eN une suite de réels a la fois croissante et majorée. Démontrer que (x,)peN est
convergente.

Réponse. L’ensemble {x,,: n € N} est un sous-ensemble de R non vide et majoré, et admet donc une borne
supérieure, qu’on note M.

Soit € > 0; puisque M — € ne majore pas {x,: n € N}, il existe N € N tel que xny > M —e.

Comme (:Un)neN est croissante, on a x, > x) pour tout n > N.

On vient d’établir que M — ¢ < x,, pour tout n > N ; puisque x, < M pour tout n par définition d’une borne
supérieure, on a donc M — e < z, < M pour tout n > N. On vient d’établir que (z,,),en converge vers M.

Question 3. Soit (X, d) un espace métrique et (z,),en une suite d’éléments de X.
Montrer que (zy,)nen admet au plus une limite.

Réponse. Supposons que x , y sont deux limites de (z,,)nen. Fixons € > 0.
Puisque (z,,) converge vers z, il existe N; tel que pour tout n > Nj on ait d(x,z,) < e.
De méme, il existe Ny tel que pour tout n > Na on ait d(y,z,) < .
En posant N = max(Ni, N2), on a a la fois d(xy,z) < e et d(zn,y) < &, donc 'inégalité triangulaire permet
d’établir que
d(z,y) < d(z,zn) +d(zn,y) < 2

Par conséquent, d(z,y) < 2¢ pour tout € > 0, ce qui implique que = = y.

Question 4. Cas particulier du Lemme de Gronwall. Soit T > 0 et a : [0,7] — R une fonction continue.
On suppose que u : [0, 7] — R est de classe C! et vérifie

vt € [0,7T], u'(t) < a(t)u(t).

Montrer qu’alors, on a
t
vt € [0,T), u(t) < u(0)elo =)ds,

Réponse. Pour simplifier la notation, posons pour ¢t € [0,7] A(t) = fg a(s)ds ; d’apres le théoréme fondamental
de l'analyse, A est dérivable, et A’'(t) = a(t) pour tout ¢ € [0, 7.
Posons v(t) = u(t)e=4®) ; alors v est dérivable sur [0, 7], et on a pour tout t € [0, T

V() = (W () — A'(u(t))e Y = (W (t) — a(t)u(t))e

Par hypothése, u'(t) — a(t)u(t) < 0 pour tout t € [0,T7], et e=4®) > 0; donc v/(t) < 0 pour tout ¢ € [0, T].
Par conséquent, v est décroissante sur [0,7], donc v(t) < v(0) = u(0); on vient d’établir que sur [0,7] on a
I'inégalité u(t)e~A®") < 4(0), autrement dit u(t) < u(O)efot a(s)ds



Question 5. On considére l'espace E = C(]0,1],R) des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles.
Pour f € E, on pose

£l = sup [f@)] . N = sup (If@)]+|7(5)])-

z€[0,1] xz€[0,1]
On admet que || - ||oo et N sont des normes sur E. Ces normes sont-elles équivalentes ?

Réponse. Pour tout z € [0,1], on a
F@I <@+ |7 (5)] <N

Par conséquent, N(f) est un majorant de {|f(z)|: = € [0,1]}, et donc || f|jec < N(f)-
Par ailleurs, pour tout € X on a a la fois |f(x)| < ||f||co €t ‘f (g)‘ < || f]loo, donc

@1+ |7 (5)] = 2071

Il s’ensuit que N(f) < 2||f]|co- Finalement, ||f|lco < N(f) < 2||f|loo : ces deux normes sont équivalentes.

Question 6. Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé tel que E # {0}. Soit z,y € E avec x # y et , R > 0.

Montrer que
|z —yll < R—r <= By(z,r) C By(y, R).

On pourra s’aider d’un dessin.
Réponse. Supposons que ||z — y|| < R —r, et considérons z € By(x,r). Alors on a
lz=yl <llz—zl+lz -yl <r+(R-r)=R

Donc z € Bf(z, R), et on a prouvé comme attendu que B¢(z,r) C By(y, R).
Réciproquement, supposons que By(z,7) C Bf(y, R). Considérons

r—y

B

z=x+r

(notons que z est bien défini, car on a supposé x # y et donc ||« — y|| # 0).
Alors on a ||z — z|| = r, donc z € By(x,r), ce qui entraine sous nos hypothéses que ||z —y|| < R. Or, on a

lz—yll =

:L'_
rT—y+r
lz =y

(z—y) <1+||:Eiy||>H
= |z -y <1+ ||a:iy||>

= |lz—yl+r

Puisque |z — y|| < R, on doit avoir ||z — y|| +r < R, autrement dit ||z —y| < R —r.



