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Exercice 1. On considere la fonction f: N — N donnée par f(x) = 3x+4, ainsi que la
suite (u,),cn d’entiers naturels définie par ug =7 et u,,+; = f(u,) pour n € N.

1. Calculer le point fixe u de f, c’est-a-dire la solution de ’équation f(u) = u.
2. On considere la suite (v;,),cn donnée par v, = u, — u.

(a) Calculer vy.

(b) Calculer v, en fonction de v,.

(¢) En déduire que (v,),cn est une suite géométrique dont on déterminera le
terme général.

3. En déduire le terme général de (u,),en-

Solution.
1. u=f(u) =3u+4 implique 2u+4=0et u = 2.
2. @v=u—u=7—(-2)=09.
(b) vipr1 =upr1+2=CBup,+4)+2=3(v,—2)+6 =3v,.
(€) (vn)nen est une suite géométrique de rapport 3. Ainsi v, = vy-3" =9-3" = 32,
3. Donc u, =v,+u=v,—2=3""2_2,

Exercice 2. Calculer pgcd(A,B) avec A, B € R[X| définis par
A=X342X?-2X+3 et B=X>+2X*-2X34+2X?—2X +3.

Solution. On applique I'alorithme d’Euclide.
X3 42X42X342X2—2X+3 | X342X%—2X +3
X 4+2X4-2X343X? X2
—X? —X+3

Le premier reste (sous forme unitaire) est donc X2+ 2X — 3.

X342X>—-2X43 |X?4+2X -3
X342x2-3x X
X+3

Le deuxiéme reste (sous forme unitaire) est donc X + 3.

X242X-3 |X+3
X243X X1

Puisque le troisiéme reste est 0, on a pged(A,B) = X + 3.
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Alternative. On devine A(—3) =27—2-9—2%o0t3—3 =0. Ainsi X + 3 divise A. On divise :
X342X2-2X +3=(X+3) (X2 =X +1).

Or, les racines de X> — X + 1 sont les racines primitives sixiémes de 1'unité, ou j est
une racine primitive troisieme de I'unité. Ainsi

B=(X+3)(X+j)(X+/%.

On évalue B aux points —3 et —j. On a B(—3) = —243+2-81+2-274+2-9+2-3+3=0
et

1 3 1 3
B(j):—j2+2j+2+2j2+2j+3:j2+4j+5:(—E—i%—)+4(—§+i\/7—)+57£0.
Alors B(;?) = B(j) = B(j) # 0. Ainsi le seul facteur irréductible de A qui divise B est

X+3, et pgcd(A B) = X+3

Exercice 3. Considérons l'application f: R% — R définie par f(x) = ln%.
1. Justifier que cette application est dérivable sur son domaine de définition, et
calculer f’ sur ce domaine.
2. Rappeler le théoréme des accroissements finis.

3. Fixons x > 0.

1 1
(a) Utiliser ce théoreme pour montrer qu’il existe ¢ €]x,x+ 1] tel que In AL -.
X

1 1 1
(b) En déduire que < lnx+ < —.
x+1 X X
x4+ 1
4. En déduire la valeur de la limite lim xIn
X—>+to0 X

Solution.

1. Pour r € R la fonction x — x" de R, dans R est derivable avec dérivée x — rx" !

(ici on a r = —1), et la fonction x — Inx de R’ dans R est dérivable avec dérivée

x — 1/x. Ainsi leur composition f est dérivable, avec f'(x) = # =-1

=

Alternative. f(x) =In1 = —Inx, donc f/(x) = —1.

2. Théoreme des accroissements finis (TAF) : Soit a < b= et f: [a,b] — R continue
sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Alors il y a ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 1&)=L,

3. f est derivable sur R?, donc continu sur [x,x+ 1] et dérivable sur |x,x+1[. D’apres

le TAF il y a donc ¢ €]x,x+ 1] tel que

1 fla+l)—flx) B 1 1 x+1
—;_f(c)— G —x _f(x+1)—f(x)—lnx+1—lnx——ln P
A1n51ln’”rl 1

c*

4. Onax<c<x+1, doncx+1< —=In*tl < 1,

X X

5. Ainsi 7 <xIn*- *tl <1 puisque x > 0. Or,

1 1
im X imie =1

X—yo0 X X—o0 X

D’apres le théoreme des gendarmes, lim,_,co xIn*— x“ =1.



Exercice 4. Résoudre 7> — (3 +2i)z+ (5+5i) = 0 dans C.

Solution. Le discriminant vaut
A= (342> —4(5+5() =9 —4+12i—20—20i = —15—8i.

On pose A = §% avec § = a+ib. Alors

a®>—b*=ReA=—15, 2ab=ImA=—38, a2+b2:|A|:\/(—15)2—1-(—8)2:\/289:17.

Ainsi 2a> =2 et a=+1. Donc b= 5 = 74, et § = £(1 —4i).
Les deux solutions sont alors

3+2i+6 342i+1-4i , 342i—6 3+42i—(1—4i)

— 143
2 2 2 2 +3i
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