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Exercice 1.
Par définition :

f rAs � tfpxq, x P Au � ty P F, Dx P A, y � fpxqu
f�1rBs � tx P E, fpxq P Bu

.

a)

Supposons que pAYBq � pAXBq. Montrons A � B par double inclusion.
Soit x P A alors x P AYB � AXB. Donc on a x P B.
On a montré @x P A, x P B et donc A � B.
Soit x P B alors x P AYB � AXB. Donc on a x P A.
On a montré @x P A, x P B et donc B � A.

Ainsi A � B

Supposons maintenant A � B

Alors on a, AYB � AYA � A et AXB � AXA � A. Et donc AYB � AXB.
On a montré : pAYBq � pAXBq ô A � B

(Pour la première implication (en supposant pAYBq � pAXBq), on pouvait faire A � AYB �
AXB � B et faire la même chose pour B, ou alors invoquer un argument de symétrie.)

b)

Pour A P PpEq on pose f : PpEq Ñ PpEq définit si X P PpEq par fpXq � X XA.
Supposons A � E.
Alors pour X P PpEq on a fpXq � X XA � X X E � X.
En particulier on a montré que @X P PpEq, DY P PpEq, fpY q � X.

La fonction f est donc surjective.
Supposons que f soit surjective.
On a E P PpEq et il existe X P PpEq tel que fpXq � E.
On a donc X XA � E. En particulier, E � A

(en effet pour x dans E, on a x P X XA et x P A).
Or A � E.

Et donc A � E.
On a alors montré par double implication montré que f est surjective si et seulement si A � E.

c)

Exercice 2.

Pour x dans R on a : x6 � x� lnpxq � x
�
x5 � 1� lnpxq

x

	
.

Or, par croissance comparée lim
xÑ�8

lnpxq
x

� 0, donc lim
xÑ�8x

5 � 1� lnpxq
x

� �8.

Et lim
xÑ�8x

6 � x� lnpxq � �8.

a)
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Pour x dans R, on a ex lnpxq � e
?
xx7 � ex

�
lnpxq � e

?
x�xx7

	
� ex

�
lnpxq � e

?
x�x�7 lnpxq

	
.

Et
?
x� x� 7 lnpxq � x

�
1?
x
� 1� 7 lnpxq

x

	
.

Or par croissance comparée lim
xÑ�8

lnpxq
x

� 0. De plus lim
xÑ�8

1?
x
� 0.

On a alors lim
xÑ�8

?
x� x� 7 lnpxq � lim

xÑ�8x
�

1?
x
� 1� 7 lnpxq

x



� �8.

On a donc lim
xÑ�8 e

?
x�x�7 lnpxq � 0. Or lim

xÑ�8 lnpxq � �8 et lim
xÑ�8 e

x � �8,

donc lim
xÑ�8 e

x
�
lnpxq � e

?
x�x�7 lnpxq

	
� �8. On peut donc conclure :

lim
xÑ�8 e

x lnpxq � e
?
xx7 � �8.

b)

Pour x dans R on a p1� xq 1x � exp

�
lnp1� xq

x



.

Or ln est dérivable en 1 et on reconnait dans lim
xÑ0

lnp1� xq
x

� lim
xÑ0

lnp1� xq � lnp1q
x

la définition

du nombre dérivé ln1p1q � 1.

On a donc comme exp est continue lim
xÑ0

exp

�
lnp1� xq

x



� e1 � e.

Et lim
xÑ0

p1� xq 1x � e

c)

Exercice 3.
Supposons pP ñ Qq et pQñ Rq. Montrons pP ou Qq ô pQ et Rq par double implication :
Supposons pP ou Qq.
Si on a P alors on a Q car P ñ Q. On a aussi R car Qñ R.
Si on a Q, on a aussi R car Qñ R.

Dans les deux cas, on a Q et R.
Supposons pQ et Rq.
On a Q.

On a donc P ou Q
On a donc pP ou Qq ô pQ et Rq.
Supposons maintenant pP ou Qq ô pQ et Rq.
Si on a P ,
alors on a P ou Q et donc Q et R. En particulier on a Q

On a donc P ñ Q.
Si on a Q,
alors on a P ou Q et donc Q et R. En particulier on a R

On a donc Qñ R.
On a donc pP ñ Qq et pQñ Rq.
On a bien montré que la proposition pP ñ Qq et pQ ñ Rq est équivalente à la proposition

pP ou Qq ô pQ et Rq par double implication.
Sinon on peut faire comme suit :
On sait que pP ou Qq ð pQ et Rq est toujours vraie, donc que pP ou Qq ô pQ et Rq est équiva-
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lente pP ou Qq ñ pQ et Rq
pP ou Qq ô pQ et Rq : ppP ou Qq et pQ et Rqq ou p pP ou Qq et  pQ et Rqq

: ppP et Q et Rq ou pQ et Q et Rqq ou pp P et  Qq et p Q ou  Rqq
: ppP et Q et Rq ou pQ et Rqq ou pp P et  Q et  Qq ou p P et  Q et  Rqq
: pQ et Rq ou p P et  Qq ou p P et  Q et  Rq
: pQ et Rq ou p P et  Qq
: pP et Q et Rq ou p P et Q et Rq ou p P et  Q et Rq ou p P et  Q et  Rq
: pP et Q et Rq ou p P et Q et Rq ou p P et  Q et Rq ou p P et  Q et  Rq

pP ñ Qq et pQñ Rq : p P ou Qq et p Q ou Rq
: p P et  Qq ou p P et Rq ou pQ et  Qq ou pQ et Rq
: p P et  Qq ou p P et Rq ou pQ et Rq
: p P et  Q et Rq ou p P et  Q et  Rq ou p P et Q et Rq
ou p P et  Q et Rq ou pP et Q et Rq ou p P et Q et Rq

: p P et  Q et  Rq ou p P et Q et Rq ou p P et  Q et Rq ou pP et Q et Rq
: pP et Q et Rq ou p P et Q et Rq ou p P et  Q et Rq ou p P et  Q et  Rq

Ce calcul (appelé mise sous forme normale disjonctive) montre l’équivalence de ces deux propo-
sitions.

En fait ce calcul donne les tables de vérité de ces propositions :

Si Q � V

P zQ V F
V V F
F V V

et si Q � F

P zQ V F
V F F
F F V

Exercice 4.
Soient x et y dans R. On a :

fpxq � fpyq ñ arctanpex � e�xq � arctanpey � e�yq
ñ ex � e�x � ey � e�y car arctan est injective
ñ sinhpxq � sinhpyq
ñ x � y car sinh est injectif

On a montré @px, yq P R2, fpxq � fpyq ñ x � y. C’est à dire que f est injective.
Pour x in R, arctanpex�e�xq   π

2 , arctan étant majoré par π2 . On a donc arctanpex�e�xq � π.
On a montré @x P R, fpxq � π, ainsi f n’est pas surjective.

a)

On sait que @x P Q, D, pp, qq P Z�N�, x � p
q .

i.e. @x P Q, D, pp, qq P Z�N�, x � gpp, qq. C’est à dire que g est surjective.
On a gp2, 2q � 2

2 � 1
1 � gp1, 1q.

Or p2, 2q � p1, 1q.
On a donc montré, DX P Z �N�, DY P Z �N�, X � Y et gpXq � gpY q et donc que g n’est
pas injective.

b)

h a été vu en TDc)
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Exercice 5. Soit f la fonction défini par x ÞÑ arcsinp2x2 � 1q.
arcsin est défini sur r�1, 1s.
Or, pour x dans R, on a

�1 ¤ 2x2 � 1 ¤ 1ô 0 ¤ 2x2 ¤ 2

ô 0 ¤ x2 ¤ 1

ô 0 ¤ |x| ¤ 1

ô �1 ¤ x ¤ 1

Donc f est défini sur r�1, 1s.
De plus, soit x P R.
On a fp�xq � arcsinp2p�xq � 1q � arcsinp2x2 � 1q � fpxq.
On a montré @x P R, fp�xq � fpxq et donc que f est paire.

a)

On sait que arcsin est dérivable sur s�1, 1r.
Or, pour x dans r�1, 1s, le domaine de f , on a

�1   2x2 � 1   1ô 0   2x2   2

ô 0   x2   1

ô 0   |x|   1

ô �1   x   1 et x � 0

Ainsi f est dérivable sur s�1, 1r zt0u.
Pour x in s�1, 1r zt0u, on a :

f 1pxq � 4xa
1� p2x2 � 1q2

� 4xa
1� p4x4 � 4x2 � 1q

� 4x?�4x4 � 4x2

� 4xa
4x2p1� x2q

� 4x

|2x|
a
p1� x2q

� 2 sgnpxqa
p1� x2q

b)
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La fonction g � f � 2 arcsin est dérivable sur s0, 1r.
Et pour x Ps0, 1r, on a g1pxq � 2 sgnpxq?

p1�x2q � 2 1?
p1�x2q �

2?
p1�x2q �

2?
p1�x2q � 0.

On a donc @x Ps0, 1r, g1pxq � 0. Donc, g est constante sur s0, 1r
Or, gp1{2q � fp1{2q � 2 arcsinp1{2q � arcsinp�1{2q � 2 arcsinp1{2q � �π{6� 2π{6 � �π{2.
Donc, on a @x Ps0, 1r, gpxq � �π{2. Ainsi @x Ps0, 1r, fpxq � 2 arcsinpxq � π

2 .
Cette expression reste vraie pour 0 et 1 car fp0q � arcsinp�1q � �π{2 � 2 arcsinp0q � π{2 et
fp1q � arcsinp1q � π{2 � 2 arcsinp1q � π{2.
Ainsi @x P r0, 1s, fpxq � 2 arcsinpxq � π

2 .
Si x P r�1, 0s maintenant,
On a �x P r0, 1s et fp�xq � 2 arcsinp�xq � π

2 � 2 arcsinp|x|q � π
2 .

Ainsi @x P r�1, 0s, fpxq � 2 arcsinp|x|q � π
2 .

Et on conclut @x P r�1, 1s, fpxq � 2 arcsinp|x|q � π
2 .

c)

On trace le graphe de f sur r0, 1s puis on fait son symétrique par l’axe x � 0.d)

On sait que arcsin est dérivable en zero de dérivée 1, donc lim
xÑ0

arcsinpxq � arcsinp0q
x

� 1

Or, pour x Ps0, 1s on a : fpxq�fp0qx � 2 arcsinpxq�2 arcsinp0q
x .

Ainsi lim
xÑ0�

fpxq � fp0q
x

� 2.

Et, pour x P r�1, 0s on a : fpxq�fp0qx � 2 arcsinp�xq�2 arcsinp0q
x � �2arcsinp�xq�arcsinp0q

�x .

Ainsi lim
xÑ0�

fpxq � fp0q
x

� �2.
Ainsi les limites en x Ñ 0� et la limite en x Ñ 0� de fpxq�fp0q

x , sont différentes et fpxq�fp0q
x ,

n’a donc pas de limite en 0.
Ainsi f n’est pas dérivable en 0.

e)
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