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Exercice 1.
a) Par définition :
fIAl={f(z),ze A} = {ye F,Az e A,y = f(2)}

fHBl = {z € B, f(z) € B}

b) Supposons que (A u B) € (A n B). Montrons A = B par double inclusion.
Soit r€ Aalorsx e AuB=AnB. Doncon azxceB.
On a montré Vx € A,z € B et donc A € B.
Soit x € Balorsxe AuB=AnB. Donc on a z € A.
On a montré Vx € A,z € B et donc B € A.
Ainsi A=B
Supposons maintenant A = B
Alorsona, AuUB=AuA=Aet AnB=AnA=A EtdoncAuBc An B.
Onamontré : (AuB) S (AnB)< A=2B
(Pour la premiére implication (en supposant (Au B) € (An B)), on pouvait faire A S AuB <
A n B < B et faire la méme chose pour B, ou alors invoquer un argument de symétrie.)
c) Pour A e P(E) on pose f: P(E) - P(E) définit si X € P(E) par f(X) =X n A.
Supposons A = E.
Alors pour X e P(E)ona f(X) =X nA=XnE=X.
En particulier on a montré que VX € P(E),3Y € P(E), f(Y) = X.
La fonction f est donc surjective.
Supposons que f soit surjective.
On a Ee€P(F) et il existe X € P(E) tel que f(X) = E.
On a donc X n A = E. En particulier, E € A
(en effet pour z dans E, onax e X n Aet x € A).
Or AcCE.
Et donc A = FE.
On a alors montré par double implication montré que f est surjective si et seulement si A = F.

Exercice 2.
a) Pour x dans Ron a: 2% —z —In(z) = :c( 1—@)
In

(z) In(z)

Or, par croissance comparée lim =0,donc lim z°—1-— = 4w
T—+w0 X T—~+00 X
Et lim 2% — 2 —In(z) = +oo0.
T—+00



b) Pour z dans R, on a e® In(z) — eV?z" = * <ln(3:) - eﬁ*zaﬂ) = e <ln(x) - eﬁ*”ﬂn(z)).

Et /o —2+T7ln(z) =z (ﬁ 14 711;(@?))'

In(e)

1
Or par croissance comparée lim = 0. De plus lim — =0.

r——+00 €T r——+00 \/;E
. . 1 7In(z)
Onaalorszgrfoo\/f—a:—i-?ln(a:)—:Cl_l)rJrrloozzr(\/E—l—i— . ) - _

On adonc lim eV~ **7"#) =0 Or lim In(z) = 400 et lim €® = 4o,
r—+00 T——+00 r—>+400

donc lim e* (111(56) - eﬁ_er”n(x)) = 400. On peut donc conclure :

T—+00

lim e In(z) — V2" = +o0.
r—>+00

In(1
c) Pour z dans R on a (1 + x)% = exp (W)

In(1 + z) In(1 + z) —In(1)

Or In est dérivable en 1 et on reconnait dans lin% = lir% la définition
T— T T— T
du nombre dérivé In’(1) = 1.
. . In(l1+x
On a donc comme exp est continue hn% exp <()> =ecl =e.
T— X

Et lim(1 +x)% =e

z—0

Exercice 3.
Supposons (P = @) et (Q = R). Montrons (P ou Q) < (Q et R) par double implication :
Supposons (P ou Q).
Sion a P alorson a ) car P= (. On a aussi R car () = R.
Sion a @, on aaussi R car Q = R.
Dans les deux cas, on a @ et R.
Supposons (Q et R).
On a Q.
On a donc P ou Q)
On a donc (P ou Q) < (Q et R).
Supposons maintenant (P ou Q) < (Q et R).
Siona P,
alors on a P ou @ et donc @ et R. En particulier on a @
On a donc P = Q.
Siona Q,
alors on a P ou Q et donc @) et R. En particulier on a R
On a donc Q = R.
On a donc (P = Q) et (Q = R).
On a bien montré que la proposition (P = Q) et (Q = R) est équivalente a la proposition
(P ou Q) < (Q et R) par double implication.
Sinon on peut faire comme suit :
On sait que (P ou Q) < (Q et R) est toujours vraie, donc que (P ou Q) < (Q et R) est équiva-



lente (P ou Q) = (Q et R)

(Pou@®)< (Qet R): ((PouQ)et (QetR)) ou (—(Pou@)et—(QetR))
:((PetQet R)ou(QetQet R)) ou (—mP et =Q) et (—Q ou —R))
:((Pet@Qet R)ou(Q et R)) ou (=P et =Q et =Q) ou (—P et =Q et —R))
:(Q et R) ou (—P et —=Q) ou (=P et —=Q et = R)
:(Q et R) ou (—P et —Q)
( ou (P et Q et R) ou (—P et =Q et R) ou (—P et —=Q et —R)
( ou (P et Q et R) ou (—P et =Q et R) ou (—P et —=Q et —R)

(P et Q et R)
:(PetQ et R)
(P=Q)et (Q=R):(
: (=P et =Q) ou (=P et R) ou (Q et =Q) ou (Q et R)
: (=P et =Q) ou (=P et R) ou (Q et R)
(=P et =Q et R) ou (—P et =Q et =R) ou (—P et Q et R)

ou (=P et =Q et R) ou (P et Qet R)ou(—PetQetR)
(=P et =Q et =R) ou (—P et Q et R) ou (—P et —=Q et R) ou (P et Q et R)
:(PetQet R)ou(—PetQetR)ou(—Pet—QetR)ou(—P et —Qet—R)

=P ou Q) et (—Q ou R)

Ce calcul (appelé mise sous forme normale disjonctive) montre ’équivalence de ces deux propo-

sitions.
En fait ce calcul donne les tables de vérité de ces propositions :
P\Q |V F P\NQ |V F
SiQ=V|V V FletsiQ=F|V F F
F vV Vv F F V

Exercice 4.

a) Soient = et y dans R. On a :

f(x) = f(y) = arctan(e” — e ") = arctan(eV — e Y)
=" —eP=¢eY—eY car arctan est injective
= sinh(z) = sinh(y)
=>z=y car sinh est injectif

On a montré ¥(z,y) € R?, f(x) = f(y) = = = y. Clest a dire que f est injective.
Pour z in R, arctan(e” —e™") < 7, arctan étant majoré par 5. On a donc arctan(e” —e™") # 7.
On a montré Vx € R, f(x) # m, ainsi f n’est pas surjective.

b) On sait que Yz € Q,3,(p,q) € Z x N* x = %.
ie.Vre @,3,(p,q) €Z x N*, x = g(p,q). C'est & dire que g est surjective.
Onag(2,2)=2=1=g(11).
Or (2,2) # (1,1).
On a donc montré, IX € Z x N*,3Y € Z x N*, X # Y et g(X) = ¢g(Y) et donc que g n’est
pas injective.

¢) haété vuen TD



Exercice 5. Soit f la fonction défini par x — arcsin(2x2 — 1).
a) arcsin est défini sur [—1, 1].
Or, pour x dans R, on a

—1<2?-1<1e0<22%<2
s0<2?<1
S0< |z <1
< —-1<zx<1

Donc f est défini sur [—1,1].

De plus, soit x € R.

On a f(—x) = arcsin(2(—x) — 1) = arcsin(2z% — 1) = f(z).

On a montré Vx € R, f(—z) = f(z) et donc que f est paire.
b) On sait que arcsin est dérivable sur |—1,1[.

Or, pour z dans [—1, 1], le domaine de f, on a

—1<2?-1<1le0<2:?<?2
s0<2?<1
S0<z|<1
o -l<zr<letxz#0

Ainsi f est dérivable sur |—1, 1[\{0}.
Pour z in |—1,1[\{0}, on a :

4x
A1 = (222 —1)2
B 4x
/1= (4ot — 422 1 1)
B 4x
4x
422(1 — 22)

4x
2]y /(1 — 22)
_ 2sgn(x)
Gra)

f'(x) =




c)

La fonction g = f — 2 arcsin est dérivable sur |0, 1].
2sgn(z) 1 _ 2 2 =0.

2 = —
V/(1-z?) V(A-z?) (-2  /(1-2?)
On a donc Vz €]0,1[, ¢'(x) = 0. Donc, g est constante sur ]0, 1]

Or, g(1/2) = f(1/2) — 2 arcsin(1/2) = arcsin(—1/2) — 2 arcsin(1/2) = —w/6 — 27/6 = —7/2.
Donc, on a Vx €]0,1[, g(z) = —7/2. Ainsi Vz €]0, 1[, f(z) = 2arcsin(z) — 7.

Cette expression reste vraie pour 0 et 1 car f(0) = arcsin(—1) = —7/2 = 2arcsin(0) — 7/2 et
f(1) = arcsin(1) = 7/2 = 2 arcsin(1) — 7/2.

Ainsi Vz € [0,1], f(z) = 2arcsin(x) — 3.

Si x € [—1,0] maintenant,

Ona —ze0,1] et f(—2) = 2arcsin(—z) — § = 2arcsin(|z|) —
Ainsi Vz € [—1,0], f(z) = 2arcsin(|z]) — 7.

Et on conclut Vx € [—1,1], f(z) = 2arcsin(|z|) —

Et pour z €]0, 1[, on a ¢'(z) =

SIE]

s
5.
On trace le graphe de f sur [0, 1] puis on fait son symétrique par 'axe x = 0.

arcsin(z) — arcsin(0)

On sait que arcsin est dérivable en zero de dérivée 1, donc lin% =1
xr— X

Or, pour = E]O, 1] on a : f(z);f(()) _ 2arcsin(r)a—:2 arcsin(O).
Ainsi tim L& =10

z—07t x
Et, pour z € [_170] on a : f(x);f(O) — 2arcsin(7:c)xf2 arcsin(0) _ 9 arcsin(fxi);arcsin(O).
Ainsi lim L& =10 _ 5

z—0~ €T
Ainsi les limites en # — 07 et la limite en x — 0~ de w, sont différentes et M,

n’a donc pas de limite en 0.
Ainsi f n’est pas dérivable en 0.
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