Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L2 UE MATH3-2016

CORRIGE DU CONTROLE CONTINU 2
(Mercredi 9 novembre 2016)
Durée : 1 heure

Les documents, les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés. Les
exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. Toutes
les réponses doivent étre soigneusement justifiées. La clarté de la rédaction constituera
un élément important dans ’appréciation des copies. Le bareme est a titre indicatif.

Questions de cours. (4 pts)

1. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f € End(FE) un endomorphisme
de E. Donner la définition de la diagonalisabilité de f. (1 pt)

Un endomorphisme f € End(E) est diagonalisable, si et seulement si, il existe
une base B de E telle que la matrice de f dans la base B est une matrice diagonale.

2. Parmi les matrices suivantes, déterminer, en justifiant (mais sans calcul!), celles
qui sont diagonalisables dans une base orthonormée (par rapport au produit
scalaire usuel considéré) :

713 2 6 3 .
Az(éi’),B: 126, c=(114 ,D:(li.1;>.
369 3 4 4 !

(2 pts)
Une matrice réelle est diagonalisable dans une base orthonormée, si et seulement

st, elle est symétrique ; et une matrice complexe est diagonalisable dans une base
orthonormée, si et seulement si, elle est hermitienne.

La matrice A n’est pas symétrique et donc elle n’est pas diagonalisable dans une
base orthonormée. De méme pour la matrice C'. Quant a la matrice B, elle est
symétrique et est donc diagonalisable dans une base orthonormée. La matrice
D est hermicienne et est donc diagonalisable dans une base orthonromée (par
rapport au produit scalaire canonique de C?).

3. Parmi les applications suivantes, déterminer, sans justifier, celles qui sont des
formes quadratiques

(@) ¢ :R* =R, qi(z,y,2) =2°—y*+2%,  (b) ¢ R* =5 R, gao(z,y) = 2®+2¢7,
(¢) ¢3:R* > R, g3(z,y,2) =2 +7y° —y+yz, (d) qu: R >R, q(z,y,2) =2
(1 pt)

Toute forme quadratique q : R?> — R est de la forme

q(z,y) = ax® + by* + cay
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et toute forme quadratique q : R?* — R est de la forme
q(z,y,2) = ax® + by* + c2® + exy + fyz + gz

ot a,b,c,d e, f,g sont des constantes réelles. Par conséquent, (b) et (d) sont des
formes quadratiques et (a) et (¢) ne le sont pas.

Exercice 1. (6 pts) On consideére I'espace vectoriel R®* muni du produit scalaire
canonique. Soit F' le sous-espace vectoriel de R® défini par 1'équation  —y — z = 0.

1. Donner une base de F. (1 pt)
Soit i = (x,y,2) € R®. On a

r=y+z
ueF ssiz=y+z ssi y=1y
z2=2z
D’ou
(#,y,2) = (y + 2,9,2) = y(1,1,0) + 2(1,0,1)
et

F={(z,y,2) eR*| (2,9,2) = (y + 2,9,2) = y(1,1,0) + 2(1,0,1)}.

Donc F est engendré par les vecteurs iip = (1,1,0) et 99 = (1,0,1). La famille
By = (ty, V) constitue une base de F.

2. Déterminer une base orthonormée de F'.

On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base By pour
obtenir une base orthonormée. On pose

i L a,1,0
U= 7= = =L 1
ol V2
et . . .
L v — (Uo|U)u
V=3 - -
|V — (vo|w)]|
On a
o — (Up | W)u = (1,0,1) — (1 x ! + 0 x ! +1x0) x 1(110)
Ug — (Up | )@ = (1,0,1) — — — —(1,1,
v 2 V2 V2
11 1 -1
= (1,0,1) = (=,2,0) = (=, —,1
(707) (2727()) (27 27)
et donc

o — (@ | @)l \/§ ~Go 5o = (o oy 3)
Vo — (U wul|ll = —
0 2’ 352 ff

Finalement la famille B = (i, V) est une base orthonormée de F'.
(3 pts)



3. Calculer la projection orthogonale du vecteur ¢ = (1,1,1) sur F.

Renommons U en @ = (1,1,1). Comme la famille B = (u,v) est une base ortho-
normée de F', la projection de W sur F est donnée par

—\ —

pr(W) = (W|u)d + (W|0)v
et donc

5 1 1 1 1 —1 2 1 -1 2
pr(W) = (IX—=4+1x—=+1x0)x —(1,1,0)+ (1 X —=+1x —=+1x4/ =) X (—=, —=,

V2 V2 V2 V6 V6 377°V6 V63

1 -1 2 4 2 2
LLO)+(3,53)=(33:3)

)

Exercice 2. (10 pts) On munit R? de la structure euclidienne usuelle. Soit ¢ la forme
quadratique définie sur R? par :

q(@) = 27 + x5 + 23 + 2(2123 + T973), PoUr tout @ = (x1, 79, 73) € R®.

1. Montrer que la matrice A de ¢ dans la base canonique de R? est

A:

_ o =
i)
—_

Rappelons qu’en pratique, pour calculer la matrice A, il est inutile de calculer
la forme polaire @, et pq(e;,e;). Pour retrouver la valeur de ¢,(e;, e;) il faut se
rapeller que c’est le coefficient du terme x? sii = j et c’est le coefficient du terme
xix; divisé par 2 si i # j (Voir le cours et la relation entre les coefficients du
terme x;x; et @,(e;,e;)). Donc on a

q(x1, w2, 23) = pq(e1, e1)a] + @q(ea, €2)x3 + @q(es, e3)a3

+2p,4(e1, e2)x1m9 + 20, (€1, €3)T123 + 204(€2, €3)T2T 3.

Donc (qui est une matrice symétrique)

@qler,er) @qler,ea) qler,es) 101
A= @iler,e2) @qler,ea) @qleaes) | =1 0 1 1
9011(61763) @q(e27€3) @q(e3a€3) 11

2. Calculer les valeurs propres de A.

On commence par calculer le polynome caractéristique de A

1-X 0 1
PA(X) = 0 1—-X 1
1 1 1-X



—(1-X)

1-X 1 0 1
1 1—X‘+‘ e 1’
=(1-X)[1-X)-1]-(1-X)=(1-X)[1-X)"-2].
Donc Py(X) =0ssi X =1ou(l—X)=4v2s5i X =10uX=1++2 ou

X =1—+/2. Done les valeurs propres de A sont 1, 1 + /2 et 1 — /2, chacune
est de multiplicité algébrique 1.

. Déterminer une base orthonormée (ainsi que la dimension) des sous-espaces propres
associés aux valeurs propres de A.

On a
rt+z==x P

i€ Ei(A) ssi y+z=y 581 { B

r+y+z==z N

Donc, en posant y = o comme paramétre
(z,y,2) = a(—1,1,0).

Donc E\(A) est engendré par le vecteur iy = (—1,1,0). La famille By = (i)
constitue une base de E1(A) et la dimension de Fy(A) est donc 1. Pour avoir
une base orthonormée, on prend

Uy 1

T =L = —(~1,1,0).
I ARV

I~

On a

u€ By s(A) ssi y+z=(1+v2)y .=V

t4z=(14+2)x ,{z:\/i:c
r+y+z=(14+2)z

Donc x =y et en posant y = o comme parameétre
(z,y,2) = a(l,1, \/§)

Donc E\ 5(A) est engendré par le vecteur ty = (1,1, V2). La famille By = (i)
constitue une base de E, | 5(A) et la dimension est donc 1. Pour avoir une base
orthonormée, on prend

L iy 1
= 2 = 2(1,1,V2).

On a

z=—\2x

r+z=(1-2)z |
S0 { = 3y

i€ E_ 5(A) ssi y+z=(1-v2)y
r+y+z=(1-2)z

Donc x =y et en posant y = o comme parameétre

(x,y,2) = 04(1,1,—\/5).
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Donc E,_ s5(A) est engendré par le vecteur ity = (1,1, —v/2). La famille By = (i3)
constitue une base de E,_ 5(A) et la dimension est donc 1. Pour avoir une base
orthonormée, on prend

—

1
773 o _(17]-’_\/5)'

sl 2

. Expliciter une base orthonormée B de R3 formée de vecteurs propres de A et une
matrice diagonale D, ainsi qu'une matrice orthogonale P vérifiant A = PDD™!,

(2 pts)

La famille B = (v, Uy, U3) constitue une base orthonormée de R® formée de vec-
teurs propres de A dans laquelle A est représentée par la matrice diagonale

1 0 0
D=0 1++2 0
0 0 1—+2

La matrice P est la matrice de passage de la base B a la base canonique :

P =

Sae

%l»—twhawh—l
o

| rolm b=
&l}_‘wl Nl

et on a donc A= PDP™!.

. Donner I'expression de ¢ dans la base B. La forme polaire ¢, de ¢ définit-elle un
produit scalaire ? (2 pts)

La matrice D est la matrice de q dans la base B. On a pour tout © = z\v) +
xhUs + 4T3

q(7h, 25, 5) = 2 + (1 + V2)a7 + (1= V2)ay
qui est Uexpression de q dans la base B. Comme les coefficients (donc les valeurs

propres de A) ne sont pas tous strictement positifs (1 — V2 < 0), q n'est pas
définie positive. Par conséquent, ¢, ne définit pas un produit scalaire.

. Quelle est la signature et quel est le rang de ¢ ? (1 pt)

La signature de q est (r,s) ou r est le nombre des valeurs propres strictement
positives et s est le nombre des valeurs propres strictement négatives. Donc
(r,s) =(2,1). Le rang de q est r + s = 3.



