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Avertissement

On trouvera dans ce qui suit de nombreux exercices sur les séries enticres classés (grossiérement)
par thémes. On s’est efforcé de rendre chaque exercice autonome. Cependant les trois premiers
exercices traités dans le chapitre « Exercices théoriques » seront admis comme résultats de cours.

Une méme série entiére peut se trouver traitée dans plusieurs exercices, suivant des points de
vue différents.

Ces exercices ayant été rédigés pour des publics divers, et & des moments divers, il existe, malgré
un effort d’uniformisation, certaines disparités dans les démonstrations. Par ailleurs, dans chaque
exercice, on propose une démonstration (parfois deux), mais il peut, bien sir, y avoir d’autres
moyens de procéder.

Le théoréme de convergence dominée sera utilisé sans hypothése de convergence uniforme sur les

compacts.

Les formules suivantes seront utilisées sans démonstration.

1 T
arctan x + arctan — = 5 sixz>0.
T

nl ~ (E)n 2nm (Formule de Stirling) .
e

p=1 6
"1 "1
§—~1 t i E——l = tante d’Euler) .
> nn e ni&lm > nn v (constante uler)

iii



iv AVERTISSEMENT

/ln:z:d:nlenx—:n.

arctan

aa:2+ba:+c: vV=A vV=A

lorsque a # 0 et A = b? — 4ac < 0.

/ dzx 2 2ax +b

m m m—1 n
vawp:vm <Zwk) + (Vm—1 — Um) (Zwk> + -+ (vn — vpg1) <Zwk) )
p=n k=n k=n

k=n

(Formule de sommation d’Abel)

Si la fonction f est de classe C"*! sur [a, b], alors

b—a

@+

f(0) = f(a) +

(Formule de Taylor avec reste intégral)

On utilisera également :

- la fonction ' définie sur |0, 400 [ par

I'(z) = /e_ttx_l dt,
0

qui vérifie, pour tout nombre réel x strictement positif
M(z+1) =a(x),

et pour tout entier naturel n plus grand que 1,
I'(n)=(n—-1!;

- les formules de trigonométrie usuelles, valables pour les nombres complexes, comme par
exemple
! / . . /
cos(z+2') =cosz cosz’ —sinz sin z

avec de plus
cosiz =1ichz et siniz=1ishz.



Chapitre 1

RAYON ET DOMAINE DE
CONVERGENCE

1.1 Reégle d’Alembert

Déterminer le rayon de convergence R, l'ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
(="

Ay =

Inn
converge (resp. converge absolument).
On a
lan|  In(n+1) " In(1+1/n)
lani1]  Inn Inn
et cette expression converge vers
R=1.
Siz=-1,0n a
1
apx" = —
Inn

qui est le terme général d’une série positive divergente (série de Bertrand).

Six =1,
(="
Inn

apx” =

est le terme général d’une série alternée, car la suite (1/Inn) décroit et converge vers 0. Elle
converge sans converger absolument. Donc

o =]-1,1[ et €=]-1,1].
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Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient

Inn
ap = —
converge (resp. converge absolument).
On a
ay  Inn  (n+1)? 1 (n+1)2
ant1  In(n+1) n2 WO/ p2
Inn
et cette expression converge vers
R=1
Silz|=1,0na
Inn
n| _
™ = T

qui est le terme général d’une série de Bertrand convergente. La série converge donc absolument

dans ce cas et par suite
o =€ =[-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient

n"+1

Ap = I
n:

converge (resp. converge absolument).

Comme, au voisinage de 0 on a
In(1+u) =u+o(u),

on en déduit

o (1) e (- m (142)) <ot o)

et cette expression converge vers

1
R==.
(&

Si|z| = 1/e, on a, grace a la formule de Stirling,
ezt 1 n
en (E) \ 2ni ~ % ’

et cette expression ne converge pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce cas. Donc

n

|ana™| ~

g =€ =]-1/e,1/e]|.
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Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient |
n!

an = nntl

converge (resp. converge absolument).

Comme, au voisinage de 0 on a
In(1+u) =u+o(u),

on en déduit

In_ _ (1 + %)nﬂ = exp ((n +1)In <1 -+ %)) = exp(1 + o(1))

Gn41

et cette expression converge vers
R=e.

Si |z| = e, on a, grace a la formule de Stirling

n
e n\" 2
lana"| ~ — (—) 2nm ~ [ —.
nntl \e n

La série diverge donc, mais le terme général tend vers 0.

n+1 1 —n—1 1
%:%H—) :exp<1—(n+1)ln<1+—>>.
ane€ n n

Mais, si u > 0, on a

u?

ln(l—i-u)zu—?

d’ou, sin > 1,

apgre" ! 11 B 1-n
WﬁeXp<1_(n+l)<ﬁ_W =exp | 5 <1.

n

La suite (ane™) est donc décroissante. Alors la série de terme général a,(—e)” est alternée et

converge donc. Il en résulte que

o =]—e,e] et C€=[—e €.
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Soit k& un nombre entier naturel non nul. Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble
% (resp. &) des nombres réels pour lesquels la série entiére de coefficient

converge (resp. converge absolument).

On a

an (kn+k)---(kn+1)

an+1 B (n+ 1)k

et cette expression converge vers

R =K.

Si |z| = k¥, on a, grace a la formule de Stirling,

|anx

1= () VIR () e Y

k—1

(kn)! V2knr Vk

e

et cette expression ne converge pas vers (. La série diverge grossiérement dans ce cas, donc

o =€ =]-kF K*[.

Soit k& un nombre entier naturel non nul. Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble
€ (resp. o) des nombres réels pour lesquels la série entiére de coefficient

_ (kn)!
Tl
converge (resp. converge absolument).
On a
an, (n 4 1)k

ant1  (kn+k)---(kn+1)

et cette expression converge vers

R=Fk".

Si |z| = k7%, on a, grace & la formule de Stirling

|ana"| =

(fn)! ~<(E) L ) <’“—”> Voo Yh 1
n ’27171’ e \/ﬁ - n(k—l)/Q

Le résultat dépend de k.
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e Si k>3, alors (k—1)/2 > 1 et la série converge absolument, d’ou
A =€=[-kF kF].
e Si k=1, la série est la série géométrique de terme général z”, et

d=¢=]-11].

-k

e Si k=2ouk =3, la série diverge et est a termes positifs si z = k~*. Par contre si x = —k~%,

on a
a1 (k7F) Y (kn+ k) (kn+1)  (kn+k)--- (kn+1) <1
an(k=F)yn (n+ 1)kKk ~ (kn+k)---(kn+k) ’
ce qui montre que la suite (ank_k") décroit. L’équivalent obtenu plus haut montre qu’elle converge
vers 0. La série de terme général a,x™ est alors alternée et converge donc, d’ott

A =]k kR et €= [-kF EF[.

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
a, =chn

converge (resp. converge absolument).

On a
an, chn 1+e 2"

ant1 ch(n+1) e4e 2017

et cette expression converge vers

R=-.
e

Si|z| =1/e, on a
et +e™"
2en
et cette expression converge vers 1/2 et non pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce
cas, donc

|anz"| =

g =% =]-1/e,1/e].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
a, = 2" +1

converge (resp. converge absolument).
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On a
an, 2" +1

an+1 - 2n+1 +1 ’

et cette expression converge vers

1
R=—-.
2
Si|z] =1/2,0na
n 1
apxr’ =1+ o
et cette expression converge vers 1 et pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce cas, donc

o =€ =]-1/2,1/2].

Soit a, b, ¢ trois nombres réels. Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp.
/) des nombres réels pour lesquels la série entiére de coefficient

2
Ay = R +bn+-c
converge (resp. converge absolument).
On a
an — e—2an—a—b.
Gn+1

e Si a > 0, la limite de cette expression est nulle. Donc la série converge uniquement si z = 0.

o =€ ={0}.
e Si a =0, la limite de cette expression est
R=¢7".
Si |z| =€, on a
lanz™| = e°,

et la série diverge grossiérement donc
o =% =]e" .

e Sia <0, la limite de cette expression est

et donc
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1.2 Reégle de Cauchy

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient

ap = —
nTL

converge (resp. converge absolument).

On a

1
Van| = n

et cette expression converge vers 0. Le rayon de convergence vaut alors
R=+4x,

donc

o =% =R.

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient
a, = Vn

converge (resp. converge absolument).

Inn
7\/L ‘an‘ = nl/n2 = exp <—2> ,
n
et cette expression converge vers 1 = 1/R. Le rayon de convergence vaut donc
R=1.
Silz|=1,0na

Inn
|anz"| = nt/m = exp <T> )

et cette expression converge vers 1 et pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce cas, donc

d=%=]-1,1].
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Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient "
1
Op = <2 + —>
n

converge (resp. converge absolument).

On a

1
n\/ ’an’:2+57

et cette expression converge vers 2 = 1/R. Le rayon de convergence vaut donc

1
R—§.

Sijz|=1/2,0na

™| = (1 + %)n — exp <nln (1 + %)) — exp <% + 0(1)>

et cette expression converge vers /e et pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce cas,
donc

o7 =% =1-1/2,1/2].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient
ap = (Inn)"

converge (resp. converge absolument).

On a

Vlan| =Inn,

et cette expression converge vers +o0o. Le rayon de convergence vaut donc
R=0.
La série converge uniquement si x = 0, donc

o =% ={0}.
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Soit a un nombre réel strictement positif, et b, ¢ deux nombres réels. Déterminer le rayon
de convergence R, I’ensemble € (resp. 7) des nombres réels pour lesquels la série entiére de

coeflicient .
an +b
a. prd
" n+d

converge (resp. converge absolument).

On a
an+b

n+d

7L/|an| —

et cette expression converge vers a = 1/R. Le rayon de convergence vaut donc

9

1
R =

a .

Si|z| = 1/a, on a, a partir d'un certain rang,

lanz™| = antb n:‘ brad n:exp <nln 1+ﬂ‘> = exp <nln <1+M>> .
an + ad a(n +d) a(n + d) a(n +d)
or b—ad b—ad 1  b—ad
a(ln+td)  an 1+4 " Tan (1+o(1)),
d’ott

b—ad
"] = exp (2 o(1))

b—ad

et cette expression converge vers exp >—*= et pas vers 0. La série diverge grossiérement dans ce

cas, donc

o =% =]—-1/a,1/a].

1.3 Avec des équivalents

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient

Ay = COS —
n

converge (resp. converge absolument).

Lorsque n tend vers I'infini on a
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Le rayon de la série entiére est donc le méme que celui de la série géométrique de terme général
z™ et 'on a
R=1.

Sijz|=1,0na

1
lanz™| = cos —
n

et le terme général tend vers 1 et pas vers 0. La série diverge grossiérement et

d=%=]-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, l'ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient

an = sin —
n

converge (resp. converge absolument).

1
Qp ~ — .
n

La série a méme rayon de convergence que celui de la série entiére de coefficient 1/n qui est de
rayon
R=1.

Pour z = —1 la série de terme général a,z" ne converge pas absolument, mais elle converge
car elle est alternée, puisque la suite (sin(1/n)) décroit et converge vers 0. Pour x = 1 la série
diverge. Alors

o =|-1,1] e €=[-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient )
ap = In (1 + —>
n

converge (resp. converge absolument).




1.3. AVEC DES EQUIVALENTS 11

et la série entiére étudiée a méme rayon de convergence que la série entiére de coefficient 1/n qui
est de rayon
R=1.

Lorsque = = 1, il résulte de 1'équivalent précédent que la série de terme général In(1 + 1/n)
diverge par comparaison & la série harmonique.

Lorsque x = —1, il résulte de la croissance de la fonction logarithme que la suite (In(1 + 1/n))
est décroissante. Par ailleurs, puisqu’elle est équivalente a (1/n), la suite (In(1 + 1/n)) converge
vers 0. Alors la série de terme général (—1)"In(1 + 1/n) est alternée et converge donc, mais elle
ne converge pas absolument. On en déduit que

o =]-1,1] et €=[-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient

Gn = SiN
converge (resp. converge absolument).
On a
1 1
Sin—5 ~ 5
et donc
anl (012
|an+1| n?
et cette expression converge vers
R=1.
Lorsque |z| =1 on a
lapz™| = si]ai L
n? n2’

et la série de terme général a,x™ converge absolument par comparaison & une série de Riemann.
Alors
o =¢=1-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient on

tn = In(e” +n + 1)

converge (resp. converge absolument).
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Cherchons tout d’abord un équivalent de In(e™ +n + 1). On écrit
In(e"+n+1)=mnE"1+n+1)e"™)=n+In(l+(n+1e™"),

puis

In(e" +n+1) =n (1 4 @ (nn+ 1)6_n)> :

In(1+ (n+1)e™™)

Comme la suite < ) converge vers 0, il en résulte que

In(e"+n+1)~n.

On a alors
an, 2"n+1 1n+1

Qpy1  n 20HL 2 7

et la suite (a,/an+1) converge vers

1
R—E.

Siz=1/2,0na
. 1 1
" = ———————— ~ — |

In(e"+n+1) n

et la série de terme général 1/n diverge, donc la série de terme général a,z™ diverge.

Siz=-1/2,0ona
(=n"
n _
fn = In(en +n+1)’

mais la fonction f définie par

1
AT

est décroissante, puisque sa dérivée vaut

e’ +1 1

f’(l’) - T T 27
e?+xz+1 (In(e® +x+1))

et est négative sur [0, +oo[. Il résulte alors du critére de Leibniz que la série de terme général
anx™ converge. Par contre elle ne converge pas absolument. Donc

¢ =1-1/2,1/2] et o =]-1/2,1/2].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coeflicient
ap, = E(v2" +1)

converge (resp. converge absolument), ou E(z) désigne la partie entiére de x.
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On peut utiliser le fait que, quand x tend vers l'infini,
E(z) ~ .

Alors

E(V2' +1) ~ 20 + 1~ 22,
et la série géométrique de raison (\/5 x)™ a pour rayon
1

R:ﬁ.

Par ailleurs, si |#| = 1/v/2 la suite (|a,2"|) converge vers 1, donc le terme général de la série ne
tend pas vers 0. La série diverge grossiérement, et il en résulte que

o =€ =]-1/V2,1/V2].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient
In(1+ (="
a, = In
n \/ﬁ

converge (resp. converge absolument).

Tout d’abord si ’on pose
(="
vn

by, =

on a
aanna

et les séries de termes généraux a, et b, ont le méme rayon de convergence. On a
bnl  [n+1
- Y
’bn—i-l‘ n

R=1.

et cette expression tend vers

Par contre la série de terme général |b,| est une série de Riemann divergente, donc la série de
terme général |a,| diverge également. Il en résulte que

o =]-1,1].

En utilisant le développement limité en 0 de In(1 + u), avec u = (—1)"/y/n, on obtient

_E=nr 1 1
an = \/ﬁ 2Tl+0 32 )



14 CHAPITRE 1. RAYON ET DOMAINE DE CONVERGENCE

1
La série de terme général O <w> converge absolument.
n

W (D71 BN
nT _—\/ﬁ 2n+O =52 )

La série de terme général 1/(2n) diverge, alors que la série de terme général (—1)"//n, qui est
alternée, converge. Il en résulte que la série de terme général a,x™ diverge.

1 (~1)n 1
n _ — — [
e
La série de terme général 1/4/n diverge, alors que la série de terme général (—1)"/(2n), qui est
alternée, converge. Il en résulte que la série de terme général a,x™ diverge.

Siz=1,0ona

Siz=-1

Finalement

¢ =]-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient
(="
ap=In{1+—"—
n

converge (resp. converge absolument).
Calculer la somme de la série si x = 1.

Tout d’abord si 'on pose

on a

an ~ by,
et les séries de termes généraux a, et b, ont le méme rayon de convergence. On a

|y, | n+1

|bn+1| B n

Y

et cette expression tend vers
R=1.

Par contre la série de terme général |b,| diverge, donc celle de terme général |a,| également. 11
en résulte que

o =]-1,1].
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En utilisant le développement limité en 0 de In(1 + u), avec u = (—1)"/n, on obtient
-1 1
SETIWENY
n n

1
La série de terme général O <—2> converge absolument.
n

Siz=1,0ona

n n2

anw":ﬂ—kO(i) .

La série de terme général (—1)"/n est alternée et converge. Il en résulte que la série de terme
général a,x™ converge.

Siz=-1
1 1
apr’ = ——|—O<—2> .
n n
La série de terme général 1/n diverge. Il en résulte que la série de terme général a,z™ diverge.

Finalement
¢ =]-1,1].

Siz =1, on somme & partir de n = 2, et si, p > 1,

1 2 1
agp:1n<1+—>:ln Pt ,

2p 2p
et
1 2p
agp+1 = In 1_2p+1 :ln2p+1:—a2p.
Donc
2p+1 2p

Z ar =0 et Zak:agp.
k=2 k=2

Les deux suites précédentes convergent vers 0. Donc

o
Zan:0.
n=2

Soit P un polynome non nul. Quel est le rayon de convergence des séries de coefficients P(n),
1/P(n), P(1/n)?

Si le terme dominant de P est axP, on a

P(n) ~ anP.
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Alors
[P(n)] n?

P(n+ 1) (n+1)pP

et, ceci converge vers
R=1.

Le résultat est le méme pour 1/P(n).

Si le terme de plus bas degré de P est Sz, on a alors

B
P(1/n) ~ vl
Alors
PO/ (1)
[P(1/(n+1))] nd
et ceci converge vers
R=1.

1.4 Par comparaison

Déterminer le rayon de convergence R, l'ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient
an=(2—-(-1)")™"

converge (resp. converge absolument).

Pour tout entier naturel n on a
donc

En particulier
|anz|" < fa[".
La série converge absolument si |z| < 1, donc R > 1.
Pour |z| =1, on a
agnz®" =1

et le terme général de la série ne tend pas vers 0. La série diverge grossiérement, donc R < 1.
Finalement on a

R=1,
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et
o =€=]-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
a, =sinn

converge (resp. converge absolument).

Pour tout entier naturel n on a
lan| < 1.

Le rayon de convergence de la série entiére est donc supérieur ou égal a celui de la série géomé-
trique de terme général =", donc R > 1.

Par ailleurs, on montre par 'absurde que la suite (a,) ne converge pas vers 0. Si c’était le cas
alors, il résulterait de ’égalité
ap4+1 — Ap—1 = 2sinlcosn

2

que la suite (cosn) convergerait aussi vers 0, et donc que la suite (cos?n + sin?n) convergerait

vers 0, ce qui n’est pas possible.

On en déduit que R < 1. Finalement on a

et

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient
i"n?
ap = ———
"n241
converge (resp. converge absolument).
Pour tout entier naturel n on a
lan,| < 1.

La série entiére a donc un rayon de convergence supérieur ou égal & celui de la série géométrique
de terme général 2", donc R > 1. Par ailleurs, la suite (]a,|) converge vers 1, donc ne converge
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pas vers 0. On en déduit que R < 1. Finalement
R=1,

et
A =¢=]-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coeflicient

converge (resp. converge absolument).

Pour tout entier naturel n > 2 on a
n<nl<n™,

donc
Inn<Ilnn!'<nlnn.
Posons
1 1
by=— et ¢, =
Inn nlnn
On a donc
0<c,<a,<b,
Mais
by ~ lnn 1
bori W+ 1) 1T

Inn

et cette expression converge vers 1, ainsi que (¢, /cp4+1). Les séries entiéres de coefficients b, et
¢, sont donc de rayon 1. Il en sera de méme de celle de coefficient a,, et

R=1.

Silz|=1,0na

| " = 1 < 1
n® Clnn! T nlan

On compare & une série de Bertrand divergente, et la série ne converge pas absolument.

Siz =1, on a encore

et la série diverge.
Siz=-1,0n a
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et la série est alternée donc converge, car la suite (1/Inn!),>2 décroit et converge vers 0. Alors

o =]-1,1] et €=[-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
. NI\
ay, = (sm —)

3

converge (resp. converge absolument).

La valeur la plus grande prise par |sin(nm/3)| lorsque n varie est

RVE

sin — = —.

3 2

lan| < <§>n .
2

La série entiére géométrique de terme général (v/3/2)"z™ a pour rayon de convergence 2/+/3,

donc R > 2/\/§

Doncsin > 1, on a

Si |z| = 2/v/3, on a

|a3n+1$3n+1| =1,

et la suite (a,x™) ne peut pas converger vers 0. La série de terme général a,z™ diverge grossie-
rement, donc R < 2/ V3. 1l en résulte que

2

R=—,
V3

et que

o =€ =]-2/V3,2/V3].

Soit a,, la n—iéme décimale de v/3. Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble € (resp.
/) des nombres réels pour lesquels la série entiére de coefficient a,, converge (resp. converge
absolument).

Pour tout entier naturel n on a
0<a, <9,
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et puisque la série de terme général 92" est de rayon de convergence 1, la série proposée est de
rayon de convergence R > 1.

Si la suite (a,,) convergeait vers 0, alors, comme c’est une suite d’entiers elle serait stationnaire

et ses coefficients seraient nuls a partir d’'un certain rang, ce qui impliquerait que /3 serait
rationnel. Donc la suite (a,) ne converge pas vers 0 et il en résulte que R < 1. Finalement

et

Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de coefficient
(=)™ ++/n

ap =In —Fv——

vn+1

converge (resp. converge absolument).

On peut s’écrire

(105 (0 2) ).

La suite a,, converge vers 0. Donc |a,| < 1 & partir d'un certain rang, et la série de terme général
anx™ converge absolument, donc converge, si |z| < 1. Il en résulte que R > 1.

W1+ E) Ly (4]
n — 111 — 7 n — 1,
“ Vn 2 n
et, en utilisant le développement limité en 0 de In(1 + «), on obtient
(—1)" 1 1 1 /1 1 (—1)" 1 1
"= —— 40— )= (=405 )| = ——+0(—=75] -
“ vn 2n * n3/2 2 \n * n? Vn n * n3/2

La série de terme général O(1/n3/2) converge absolument par comparaison & une série de Rie-
mann.

On peut encore écrire

La série de terme général (—1)"/+/n converge d’apreés le critére de Leibniz et la série de terme
général 1/n diverge. Il en résulte que la série de terme général a,, diverge.

On a aussi

(~1)"an = % -0 (#) |
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La série de terme général 1/y/n est une série de Riemann divergente. La série de terme général
(—1)™/n converge d’apres le critére de Leibniz. Il en résulte que la série de terme général (—1)"a,,
diverge. Alors la série entiére de terme général a,,z" est de rayon R < 1. Il en résulte que

R=1,

et que

d=¢=]-11].

Soit (ay) une suite de nombres entiers de ’ensemble {1,2,3,4,5,6}. Déterminer le rayon de
convergence R, l’ensemble % (resp. <) des nombres réels pour lesquels la série entiére de
coefficient a,, converge (resp. converge absolument).

Puisque
1<a, <6,

la série de terme général a,, a méme rayon de convergence que la série géométrique de terme

général =", donc
R=1.

Si |z| = 1, ou bien la suite (a,) ne converge pas, ou bien elle converge mais dans ce cas elle est
stationnaire et sa limite appartient a {1,2,3,4,5,6}. Dans tous les cas la suite (a,,) ne converge
pas vers 0 et la série diverge grossiérement, donc

A =¢=]-11].

1.5 Séries paires

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
les séries entiéres de termes généraux

we) = (-1 (142) o
) vn() = (—1)" (1 + %) %

convergent (resp. convergent absolument).
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1) Série de terme général u,,(z).

En utilisant la régle de Cauchy,

W:<1+%>_ngg2.

(1 n %) T exp <—nln (1 - %)) =exp(—2+o(1)),

et cette suite converge vers e~2. Il en résulte que la suite ({/|u,(z)]) converge vers e~2z2. Donc
si e 222 < 1, c’est-a-dire si |z| < e la série converge absolument, alors que si e=22% > 1, c’est-a-
dire si |z| > e la série ne converge pas absolument. Il en résulte que

R=c¢e.

Si|z| =e, on a

2

()] = <1+%>_n e

exp(Zn—n21n<1+g>>
n
9 (2 2 1
= exp|{2n—n"|—-——5+o|—
n o n n

€2+O(1) ]

La suite (Ju,(7)|) converge vers e? et pas vers 0. La série diverge donc grossiérement et

C =9 =]—e, e].

2) Série de terme général vy, ().
Cette série se déduit de la série de terme général 2u,(z)/z en en prenant une primitive. Elle a
donc méme rayon de convergence que la précédente, et
R=e.
Si |z| = e, le calcul de la limite de (Ju,(z)|) obtenu plus haut donne I’équivalent

62

onle)] ~
et la série de terme général |v,(x)| diverge, donc

o =]—e, e].
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Cependant la suite (|vy,(e)|) converge vers 0.

Si & = te. Considérons la fonction f définie sur |0, +oo[ par

2

@) = <1+§>_I e

X

g(z) =In f(z) = —2%In <1 + %) +2z—Inz

et
2 422 4 3z — 2
! =-2zxIn(1+ — _.
g (z) wn( +x>+ 2@+

En posant u = 1/x, on obtient

In(1+2u) 4+ 3u — 2u?
2 +
U 1+2u

g'(x) =~
En effectuant un développement limité en 0 par rapport & la variable u, on trouve

5 2u — 2u? + o(u?))

J(z) = ” +(4+3u+o(u)(l —2u+o(u)) = —u+o(u).
Donc au voisinage de l'infini
1
, _
g(x)~——.

Il en résulte que ¢'(x) est négatif lorsque z est assez grand et donc que que g puis f sont
décroissantes pour x assez grand, et finalement que la suite (f(n)) est décroissante a partir d'un
certain rang. La série de terme général v, (x) est alors alternée et converge. Il en résulte que

C = [—e e].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

2n

x

up(x) =
n(@) chn
converge (resp. converge absolument).

On a "
chn~—.

2

La série de terme général z"/chn a méme rayon de convergence que la série géométrique de
terme général 2" /e™. Ce rayon vaut donc e. Alors la série de terme général wu,(z) a pour rayon
de convergence

R=/e.
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Si x| =+/e, on a

x2n

~ 2

chn

et la suite (22" /chn) ne converge pas vers 0, donc la série diverge. Alors

Déterminer le rayon de convergence R, l'ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

(_2)n l,2n

un(:n) - n + arctann

converge (resp. converge absolument).

On a
‘Un-i-l(x)’ o n + arctann 9 1+ arct% )

= 2x° = 27 .
|t ()] (n+1) + arctan(n + 1) v 14 1 arctan(ntl) v
n

n

Comme la suite (arctann) est bornée, le rapport précédent converge vers 222

La série converge absolument si 222 < 1, c’est-a-dire |z| < 1/v/2 et ne converge pas absolument
si 222 > 1, c’est-a-dire |z| > 1/v/2. Donc

Si |z| =v/2/2, on a
1

(@) !
Up(x)| = = —
" n + arctann n

1 1

~ —
1 + arcts,nn n

et la série ne converge pas absolument. Donc
o =1-V2/2,V2/2].

Si z = +1/2/2, la suite (1/(n + arctann)) est une suite décroissante qui converge vers 0. Alors,
la série de terme général u, (z) est alternée et converge. Il en résulte que

¢ = [-V2/2,V2/2] .
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Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

2
— 7_[_\/n +2n x2n

converge (resp. converge absolument).

On a
|t 11 ()] — V)22 1) V4 2n 2
|un ()]
Mais
Vin+1)2+2n+1)—vVn2+2n = Vn2+4n+3—n2+2n
B 2n+3
V2 tdn+3+vVnR2+2n
2+ 32

Jiti+d+ /142
Il en résulte que la suite (1/(n + 1)2 + 2(n + 1) — v/n2 + 2n) converge vers 1, et donc que la suite
(Junt1(x)/un(z)|) converge vers wa?.

D’aprés la régle d’Alembert, la série de terme général u,(x) converge absolument si mx? < 1,
c’est-a-dire si |z| < 1/4/7, et ne converge pas absolument si 722 > 1, c’est-a-dire si |z| > 1//7.
Il en résulte que le rayon de convergence de la série entiére est
1
R=—.
NG

Si|z| =R, on a
2
un(x) =7V n?+2n—n =TV 7L2+7;7L+7L ,

et la suite (uy(z)) converge vers 7 et pas vers 0. La série est donc grossiérement divergente et

o =€ =1-1)v/7, 1/V7l.

1.6 Séries incomplétes

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

converge (resp. converge absolument).
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lun(z)] — n+1

La suite (Jup+1(z)|/|un(z)|) converge vers 0 si |z| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +o0o pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

|un+1(x)| 1 ’x‘2n+1 )

R=1.
De plus, si || =1, on a
1
(@)l = -
et la série de 'exponentielle converge. Donc

d=¢=[-11].

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

converge (resp. converge absolument).

On a

’un-i-l(x)‘ _ n |$|2n+1
|t ()] n+1
La suite (|up41(x)|/|un(z)|) converge vers 0 si |z| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +oo pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

R=1.
Siz=1,0ona
un(e) = T
et la série de terme général u, (z) diverge.
Si x = —1, puisque n et n? on méme parité, on a

et la série de terme général wu,(x) converge d’aprés le critére de Leibniz mais ne converge pas
absolument. Donc

g =]-1,1] et ¢=[-11].
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Pour chacune des séries entiéres suivantes, déterminer le rayon de convergence R, 1’ensemble
&/ des nombres réels lesquels la série converge absolument et ’ensemble ¥ des nombres réels
pour lesquels la série converge.
1) Série de terme général

anz” =nlz".
2) Série de terme général

up(z) = n! "

1) On a
an n! 1

Apa1 (n+1)!:n—|—1’

et cette expression converge vers

La série converge uniquement si x = 0 et
o =€ = {0}

2) On a
|un+1(ﬂj)| — (TL + 1)‘x’2n+1 ]
|un ()]
La suite (Jup+1(z)|/|un(z)|) converge vers 0 si |z| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +o00 pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

R=1.

Silz|=1,0na

() = nl(=1)",
et la suite (u,(z)) ne converge pas vers 0, donc la série de terme général u,(z) diverge grossie-
rement. Alors

d=%=]-1,1].

Déterminer le rayon de convergence R, l’ensemble € (resp. &7) des nombres réels pour lesquels
la série entiére de terme général

Up () = 2™

converge (resp. converge absolument).
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U1 (@) (D! [yt

La suite (|up41(x)|/|un(z)|) converge vers 0 si |z| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +oo pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

R=1.

Si|z| =1, on a |u,(x)| =1, et la suite (u,(z)) ne converge pas vers 0. La série de terme général
un(x) diverge grossiérement, donc

A =¢=]-11].

Soit @ un nombre réel non nul. Pour chacune des séries entiéres suivantes, déterminer le rayon
de convergence R en fonction de a.
1) Série de terme général

2) Série de terme général

1) En appliquent la régle de d’Alembert on obtient

|unt1 ()|

n+1)l-nl _ ‘CL’ ’x‘nn' )

= |al ||
La suite (|up41(x)|/|un(z)|) converge vers 0 si |z| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +oo pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

R=1.
Le résultat ne dépend pas de a.

2) De méme obtient-on
|vn1(2))|

= [z|[a]"™.
[on ()]

Lorsque |a| > 1, la suite (Jup+1(2)|/|vn(x)]) admet +oo pour limite quel que soit = non nul. La
série de terme général v, (x) est toujours divergente et le rayon de convergence de la série entiére
est donc nul.
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Lorsque |a| < 1, la suite (Jup+1(2)|/|vn(x)]) converge vers 0, et la série de terme général vy, (x)
est toujours convergente. Le rayon de convergence de la série entiére est donc infini.

Lorsque |a| = 1, la suite (|vp4+1(z)|/|vn(x)|) converge vers |z|. La série converge absolument
lorsque |z| < 1 et ne converge pas absolument lorsque |z| > 1. Le rayon de convergence de la
série entiére vaut donc 1.

Soit (an)n>0 une suite de nombres entiers strictement positifs telle que la suite (an+1/an)
admette une limite ¢ dans |1, +oo].
Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de terme général

zn

up(x) = —

Déterminer la nature de la série si || = R.

La suite (an+1/a,) admet une limite ¢ > 1. Donc il existe s > 1 tel que, & partir d’un certain

rang
an+1

an

>s
Alors
(%) Upt1 — QG > ap(s—1) > 0.

La suite (a,,) est donc strictement croissante a partir d’un certain rang ng. On peut alors négliger
les premiéres valeurs de n pour étudier la convergence de la série.

On a

Un+1 (IE) — Gn $a7l+1 —Qn
up () an41

La suite (ap)n>n, st une suite strictement croissante d’entiers. Elle admet +oo comme limite.
Il en est donc de méme de la suite (an,4+1 — a,) d’aprés U'inégalité (x). Alors

e si x > 1, la suite (up41(2)/un(x)) admet +0o comme limite et la série diverge;
e si 0 <z <1, lasuite (upt1(x)/un(z)) converge vers 0 et la série converge.

Il en résulte que

R=1.

e Si |x| =1, la suite (Jup+1(x)|/|un(x)|) converge vers 1/¢ < 1 et la série converge absolument.
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Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble € (resp. /) des nombres réels pour lesquels

la série entiére de coefficient
E(vn+1) —E(y/n)

Ap = )
n

ou E(x) désigne la partie entiére de z, converge (resp. converge absolument).
Calculer la somme de la série lorsque = = 1.

Soit p un entier naturel non nul. Si

vn+1>p

alors
n+1>p?
donc
n > p2 —1
et
nzpz.

Il en résulte que

Il y a deux possibilités.

1) Sil'on a
p<vn+l<p+1

alors
p<vVn<p+1.

On en déduit

E(vn) =E(Vn+1)=p

donc

E(Vn+1) - E(Vn)=0.

2) Si
p<vn+l=p+1

alors on a encore
p<Vn<p+1.

On en déduit cette fois

E(Vn)=p e E(Wn+1)=p+1

donc
E(Vn+1)—E(yn)=1.

Les seuls coefficients a,, non nuls sont donc ceux tels que

n:(p+1)2—1,
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avec p entier supérieur ou égal a 1, et étudier la série entiére de coefficient a,, revient & étudier
la série de terme général

2
P 1
On a )
‘up-l-l(x)’ N 1 ‘x’2p+1
lup(z)]  (p+1)2-1 '

La suite (|upt1(x)|/|up(x)]) converge vers 0 si |x| < 1 et la série converge absolument dans ce
cas, et admet +o0o pour limite si |z| > 1 et la série ne converge pas absolument dans ce cas, donc

R=1.
Comme la série de terme général 1/p? converge, la série converge absolument si |z| = 1. Donc

d=%=[-11].

On a
PR YN
2 _ - 5 o_1
p:2p 1 2p:2 p—1 p+1
- N—11 N+11
p=1p p=3p
1 1+1 1 1
2 2 N N+1
On obtient donc
i 1 . 1 1+1 1 1 3
= lim = - —— | ==
p:2p2—1 N—+oo 2 N N+1 4

1.7 Séries diverses

Déterminer le rayon de convergence R, I'ensemble € (resp. <7) des nombres complexes pour
lesquels la série entiére de coefficient

Vi~ B(y7)

Gp = )

n

ou E(x) désigne la partie entiére de z, converge (resp. converge absolument).
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Etudions tout d’abord la série entiére de coefficient

C’est la série dérivée de la série de terme général a,,. Elle a donc méme rayon de convergence.

On a
0<vn-E(n) <1

Donc, par comparaison a la série géométrique de terme général z", on a R > 1.

Si ’'on pose
n=p’+2p=(p+1)7>-1
avec p entier, on a
2 2
pP<n<(p+1)

donc
E(vn) =p,

et
2p

NCET )

La suite précédente converge vers 1. Il en résulte que la série de coefficient b,, est grossiérement
divergente et que R < 1. Finalement

by219p = VP* +2p

On a

si et seulement si

pP<n<p*+2p,
c’est-a-dire
n=p’+k
avec
0<k<2p
et dans ce cas
p2 + k‘ _

k
PPtk 2+ k)PP k)

P+ k) (VP2 +k+p)=n(/n+p) < (p+1)*2p+1),

et, puisque

on obtient
p?+2p 2p

k 2p
Z an_l;)(ﬁ—i-k)(\/pz—i-k—i—p) EZ (p+1)? 2p+1)’

n:p2 k=0
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La somme de droite fait apparaitre la somme des premiers entiers d’otl,

p*+2p

n - — .
= (P+12@2p+1) 2 (p+1)?
Comme
P 1
(p+1)2 p’

la série de terme général p/(p + 1)? diverge, et donc la série de terme général

p*+2p

ep = g an,
n=p2

diverge également. Alors, puisque
p*+2p p

§ Up = E Ck
n=1 k=1

p*+2p N
la suite E G, admet +oo pour limite, et comme la suite E G, est croissante
n=1 n=1 N>1

p>1
puisque les nombres a,, sont positifs, on en déduit qu’elle admet aussi +oo pour limite et donc

que la série de terme général a,, diverge.

Il reste & étudier la série de terme général a,,z" lorsque |z| = 1 et z # 1. On regroupe la aussi les
termes de la série par paquets et, pour s vérifiant 0 < s < 2p, on étudie

p2+s s
2
dsp = E anpz" = 2P E apz+kzk.
n—=p? k=0

Si p > 1, étudions tout d’abord la fonction f;, définie sur [0, 2p] par

VPP +t—p

fp(t) = pg Tt

3p? —t <0
2p? +1)22p+ /P2 +1)

et f, est strictement croissante. Alors, si k appartient & [0, 2p — 1], on aura

Ty(t) =

ap2 4 g1 — G2 yk = fp(k +1) = fp(k) > 0.

En utilisant la sommation d’Abel, on peut alors écrire,

S S S
2
dsp = 2" <ap2 E :zk+ § , ((ap2+k — ap2ip1) E ZT)) .
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et puisque
ZS:ZT B 1 _Zs—k-‘rl 9
—rt T 1l—z | T 1=y’
on obtient
oyl < — £30 )| = 2
pl < | a2 A2 — Qp2ip 1) | = .
s.p 11— 2| p e P p 11— 2]
Mais .
Ap245 = i < = < oR
(p2+s)(\/p2+s+p) 200 " p
donc 5
dsp| < —————.
’ Svp’ = p2’1 —Z’

En particulier la série de terme général daj, ,, converge. Soit S sa somme, et N un entier supérieur
a 1. Sil'on pose
p=EWN) et s=N—p?

on a alors
N p—1 p—1 2
's =) a2t = 'S = dyes| +ldspl < |S =D dass| + P—2|
n=1 s=1 s=1

Quand N tend vers l'infini, il en est de méme de p et le membre de droite tend vers 0. Alors la
série de terme général a, 2™ converge vers S. En résumé

A ={zeCllz] <1} et €={reC|lz|<1}\{1}.

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble & (resp. «7) des nombres complexes pour
lesquels la série entiére de coefficient

—1)E(Vn)
an = = )
n

ou E(x) désigne la partie entiére de z, converge (resp. converge absolument).

Puisque |a,| vaut 1/n, le rayon de convergence est celui de la série de terme général |z|" /n, donc
R=1,
et comme cette série entiére diverge si |z| = 1, on obtient

o ={zeC|l|z| <1}.



1.7. SERIES DIVERSES 35

Si n et p sont des entiers supérieurs a 1, on a

si et seulement si

P’ <n<p*+2p.
Donc
1 1 1 1
S = < — sipP<n<n+1<p’+2p
lan — apyt] = 4 1n+1 q(n+1)2 n
n mn -

sip?+2p=n<n+1=(p+1)?

+ <5
p?+2p  (p+1)2 7 p?

Alors, en distinguant dans la sommation suivante selon que n+ 1 est ou non un carré, on obtient,
pour tout entier N supérieur a 1,

N 00 1 o) 1 0o 1
Dlan—annl <Y 423 =33 —,
n=1 n=1 n=1 p n=1

et la série de terme général |a,, — a,+1| converge donc.

D’autre part, si |z =1et z# 1, on a

n
> 7
k=1

z"—1‘<|z|"—|—1_ 2

z—1|7 |z—1] |z—1|’

n
La suite (Z zk) est donc majorée. Ces conditions sont celles du théoréme d’Abel et donc la
k=1

série de terme général a, 2" est convergente.

Reste le cas z = 1. Posons

p2+2p p2+2p1
w, = g an | = E —.
p n o

n=p? n=p?

Cette somme contient 2p+ 1 termes et, en encadrant chaque terme entre le plus grand et le plus

petit, on obtient
2 < 2p+1 < 2p+1 '

w, <
pt2 = pr42p = T p?

Il résulte du théoréme d’encadrement que la suite (w,) converge vers 0. Alors

2p+1 2 ™+ 3 Tp+ 21 7

P  p+3 pP(p+3) " pip+3)  p*’

Wp — Wp1 <

et

2+ 3 2 3p+4 Tp+ 14 7 7

P pr2 1P+ S Gt 20t 1R R

Wpt1 — Wp < (
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Il en résulte que
7
lwp — wp1| < —
p*’
et la série de terme général (Jw, — wp41]) converge.

Alors, toujours d’aprés le théoréme d’Abel, la série de terme général (—1)Pw, converge. Mais

N E(VN)2-1 E(VN)-1
Zan: Z an + Z Gy = Z (—=1)Pw, + Z an ,
n=1 n=1 n=E(v/N)?2 p=1 n=E(vVN)?2
et puisque
N
Z ap | < Wg(yN) >
n=E(VN)?

les suites précédentes convergent vers 0 et la série de terme général a,, converge. Finalement

¢ ={2€C||z|] <1}.

Soit (ay,) la suite définie par la donnée de ag > 0 et, pour n > 0, la relation de récurrence
an+1 =In(l+ay,).

Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble € (resp. &7) des nombres complexes pour
lesquels la série entiére de coefficient a,, converge (resp. converge absolument).

La fonction f définie sur [0, co[ par
f(z) = (1 + =)
est une fonction strictement croissante de [0, oo [ dans lui-méme, et, si x > 0, vérifie
O0<In(l+z) <z

On en déduit que a; < ag et que la suite (a,) est une suite décroissante de nombres positifs.
Comme f est continue, la suite converge vers un point fixe de f. Mais ’équation

flz) ==
a pour unique solution le nombre 0. La suite (a,,) converge donc vers 0. Alors

ap+1 =In(1 + ay) ~ ay,,
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et la suite (a,/an+1) converge vers

R=1
Posons
1
a=—.
ag

On montre par récurrence que, pour tout entier n,

S 1
a .
n_n—l—oz

Si la propriété est vraie a 'ordre n, on a

1
n+1 = 1n(1 n)>In(l .
ant+1 = In(1 + ay) n< +n+a>

Mais

1 1 1
In(1+ :—lnﬂ:—ln 1— > )
n+ o n+1+a n+1+« n+1+a«a

ce qui donne la propriété a 'ordre n + 1.

Il en résulte que la série de terme général |a, 2"| diverge si |z| = 1, et que la série de terme général
a, diverge, donc

o ={zeC|l|z| <1}.
Puisque la suite (a,) converge vers 0, on a alors

2
a
an+1 — ap = In(1 4+ a,) —a, ~ —7”.
La série de terme général a,,4+1 — a, est une série télescopique et converge donc. Alors la série de

_— 2
terme général a; converge.

Silz| =1avec z# 1,0na

N N-1 N-1
E anz" = ap + g 12" =ag + 2 E In(1+ay)2".
n=0 n=0 n=0

Comme la suite (a,) converge vers 0, il existe une suite (&,) qui converge vers 1 et telle que

2
anpEn

2

In(1+a,) =a, —

Alors

N N-1 L, N-l
E an?" =ap+ 2 E an2" — 3 E aianz",

N N-1
(1-2) E anz" =ag—anz" -2 alen 2" .

d’ott 'on déduit
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Mais, la suite (anzV*!) converge vers 0, et d’autre part

lanenz"| = O(ay)

N
donc la série de terme général a2e, 2™ converge absolument. Il en résulte que la suite < E anz">
n=0
converge et que la série de terme général a,z" converge. Finalement

¢ ={zcC|lz| <1}\{1}.

Montrer que I'on peut définir une suite (a,) par la donnée de ag dans |0, 1/4 ] et, pour n > 0,
la relation de récurrence
Apt+1 = Qp — 2a§/2 .

Déterminer le rayon de convergence R, 'ensemble & (resp. &7) des nombres complexes pour
lesquels la série entiére de coefficient a,, converge (resp. converge absolument).

Soit f la fonction définie sur [0, 1/4] par

f(x) =z —22%2.
On a

f,(l') =1- 3\/57

et la fonction f admet un maximum en 1/9 qui vaut 1/27. Elle est croissante sur [0, 1/9] et
décroissante sur [1/9, 1/4] et s’annule en 0 et 1/4. On a donc

f([0,1/4])=[0,1/27] C [0, 1/4].

Il en résulte que l'intervalle [0, 1/4] est stable par f, ce qui permet de définir une suite par
récurrence en partant de ag dans |0, 1/4[ avec la relation

f(an) = Qp+1 -

De plus, pour tout entier n > 0,
1
Oéan—l—lgangz-
La suite (a,) est alors décroissante, et puisque f est continue, la suite converge vers I'unique
point fixe de f dans [0, 1/4] c’est-a-dire 0.

On a alors

an4+1 = an(l - 2\/ an) ~ Qn ,

et la suite (a,/an+1) converge vers

R=1.
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Remarquons que pour n > 1, on a

1
< < —.
0<an <o

On montre alors par récurrence, que pour n > 1 on a

a, < —.
n2

C’est vrai pour n compris entre 1 et 5 puisque

an < 55 <

1 1
27 — n?’

Ensuite, en utilisant la croissance de f sur lintervalle [0, 1/27],

aﬁzf(a5>3f(2—17>=2i7 <1—%>.

En majorant V/3 par 2, on trouve

et la propriété est vraie a ’ordre 6.

Supposons la vraie & un ordre n > 6. Alors, puisque

< ! < !
In =2 =97

on obtient, en utilisant de nouveau la croissance de f sur Uintervalle [0, 1/27],

an—i-l:f(an)gf(l):%_%’

n?
Mais
1 L2 4l 2 Bn2
(n+1)2 n2 nd  n2n+1)2 nd pdn+1)2 77
Donc
1

ce qui montre la propriété a l'ordre n + 1.

Il en résulte que si |z| < 1, la série de terme général |a,2"| converge, donc

o =€ ={z||z] <1}.
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Pour tout entier naturel n, on pose
a, = 2P
sil'on a )
L, P+l
2
avec 0 < k < p. Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble ¢ (resp. «7) des nombres
réels pour lesquels la série entiére de coefficient a,, converge (resp. converge absolument).

+k

Posons

On a donc

Posons également

Comme a,, est constant sur l'intervalle de sommation, on a, si x # 1,

p 1
wp(x) = 2Pz g ab =g
k=0

11—z
Si|z| < 1, on a alors, quand p tend vers I'infini,
2P .
wp($) ~ x 1—z )

et
wp(z '

Ce quotient tend vers 0. Il en résulte que la série de terme général wy(x) converge. Or, si I'on a
ap <N < apyr,

on peut écrire
N p—1 N
Z apz" = Zwk(:n) + Z apx" .
n=0 k=0 n=ap
Mais
N N
S ana | <Y anlal” < wylle),

n=ayp n=ayp
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N
ce qui montre que la suite E anx”™ | converge vers 0. Il en résulte que la série de terme
n=auyp
général a,x™ converge également. On a donc R > 1.

Si|z| = 1, le terme général |a,| n’est pas borné et la série diverge.

Finalement

et

Soit (ay) et (by) deux suites de nombres réels qui convergent respectivement vers a et b. On
suppose a et b strictement positifs. Soit (u,) vérifiant, pour n > 0, la relation de récurrence

Un+2 = ApUn41 + bnun .

Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient u,, est supérieur ou
égal & la racine positive du trinéme bX? 4+ aX — 1.

Remarquons pour commencer que si « est la racine positive du trinome X2 — aX — b, alors 1 /o
est la racine positive de bX? + aX — 1. Il s’agit donc de démontrer que R > 1/a.

Soit € > 0. Les suites (an/a) et (b,/b) convergent vers 1, donc, il existe N tel que, n > N
implique

b
0< c14c et 0<F<lte.
a

un ot UN+1
(14¢e)a)N (14 ¢e)a)N+1"

Soit A le plus grand des deux nombres On a donc, sin = N et

N + 1, les inégalités
0<up, <A1+¢)"a".

Montrons par récurrence que ces inégalités sont vraies pour tout n > N.
Si elles sont vraies aux rangs n et n+ 1, on a

0<upt2 = apupt1+ bpuy,
a(l4+ )AL + )" a1 £ b(1 + )AL + )"

<
< AM14e)" Mo (a(l +e)a+b),

et puisque
1<1+¢,
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on a donc
0 < tpio <A1+ )"0 (ac + D).

Mais, o étant racine du trinéme X2 —aX — b, on a

aa+b=a?,

et on obtient finalement
0 < Upio < A1+ )" 202,

ce qui donne les inégalités au rang n + 2. Elles sont donc vraie pour tout n > N.

La série entiére de terme général A\(1+¢)™a™ est une série géométrique de rayon . Alors
@

1
(1+¢)
on en déduit que, quel que soit € > 0, on a

R> —
T (1+¢)

et finalement que

QI+

ce qui donne le résultat demandé.

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général u,(z) ou, si p > 1,

3P 9.3P
4 z
ugp(2) = 3 et ugpy1(z) = —

b

Montrer que I'ensemble des nombres complexes de module R pour lesquels la série diverge,
et 'ensemble des nombres complexes de module R pour lesquels la série converge sont denses
dans le cercle de rayon R.

‘u2p+1(z)’ _ ‘2’31’ ’u2p+2(2)‘ _ p ‘2’31’
|ugp(2)] lugp1(2)]  p+177
Ces rapports tendent vers U'infini si |z| > 1, et la série ne converge pas absolument dans ce cas,
et vers 0 si |z] < 1 et la série converge absolument. Il en résulte que

et

R=1.
Etudions ce qui se passe pour des éléments du cercle unité U = {z € C||z| = 1}.

2kim3™"

Soit z =€ avec k et r entiers naturels. Alors, si p > r,

1
ugp(z) = » et ugpi1(z) = ~p



1.7. SERIES DIVERSES

43
et

n

0 si n est impair
5w - { P

2/n sin est pair
k=2r
Cette somme converge vers 0 et la série de terme général u,,(z) converge. Donc I’ensemble % des
points de U ol cette série converge contient

6 = {27 |k e N, reN}.
Soit z = e(2k+1)i7r377

avec k et r entiers naturels. Alors, si p > r,

1
uzp(2) = uzpi1(2) = ——,
p
et
(n—1)/2 1
n -2 3 si n est impair
Z Uk(z) (n—2)s/:2T1 9
k=2r . .
-2 - = t
Z s, Sinestpalr

Les sommes ci-dessus tendent vers +o00 . Il en résulte que la série de terme général u,(z) diverge
et que I'ensemble & des points de U ol cette série diverge contient

Py = {7 L eN, r e N},

Il reste & montrer que l'ensemble des nombres de la forme 2k/3" et ’ensemble des nombres de la

forme (2k 4+ 1)/3" (ou k et r sont des entiers naturels) sont denses dans R. Pour cela on utilise
I’écriture en base 3 d’'un nombre réel x. Si 'on écrit

o
T = Z 37"
k=s
avec oy dans {0,1,2} et s dans Z, les suites (up)n>0 €t (vp)n>0 définies par

n n
1
Uy = Z ozk3_k et v, = Zakfi_k + 30
k=s k=s

convergent, vers z. Or, si ’on pose

Un des nombres 1, ou 7, + 1 est pair, et 'autre est impair. Donc z est limite d’une suite de
nombres de la forme 2k/3" et d’une suite de nombres de la forme (2k+1)/3". En prenant I’expo-
nentielle complexe, on obtient que tout nombre e** est limite d’une suite de nombres de la forme
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e2km3™" ot d’une suite de nombre de la forme eZF+1)im™" ce qui signifie que les ensembles €

et 97 sont denses dans U. Il en sera donc de méme des ensembles € et & qui contiennent les
précédents.

1) Soit n un entier naturel. Montrer qu’il existe un couple unique d’entiers (p, q) tel que

1
n:%m et 0<g<p.
On pose alors
_ptl—g
n — q+1 .

2) Ecrire les valeurs de a,, pour n compris entre 0 et 9.
3) Montrer que si n > 2,
1
n

<ap<n.

En déduire le rayon de convergence R de la série de terme général a,z".

4) Montrer que I'ensemble des valeurs de a,, est 'ensemble des nombres rationnels strictement
positifs et que ces nombres apparaissent chacun une infinité de fois.

5) Soit (by,) la suite extraite de (a,) contenant chaque nombre rationnel strictement positif
une fois et une seule, obtenu lors de sa premiére apparition dans la suite (a,).
Quel est le rayon de convergence R’ de la série de terme général b,z" ? La série converge-
t-elle si z = +R'?

1) La suite (up)p>0 définie par

up:p(erl) ZEP:T

2 r=0

est une suite strictement croissante de nombres entiers dont le premier terme est nul. Si n est un
entier strictement positif, il existe p unique tel que

up <n < uppr— 1.

Si ’'on pose
g=n—1up,

on a
0<g<up—1—uy=p.

On a donc bien

avec
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et il n’y a qu’un seul couple possible.

2) Ecrire la suite des nombres a,, revient a parcourir le tableau suivant

1 1/2 1/3 1/4
2 2/2 2/3
3 3/2
4
donc
1 1 3 2 1
aozl a1:2 a2:§ a3:3 a4:1 a5:§ a6:4 a7:§ agzg agzz.
3)Sig>1,ona
p+l—q _p _plp+1)
21 18T —
=T ST g teEm
etsig=0et p>2
+1
an=p+1§%+q=n.
On obtient ainsi toutes les valeurs de n > 2.
Puisque sin > 1, on a p > 1, on obtient aussi
1
prl-g>1 et p(p; ) > 1,
et donc ) ) ) )
o —Ptl-oa o _

3|

= = p(p+1
qg+1 q+1 1’% +q
Comme les séries de termes généraux n et 1/n sont de rayon 1, on en déduit que R = 1.
4) Soit P/@ un nombre rationnel tel que P et @ soient strictement positifs. Soit A un entier
naturel strictement positif. L’égalité

prl—g AP
g+1  2Q
a lieu en particulier lorsque

p+1—q=AP
g+1=2Q



46 CHAPITRE 1. RAYON ET DOMAINE DE CONVERGENCE

ou encore
p=AP+ Q-2
¢g=2Q -1

Ce couple (p, q) provient de

(AP +AQ — )(AP +AQ — 2)
2

ny = +AQ_17

qui est bien tel que
0<g=XQ—-1<AXQ-14+A\P-1=p.
Donc, quel que soit A,

ny = —<.

Q

L’ensemble des valeurs de a,, est I’ensemble des nombres rationnels strictement positifs et ces
nombres apparaissent chacun une infinité de fois.

5) Si (ap,, ) est une suite extraite de (a,) contenant les nombres rationnels positifs une fois et une
seule, la suite (a,, ) n'est pas bornée. Il en résulte que R’ <1 et que la série diverge si x = £R/.

Les premiers termes de la suite sont

1 1 3
bop=1 b1 =2 by=— by = bi== b:=4 br=—
0 1 2=5 b 3 by 3 b5 6= 3

On montre que, pour n > 2, on a encore
b, <n.
Pour cela, soit (7,,)n>1 la suite strictement croissante de nombres entiers tels que

b, =n.

n

On a
7’1:0,7’2:1,7’3:3,7’4:5,7’5:9.

On montre, par récurrence sur n, que, pour tout entier n > 3, on a, pour tout entier s vérifiant
2 < s <1y, linégalité
bs <s.

La propriété est vraie si n = 3, car

br3:b3:3 et b2: SQ.

N —

Supposons la propriété vraie a 'ordre n. Lorsque
Tn <8< Tpp1— 1,

le nombre b, est de la forme

br — (s n—dqgs
gs +1 gs +1 = s =P

s
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Tn+1

Donc

bsgbrngrngs-

D’autre part
by =n+1=0b,, +1<r,+1< 1,41,

La propriété est donc vraie a 'ordre n + 1. Elle est donc vraie pour tout entier n > 3.

Il en résulte que, pour n > 2, on a bien
b, <n,

et il résulte de cette inégalité que R’ > 1. Finalement R’ = 1.
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Chapitre 2

SOMMATION DE SERIES ENTIERES

2.1 Série de ’exponentielle

Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

0 3 2
n°+n“+n+1
S(z):E " 2",
n=0 ’

On décompose le polynéme
PX)=X+X*+X +1

dans la base (Lg, L1, Lo, L3) constituée des polyndomes
Li(X)=1
et,sip>1,
Ly(X)=X(X-1)--- (X —=p+1).
Il existe des nombres «, 3, 7, § tels que
X+ X2+ X +1l=a+8X +7X(X - 1) +6X(X —1)(X —2).
En donnant & X les valeurs 0, 1 et 2 successivement on obtient le systéme

a=1
atf=4 ,
a+260+2y=15

d’out 'on tire
(Oé,ﬂ,"}/) = (17374)
Quant & 9§, c’est le coefficient du terme dominant de P, donc 6 = 1. Alors, pour tout entier

naturel n,
n4+n?+n+l=nn—-1)n-2)+4nn—1)+3n+1.
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On en déduit

S(Z):Z”(”_Ql(” +4Z +3Z Z+Zn' :

et, en simplifiant,

S(Z):é(n—3)!+4§(n—2)!+3;(n—1)!+;ﬁ’

et finalement

[e.e]

32 n_3)! —I-zzz +3ZZ _ Z = (2* + 422 + 32+ 1)€

Toutes les séries entiéres apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout z complexe.

Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

0 2n
z
S(Z) = ZChTL F .
n=1
En écrivant
chn = ete”
= 5 )
on a
0 e" 4 e nZZn
@ =2 =5
donc
1 (2" = (e712?)
so=3 (S5 S )
et finalement )
2 2
_ - ez® zfe
S(z) 5 [(e 1) + (e 1)] ,

ou encore

S(z) = L <eez2 + 622/6) —1.

Toutes les séries entiéres apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout z complexe.
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Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

0 2n

S(z) = ;shnﬁ.
En écrivant . .
shn = ¢ _26 ,

on a .

s<z>=n§zjoe - én),,
donc
®© n,2n X _-n.2n
5(2) = % <n§::06(22)' _;::06(2;)' ) !

et finalement

Toutes les séries entiéres apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout z complexe.

Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre réel x
n

Z (2n)!”

n=1

S(x)

Siz >0,

Six <0,

S(z) = Z(—l) A 1.

n=1

Toutes les séries entiéres apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout x réel.
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Déterminer le rayon de convergence R, puis calculer pour tout x réel la somme
3n

- Z (3n)!

n=1

en montrant que, pour tout x réel,
S"(z) + S (x) + S(x) = €,

en en résolvant cette équation différentielle.

Pour tout x réel, en appliquant le critére d’Alembert & la série numérique de terme général

on obtient
unt1(z)| jz?
lun(z)] — (Bn+3)Bn+2)(Bn+1)’
et la suite (|up+1(x)/un(z)|) converge vers 0. La série de terme général u,(z) est donc absolu-
ment convergente et la série entiére a un rayon de convergence infini. Il en résulte que la fonction
S est de classe C* sur R.

On a 5 6 o
T x x
S( )—1+§+a+§+
et l'on obtient
2 5 8
, T T T
S(l’)—§+a+§+
puis
4 £L'7
S (x )—x+—+7+

Dans ces trois séries apparaissent tous les termes de la série de e¢*. On a alors pour tout x réel,
S"(x) + S'(x) + S(z) = €”.

Donc S est solution de I’équation différentielle linéaire

(E) y' +y ty=e",

avec de plus S(0) =1 et S’(0) =

Z\f

Le polynome caractéristique de (E) vaut X2+ X + 1 et a pour racines complexes j = —5 +—

et j. Les solutions réelles de I’équation homogéne sont donc de la forme

. zV3 L7V3
y(x)=e /2<Ac 5 + Bsi 5 ),
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ot A et B sont deux nombres réels, et e¥/3 est une solution particuliére de (£). Donc

S(z) = e /2 (ACOSTW—I—B sin $\2/7> %.

On a

donc A = 2/3, et en dérivant

, R 1 V3 V3 V3 V3 w\/g e’
S'(z) =e /2[—§<Ac T+B T>+_<_A —+B 5 >]+§.

On en tire

d’ott B = 0. Finalement

Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

[o.¢]
Z3n+k

Sk(2) = zz:om,

ou k € {0,1,2}. (Si j est une racine cubique de l'unité, on calculera tout d’abord la somme
1+ 4P + 5% pour tout entier p).
Veérifier que

So(z) + S1(z) + Sa2(z) = €*

et que, si k=1 ou k = 2, on a, pour tout x réel,

En partant du fait que j vérifie
PPHj+1=0 et =1,
on en déduit que,
sip=3q
FP AP+ 1=5%+ 2 +1=3,

sip=3qg+1
FPHF 1= P 1 = 41 =0,
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sip=3qg+2
j2p+jp+]~:j3(2q+1)+1+j3q+2+1:j+j2+1:0-

Fixons k dans {0,1,2}. Alors, si p=3n+k, on a

14 Pk 4 20—k — 3
etsip=3n+k+loup=3n+k+2,

14 7R 4 2R = .

On en déduit que

e ( 0 P Z3n+k
(1+ P=i)— =3 —_—.
;) . )0 HZ:%(Bn—Hc)!
Mais, puisque 1/j = j2,
o0 o0 o0
(1) 2P zP
S e S W
b: b:
p=0 p=0 p=0
ce qui donne
= k 2p—k)\ 2 2k _j k_j2
D A+ PPN = e 4 PR 4 Rl
p!
p=0

Donc
1
Sk(z) = 3

Toutes les séries entiéres étant de rayon infini, ces calculs sont valables pour tout z complexe.

(ez _|_j2kejz _|_jkej22) ]

On peut exprimer les séries selon les valeurs de k, en prenant

—1+1iv3 . —1-iV3
R A

on obtient les résultats suivants.
Sik =0,
So(z) = z[eF+e7+el
e +e—z/2(em/§/2 +e—iz¢§/2)]
B
5 | -

W= Wl Wl

e 4+ 2e %2 cos
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Sik=1,
Si(z) = ;[6 + 520 + jel]
e /2 z
= % [ez <(1+2\/_) (cosT\/_—i-zsm \2/_> (1—2\/_)< \2/3
1], - zV'3 . 2V3
= = [e —e7#/? (c ST—\/gsmT)]
Sik=2,
Sa(z) = %[ez—i-jejz—i-erﬁZ]
1|, e 23 23 /3
= 3 [e <(1—2\/_) (cosT—HsmT) + (1 4+iV3) (cosT—z sin
= % [ez—e_z/2< \/7+\/_ f)]

On constate que
S()(Z) + Sl(z) + 52(2) =e°.

D’autre part on vérifie facilement que

Sl=Sy et S,=25.

95

7))

Calculer la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

oo
Z4n+k

Sk(z) = M7

n=0

ou k €{0,1,2,3}.
En déduire la somme de la série entiére suivante pour tout nombre complexe z

o An
n=0

En additionnant les séries entiéres des fonctions cosinus et cosinus hyperbolique, on fait dispa-
raitre les termes d’indice de la forme 4n + 2, et ’on obtient deux fois ceux de la forme 4n. On a

alors

- 1
So(z) :Z : | = i(chz—l—cosz).
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On peut obtenir les autres fonctions de la méme maniére en combinant les cosinus ou les sinus,
ou encore, en prenant des primitives successives nulles en zéro. On trouve ainsi

Si(z) = %(shz—l—sinz) . Se(z) = %(chz —cosz) , S3(z)= %(Shz —sinz).

Puisque 'on a

(ein/4)4n — (_1)n7

on peut écrire

et donc

[ch(ze"™*) + cos(ze'™ )]
[Ch <(1 + z)%§> + cos <(1 + z)%)] .

cos(a + ib) = cosachb —isinashb et ch(a+ib) =chacosb+ishasinbd,

N~ N

Alors en utilisant les relations

on trouve

222,,2\/5 z\/§ 2V 2 22,-2\/5 22]

1
5(2)25 [COSZTChT_ZSIHTShT+COSTChT+ZSIHTShT

et finalement

2 2

Toutes ces séries entiéres étant de rayon infini, ces calculs sont valables pour tout z complexe.

Soit a et 8 deux nombres réels. Calculer la somme des séries entiéres suivantes pour tout
nombre complexe z

[e.9] o0

S(z):z_%w{‘ et T(z):E)Wz".

On calcule - - 4
n o \n
B inass) 2" (ze")
Uap(z) = 3 et Ty = D =
n=0 n=0

donc
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(2o

Ua,ﬁ(z) — ezﬁ 2" — 62,6 % €os atizsina _ e? €08 aez(,@—l—z sin @) )

Alors

S(z) = 5 (Uap(z) +U_q,—p(2)) = €% cos(f + zsina),
et
1
T2
Toutes ces séries entiéres étant de rayon infini, ces calculs sont valables pour tout z complexe.

T(z) (Uap(z) —U_q,—p(2)) = % sin(f + zsina) .

1) Calculer la somme des séries entiéres suivantes pour tout nombre complexe z

S(z):Z(lJri)"Z—:L ot T(z):Z(l—i)"i—T.
n=0 ’ n=0 ’

2) En déduire le développement en série entiére de e* cosz, e*sinz, chzcosz, chzsinz,
sh z cos z, sh zsin z.
3) En déduire, lorsque k € {0,1,2,3}, la somme de la série

0 LAn+k
= 2 G

4) Montrer que pour tout entier naturel n

(V2)"sin i 5 (—1)F

| o I(n — — 1)
n! 0<eri<n (2k + 1)l(n — 2k — 1)!

1) On a, pour tout nombre z complexe,
S(z) = 1) = ¢%(cos z + isin z).

2) Silon écrit, '
1 +Z — \/iezw/4,

on obtient donc
o0

n
S _ § :271/2 in7r/4z_.
(2) = © n!
et de méme, ‘
T(z) = -1z — e“(cosz —isinz),

s’écrit
o n
T(Z) _ Z 2n/2e—in7r/4 z )

n!
n=0
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Alors, puisque

e* cos z = %(S(z) +T(z)) et esinz= i(S(z) —-T(z)),

21
on obtient
= nm 2" s nmw z"
620032222"/2005 ol et ezsinz:z2"/2s1n TR
n=0 n=0
On a donc également
ad nmw 2" > nm 2"
e “cosz = Z( 1)"2"/2 cos — Tl et e “sinz= Z( 1) Hon/2 gin — TR
n=0 n=0
Alors -
ef+e*? 1+ (=1)” n/2 nm 2"
chzcosz:Tcosz:ZfQ cos — 1l
n=0
Mais Y
+ (— nm
T\ 20
5 cos —
pour tout entier n non multiple de 4, et vaut (—1)P si n = 4p. Donc
00 4p
chzcosz = Z( 1)P2% — :
= (4p)!
De méme -
ef —e? 1+ (=1)" L 2"
sh zsin z 5 sin z Z 5 D
n=0
Mais L (1)
+ (— nmw
2PV Y gn— =0
5 sin.—
pour tout entier n qui n’est pas de la forme 4p + 2, et vaut (—1)P si n = 4p + 2. Donc
- 2p+1 22
shzsinz = —1)pP2PT —
;::0( ) (4p + 2)!

Ensuite

z —z o n
- 1—(~1
ShZCOSZ: i COS 2 = E #211/2008 nﬂ-z
2 = 2 4 nl”

Les coeflicients de la série sont nuls si n est pair. Donc

o0
(2p+ )m 22 HL
shzcosz:pz::o2px/§cos 1 Tk

Mais

2 1
\/50087(])1_ )W:\/?cos<lg+%),
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et en développant

Alors

o0
_ p o _ D iy D
shzcosz—z2 cos > @p 11 ;::02 sin > @t

p=0

99

Les termes de la premiére série sont nuls sauf si p = 2s, et ceux de la seconde sauf si p = 2s + 1,

d’ou finalement

> Z4S+1 e 4543

h — _1 8228 o _1 S22S+1 z )
shzcosz = (-1) (45 +1)! 2. (45 + 3)!

s=0 : S=
Pour finir, en remarquant que
. 1 . .
sinzch z = = sh(iz) cos(iz),
i

on obtient

oo
Z4s+1 Z4S+3

: hz = 1 8228 s 2s+1 )
sinzehz =) (-1) Ms+l)_%§: (45 + 3)!

s=0

En particulier on déduit de ce qui précéde les sommes :

s o SAs+1 1
;(—1) 2 m 3 (chzsinz + shzcos z),
. .- pep1  ZF3 1
;(—1)82 ° s 3 2 (chzsinz —shzcos z) .

3) Par changement de variable, on déduit immédiatement

So(z) = cos T\/_ hT\/_

COS

V2 V2 . 2V/2 V2 22
ch 5 sin 2 +sh 5 5 ,

Sa(z) = sin i sh %

V2 . 2V2 V2 2V/2
53(2)_7[0}1 5 sl — —sh 5 €O 2].

Ces formules peuvent d’ailleurs se déduire de la premiére par dérivation, car

Si=Ss, Sh=25, Sh=25.
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4) Appliquons la formule du produit de Cauchy & e sin z. Si 'on note a,, le coefficient de la série
de sin z, le coefficient b,, de z™ dans le produit est alors

" 1
b, = a .
;::0 "(n—p)!

Mais a,, est nul si p est pair et
_ (pF

On obtient donc

(=DF
b= ) @k + Dl(n—2k— 1)
0<2k+1<n ' '
Mais on a obtenu dans 2)
b, — 22 sin .

n! ’

ce qui donne 1’égalité désirée.

2.2 Série du bindéme

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x de | —R, R[, la somme

S(z) = Z nx'’.
n=1

Que se passe-t-il si || = R ?

En écrivant

S(z) == an"‘l ,
n=1

on voit apparaitre la série dérivée de la série géométrique de coefficients 1. Cette série étant de
rayon 1l,ona R=1, et

S(m):$<1i$>,:(1—x:¢)2'

Pour z = +1 le terme général de la série (nz™) ne converge pas vers 0, donc la série diverge.
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x de | —R, R[, la somme

oo n 1

k=1

La somme S(x) n’est autre que le produit de Cauchy de deux séries de rayon 1. Pour tout x de

|]—=1,1[ on a
(5 55)
n=0

n=1
En particulier, on a R > 1. On remarque que

lim S(z) =400,

r—1—

ce qui ne serait pas possible si on avait R > 1, car la série entiére est continue sur |—R, R[. Il
en résulte alors que R = 1.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout « de [—R, R], la somme

n

S(x)zzﬁ.

n=1

Si 'on pose

_ 1
" nn4+1)’
on a
1
Ap ~ ﬁ§7
et
an, _n—|—2
ner

tend vers R = 1. De plus la série converge absolument si |z| = 1 par comparaison & une série de
Riemann.

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient
111
nn+1) n n+1’
Or les séries enticres de coefficients 1/n et 1/(n + 1) sont de rayon 1, donc, si |z| < 1,

s0=Y T -3

n=1 n=1
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Alors, si x # 0,

et donc

Par ailleurs S(0) = 0.

Il résulte du théoréme d’Abel que le résultat précédent est encore valable en 1 et en —1, et donc

S(1)= lim S(z)=1 et S(—1)= lim S(z)=1-2In2.

z—1— z——11

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x de [—R, R], la somme

0 x2n
S(x) = 1" —.
Posons
" l,2n
On a )
(@) A—1

(@) An 121"

et ceci tend vers z2. Donc la série converge absolument si 2 < 1, et ne converge pas absolument
si 22 > 1. La série entiére est donc de rayon 1.

D’autre part, si || =1, on a

1 1

A2 —1 " 4n2’

M_1W4n——1

et il en résulte que la série converge absolument par comparaison & une série de Riemann.

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient

11 1 1
n2—1 2\ 2n—1 2n+1)°
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La série de terme général (—1)"z?"/(2n — 1) et celle de terme général (—1)"x2"/(2n + 1) sont
de rayon 1, dong, si |z] < 1,

1 e’} 2n S n
S(x):§<zo( 2n—1 EZ: 2n—|—1>

Alors, si x # 0,

1 & 1’2”_1 1 0 x2n+1
S@)y=g (—1+e 2 (Vg -3 ZO(_U 1)’

n=1 n=
et donc

0 w2n+1 1 oo x2n+1
-1 - 1" - — 1"
3:2( )2n+1 x ( )2n+1
n=0 n=0
1
(—1 — xrarctanx — — arctan :E>
x

1 241
= —= <1+3j + arctanw).

N = N

2 T

Par ailleurs S(0) = —1.

Il résulte du théoréme d’Abel que le résultat précédent est encore valable en 1 et en —1, et donc

: 1 1
S(1)=5(-1) = 9161_>H115(3:) =—3 (14 2arctanl) = 5771

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x de [—R, R], la somme

0 2n+2
Z n(n+1)(2n+1) "
n=1
Posons
1
an = .
" nm+1)2n +1)
On a
1
@ ™ 9,3
Alors a
lim — =1

n—00 Up41
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est le rayon de convergence de la série entiére de terme général a,z"t!'. Donc, en remplacant x
par 22, la série entiére de terme général a,2z>"+? est aussi de rayon 1. De plus la série converge
absolument si |z| = 1.

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle

1
T = XX nex 1)
sous la forme 4 B o
f(X)_X+X+1+2X+1’

En multipliant par X et en remplacant X par 0, on obtient A = 1.
En multipliant par X 4+ 1 et en remplagant X par —1 on trouve B = 1.
En multipliant par 2X + 1 et en remplacant X par —1/2 on trouve C' = —4. Alors

1 1 4
an=f)= ot T T

Puisque toutes les séries entiéres utilisées dans le calcul suivant ont un rayon de convergence égal
a 1, on a, lorsque z appartient a |—1, 1],

o 2)n+1 o $2n+1
S — 2 (l‘ —4
(2) = @ Z - 5 e ik B e
) 0 0 x2n+1
= Z . Z S T

Les deux premiéres sommes font apparaitre la série de — In(1—u) avec u = 2. Pour la troisiéme,

1/ 1 1

2n

- 1=z —1
Zx 1—3;2 2<1+x+1—x> ’

et, en prenant la primitive nulle en 0, on obtient

on part de

o $2n+1_11 142

= n
:12n+1 2 1—z

Alors

S(z) = —2?In(l—2% + (—In(1 —2?) —2?) — <2x In 1 +i _ 43:2)

1
= 3x2—(x2+1)ln(1—3:2)—2:171n1+x,
—x

ce que 'on peut encore écrire

S(x) = 32" = (1 -2)’In(1 - 2) = (1 +2)°In(1 + ).
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D’aprés le théoréme d’Abel, en en raison de la parité de S, on a

S(1)=8(-1)= lim 32> - (1 —2z)?In(l —2)— (1 +2z)*In(142z)) =3 —4In2.

rz—1~

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

somime
X
S(x) = Z ——

Que se passe-t-il si || = R ?

Posons
1

T on—1°

an

an  2n+1
Unp1  2n—17

et cette suite converge vers R = 1.

Si |z| < 1, étudions tout d’abord la série

On obtient en dérivant

o

o L1011
Z 1—22 2 \14+2 1—2)°
n=0

et donc, en prenant la primitive nulle en 0,

0 x2n+l 1 142

m+1l 21—z
n=0

Pour 0 <z < 1, on écrit

(e} 2n 00 2n—1
S(x) = —1+Z\f :—1+\/EZ€7
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Pour —1 <z <0, on écrit

2n n 2n—1
S(z) = 1+Z n—l _1_\/_2 Ve

2n—1

\/—$2n+1
= 1 —=+/= Z =—1—+—x arctany/—zx.

2n +1
Siz=1,o0na
anx" ~ % ,
et la série diverge.
Si z = —1, la suite (1/(2n — 1)) est décroissante et converge vers 0, et la série est alternée : elle

converge donc. Alors d’apreés le théoréme d’Abel, on a

S(—-1) = limlS(x) =—1—arctanl = -1 — %

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

> n
S(a:)zz ",
n:0n+1

Que se passe-t-il si || = R ?

Posons
n

n+1’
On a a, ~ 1 et la série a méme rayon de convergence que la série géométrique de rayon 1. Donc
R =1, et le terme général ne converge pas vers 0, donc la série diverge si |z| = 1.

Ap —

On écrit

S(x)zi(l—nil>x”.

n=0

Alors, puisque les séries sont de rayon 1, on a, si |z| < 1,

’fL

Zx Zn+1

Ou encore, si z # 0,
n+1

Z:E __Zn+1
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et finalement

avec de plus S(0) = 0.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

somine
00

S(z) = Z(n2 +n+1)z".

n=0

Que se passe-t-il si || = R ?

Posons
a, = n?+n+1.

Comme a,, ~ n?, on a

an n?

~ )
An+1 (n + 1)2
et ceci converge vers R = 1. De plus si |z| = 1, le terme général ne converge pas vers 0, donc la
série diverge.

On décompose le polynéme
P(X)=X*4+X+1

dans la base (Lo, L1, La) constituée des polynomes
Ly(X) =1

et,sip>1,
Ly(X)=X(X-1)--- (X —p+1).

Il existe des nombres «, 3, v tels que
X?+X+1l=a+B8X+79X(X -1).
En donnant & X les valeurs 0 et 1 successivement on obtient
a=1 e a+pG=3.
Le nombre ~ est le coeflicient du terme dominant et vaut donc 1. On a alors
n*+n+l=nn—-1)+2n+1.
Puisque toutes les séries sont de rayon 1, on a si |z| < 1,

S(x) :in(n—l)az”+2 in:ﬂ"+§:$",
n=1 n=0

n=2
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c’est-a-dire
o0 o0 o0
S(z) = 2? Zn(n — a2 4 22 an"‘l + Zaj"
n=2 n=1 n=0

Si 'on pose

> 1
T pu— n:
(z) Ezjow —

on a -
1
()= na"'= —— |
D ek
puis
T"(x) = in(n — a2 = 2
ot (1—2x2)3
d’ott )
2z 2z 1
S - ’
S FR N F L
et finalement )
1+
S —
() TEE
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
>
S(x) = .
‘= n(n—1)(n-2)
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
1
@ —
" nn—1)(n-2)
Comme
1
Ay ~ m s
on a
an (n+1)3
A1 nd

et ceci converge vers R = 1. De plus si |z| = 1, la série converge absolument par comparaison a
une série de Riemann.

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle

1
X(X —1)(X —2)

f(X) =
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sous la forme 4 B o
X)==— .
F(X) X + X -1 + X -2
En multipliant par X et en remplagant X par 0 on trouve A = 1/2.
En multipliant par X — 1 et en remplagant X par 1 on trouve B = —1.
En multipliant par X — 2 et en remplacant X par 2 on trouve C' = 1/2.

On obtient donc
1 1 1

w=In =5 - T Ty

Or les séries entiéres de coefficients 1/n, 1/(n—1) et 1/(n — 2) sont de rayon 1. Alors si |z] < 1,

@) = X Xasit L am—y)

n=3 n= n=
1 = > gnl x? a2
= — — — X e
2 n Z n—1 2 n—2
n=3 n=3 =
1 z" v z? z"
2 n 2 n
n=3 n=2 =1

On obtient
2

x? T
S(x) = %<—ln(1—x)—x—7>—w(—ln(l—w)—x)+7(—ln(1—x))

1 2 322 =
- _5(33_1) ln(1_$)+T—§.
En 1 et —1 la série converge d’aprés le théoréme d’Abel. On a
1
S(1)=lm S() =7 et S(-1) = lim S(x) =22+ g

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme -
— n n
S(:E)—Zn2_1:n .
n=2
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
_on
In =021
On a
lan|  n(n®+2n)

jant1] (R +1)(n2 —1)
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et ceci tend vers R = 1.

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient

n 1 1 N 1
n2—1 2\n—-1 n+1/)"

Or les séries entiéres de coefficients 1/(n — 1) et 1/(n + 1) sont de rayon 1, donc, si |z] < 1,

Alors, si x # 0,

N —

et donc

N = N

[—a:ln(l—a:) 41 (—111(1—3;) e ?)]

Par ailleurs S(0) = 0.
Etudions maintenant ce qui se passe au bord de l'intervalle de convergence.

Siz=1,o0na

et il en résulte que la série diverge.

Siz=-1,0na

Puisque

1,
= \n=1 T hx1 )

la suite (ay,) décroit et converge vers 0, comme somme de deux suites décroissantes qui convergent
vers 0. Alors la série de terme général (—1)"a,, est alternée. Elle converge, et il résulte du théoréme
d’Abel que 'on a

S(—1) = lim S(z) = —% (—2ln2—|—1— %) :ln2—i.
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme -
n
S(x) = "
HZ:;) (n—1)(n—2)
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
n2
ap = ————— .
" (n-1)(n—-2)

Comme (a,,) converge vers 1, la série & méme rayon que la série géométrique de terme général
2. On a donc R = 1. De plus, si |z| = 1, le terme général de la série ne converge pas vers 0 et
la série diverge.

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle

X2
FX) = (X - 1)(X -2
sous la forme
B C
f(X):A+X_1+X_2.

En multipliant par X — 1 et en remplagant X par 1 on trouve B = —1

En multipliant par X — 2 et en remplagant X par 2 on trouve C =4

Enfin A est le rapport des termes de plus haut degré, donc A = 1. Finalement
1 4

n—1 n-—-2"

an = f(n)=1-

Or les séries de coefficients 1, 1/(n — 1) et 1/(n — 2) sont de rayon 1, donc, si |z| < 1,

. n
Sw) = Y a"=d Ay
n=3 n=3 n=3
3 0 n—1 o n—2
x T x
= — 4
1—=x xzn—1+ v Zn—Z
n=3 n=3
3 o n X n
_ r 2N\~
= 1-2 xzn+4x Zn
n=2 n=1
a3 9
= 7 —z(—In(l —z) — z) + 42°(— In(1 — z))
—x

2

= 1aix+x(1—4a:)ln(l—a:).
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

somme .
2 1
S(z) = E nt "t

— 2n -1
Que se passe-t-il si || = R ?
Comme
2n+1
2n —1 ’

la série a le méme rayon de convergence que la série géométrique de terme général z™, donc
R = 1. De plus le terme général ne tend pas vers 0 si |z| = 1 et la série diverge dans ce cas.

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient

2n+1 2
=1 .
2n —1 +2n—1

Or les séries entiéres de coefficients 1 et 1/(2n — 1) sont de rayon 1, donc si |z| < 1,

& & wn—l
_ -1
S(x) = Y a"T 42y o
n=1 n=1
0 n

:02n+1

Partons de

1/ 1 1
2n _ —
sz 1—x2 2<1+x+1—$>'

En prenant la primitive nulle en 0 on obtient

0 x2n+l 1 142
= n .
:02n+1 2 1—=x

Si0<x<1,ona
1 2n+1
\/_Z 2n+1

1 m1+¢_
l—z o 1—4z’
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et si —1 <z <0, on a cette fois
(v/—z)2n+

S@) = \@Z o
1 arctany/ —x.

2
= +
1—z Vv —x

Enfin S(0) =

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

somme
(D"
S(z) = "
(@) Z n+2 v
n=0
Que se passe-t-il si || =R ?
Si 'on pose
_ =y
= e
on a
lan]  n+3

‘CLn_i_l‘ N n+2’

et donc la suite (|a,|/|an+1]) converge vers R = 1.

En changeant d’indice de sommation, on a

n=2 n
dong, si z appartient & | —1, 0[U]0, 1],
1 & -1 n—1
Sx)=—-— (=1) ™.
T n
n=2

On reconnait alors la série dont la somme est In(1 + z) a laquelle il manque le terme de rang 1

r—In(l+x)
x? '

S(z) = —% (In(1 + ) — 2) =

On a aussi

S(O) = ag =

N =

Enfin, si z = 1, la série de terme général (—1)"/(n + 2) converge d’aprés le critére de Leibniz, et
il résulte du théoréme d’Abel que
S(1)= lim S(z)=1—-1n2.

r—1—
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

S S(a) = i (—1)z2n
YT a2

Que se passe-t-il si || = R ?

(-1yar
(2n +1)(2n + 2)

B o O
" @2n+1)(2n +2)

vaut R2.

Le rayon de la série entiére de terme général

Si 'on pose

o (2n+3)(2n +4)

2n+1)2n+2)"

La suite (|a,/a,.1|) converge vers le rapport des termes de plus haut degré, donc vers R? = 1.
Il en résulte que le rayon de convergence cherché vaut R = 1.

an

Ap41

On calcule tout d’abord la somme de la série entiére en décomposant en éléments simples. On a

1 1 1
2n+1)(2n+2) 2n+1 2n+2°

On en déduit

S(x) = i(_l)n””% <2n1+ 1~ 2n1+2>

n=0
& 2n 0 2n
X X
= —1)" N (=) .
Z( ) 2n+1 Z( ) 2n+ 2

et, comme les séries du membre de droite sont de rayon 1, ce calcul est valable pour |z| < 1.

Pour z dans | —1, 1[\{0}, on a tout d’abord

i(_l)n 2?1 i(_l)n 2?1 arctanw
vt 2n+1_xn:0 n+1 oz
D’autre part
(o] o
PRI
ot 2n+2  2x2 o n+1 202

et finalement
arctanz  In(1 + 22)

S(z) =

x 222
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De plus

(=n"
(2n +1)(2n + 2)
1
2n+1)(2n+2)  4n?’

Pour z = +1, la série de terme général converge absolument puisque

|an|
et que la série de terme général 1/n? est une série de Riemann convergente.

On peut alors appliquer le théoréme d’Abel. On a

In2

S(1)=95(-1) = lim S(z) = - -

rz—1~

Y

Déterminer le rayon de convergence R et pour tout nombre réel x tel que |z| < R calculer, de
deux maniéres différentes, la somme

S(z) = Zsin% .
n=0

Que se passe-t-il si || = R ?

Pour n > 0, posons
. nm
an = sin — .
3
On a

lan| < 1.

Donc le rayon R de la série entiére de coefficient a,, est supérieur a celui de la série géométrique
qui vaut 1. D’autre part

.o
agp+1 = (—1)" s1n§7

et la suite (agp+1) ne converge pas vers 0, donc la suite (a,) non plus. Il en résulte que 'on a
R <1. Finalement on obtient R = 1, et si z = +1 la série diverge.

Premiére méthode de sommation

On écrit
a, = Im(e™™/3) .

Or la série de terme général e™™/32" est une série géométrique de rayon 1, et donc, si lx] <1,

. 1

Z em7r/3xn _ : )
1 —eim/3g

n=0
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Alors y
1 1—e /3y
(z) =Im 1 —eim/3g o (1 —eim/32)(1 — e~i/37)

ce qui donne finalement

xsin(mw/3) B ﬁ x
2 —2zxcos(m/3)+1 2 22 —a+1°

S(x) =
Deuzieme méthode de sommation

On remarque que

k
az, =0 et agpp1 = agpq2 = (—1)"—.

2
Alors
3p+2 p p p
Z 4z — Z aspa® + Z s 77K+ Z 4 9752
n=0 k=0 k=0 k=0
P
— (_1)]6@(1,3]6""1 +Z’3k+2)
k=0 2
\/g 3 )k
= 5 @+a’)) (Dt
k=0
Donc en faisant tendre p vers 'infini
[o¢]
S(z) = gzn—l—a: Z 1)kak
k=0

On reconnait une série géométrique, et ’on obtient

Sy Y3t V3w
2 1428 2 a?—z+ 1]

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre complexe z tel que

|z] < R la somme
[e.e]

S(z) = Zchnz".

n=0

Que se passe-t-il si |[z] = R ?
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et la série géométrique de terme général e™z" est de rayon 1/e. Donc R = 1/e. Par ailleurs si
|z] = 1/e, la suite (chn 2™) ne converge pas vers 0 donc la série de terme général chn 2" diverge.

On écrit

1 o0 " o0 \n
SE =3 (X +>(2) ).
n=0 n=0
la premiére série est de rayon 1/e et la seconde de rayon e. On retrouve que R = 1/e. Donc si
|z] < 1/e, on obtient

S(Z):%<1—1€z+l—lz/e>’

ce qui donne
1—2zchl

S(2) = 1—2zchl+22°

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
o pin—1
S(x) = .
w->
n=1
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
4n—1
x
up(x) =
() =
On a
[unt1(z)| no o4

= €T s
[t ()] n+1

et cette suite converge vers x*. La série de terme général u,(z) converge absolument si 2% < 1
et ne converge pas absolument si z* > 1, donc R = 1.

OnaS0)=0etsi0<|z| <1,

S(z) =

SHE

n

i ()" = —i In(1 —z%).
n=1

Lorsque z = £1, le terme général de la série vaut x/n, et la série diverge.
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
> pin+l

S(:E):z_:oéln—l-l'

Que se passe-t-il si || =R ?

La série dérivée est de rayon 1, donc la série proposée également. On a, si |z| < 1,

S'(z) = iwﬁm = !
vt 1—at’

que I'on décompose en éléments simples. On a tout d’abord

oo 11 1
S =35 <1—3:2+1—|—:E2>

puis

1 1 1 2
S'(x) = = .
() 4<1—33+1—|—:L'+1+ZL'2>

Alors, en prenant la primitive nulle en 0, on obtient, si |z| < 1,

1 1+x 1
S(:L')—Z ln1_$+§ arctan x .

Lorsque & = £1, le terme général de la série vaut

x T

~ —

An+1 4n’

et la série diverge.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

o :L,4n+1
sty =Y 20
n=0

Que se passe-t-il si || = R ?

La série dérivée est de rayon 1, donc la série proposée également. On a, si |z| < 1,

1
/ _ _1\n .4n —
S'(x) = ngzo( )"z Tt

En remarquant que
et 1=t 227+ 12227 = (22 4+ 1)? — 222,
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on a donc la factorisation
et +1=(2? —2vV2+ 1) (2 +2vV2+1),

ce qui, compte tenu de la parité de la fonction, permet d’obtenir une décomposition en éléments

simples de la forme :
axr +b —azx +b

- + ]
22 —av2+1 22+4+2v2+1

On obtient facilement, par identification par exemple,

1 < —z+2 42 )

S'(z)

s’ =
(z) 22 \22—2v2+1 2242v2+1

On écrit encore, en faisant apparaitre la dérivée des dénominateurs,

1 (1 2% — /2 V2 1 ) 1 (1 22 + /2 V2 1 )

S'(x) = — - - Xz + - TS
(z) 2v/2 \2 22— 2v2+1 2 22—v2+1 2v/2 \2 224 2v2+1 2 224 2v2+1

Alors, en prenant la primitive nulle en 0, on obtient si |z| < 1,

V2 . 2t aVv2+1 V2
S(x) = < In S S + T(arctan(w 2 — 1) + arctan(zv2 + 1)) .

Lorsque x = %1, la suite (1/(4n+1)) décroit et converge vers 0, et la série est alternée et converge
donc. Alors d’aprés le théoréme d’Abel,

2 2 2 2
S(1) =S5(—1) = lim S(x) = £ In V2 + i (arctan(\/ﬁ —1)+ arctan(\/ﬁ +1)).
Mais )
V2—1= ,
V2 +1
donc -
arctan(x/i -1+ arctan(\@ +1) = 5
: N
2 2 2+1
L = S (Ve
2-v2 V2-1
donc Y
2+ /2
In—*= =2In(v2+1).
N/ n( )
Finalement
\/5 ™2

S(1) =8(-1) =~ In(v2+ 1) + —
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
e} xn
S(x) = .
() Z 3n+1
n=0
Que se passe-t-il si || =R ?
Etudions tous d’abord la série
0 p3n+1
T(x) = .
(@) 3n+1
n=0

Sa série dérivée est de rayon 1, donc la série également. On a, si |z| < 1,

T/(x):iw?m: 1
vt 1—a3’

que 'on décompose en éléments simples sous la forme

A n Bz +C
l—2z 14z+22°

T (z) =

En réduisant au méme dénominateur et en identifiant, on obtient le systéme

A4+C=1
A+B-C=0 |,
A—B=0
d’on . 5
A=B=—- e (C=—-.
3 ° 3
On a donc

1 1 T+ 2
T'(z) == .
(=) 3(1—:L'+1—|—3;‘—|-:L'2>

On fait apparaitre la dérivée du dénominateur

T'(m)—l 1 +1 2z +1 +3 1
3 \1l—-2z 214z+22 21+4z+22)°

On obtient, si |z| < 1,

1. V1 2 3 2 1
T(x)= 3 ln%::p—l—% arctan 3:\/—% +C.

On détermine C' en tenant compte du fait que 7°(0) = 0. On obtient

C’:—? arctan%:—ég,
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d’ou

Vitzrz+22 V3 2c+1 =
T(x) = lni—l—? arctan - .

1
3 11—z V3 6
Revenons a S. Tout d’abord S(0) = 1, et si x appartient & | —1, 1[\{0}, on a

B o0 ($1/3)3n
S(z) = nZ::O 3n+1"7
et donc )
_ 1/3
S(x) = WT(JU /3y,

ce qui donne

x1/3 |3 1—x1/3 3

\/ 1/3 4 22/3 1/3
S(ac):L lln Lt ” o —l—ﬁ aurctaunu—z .
V3 6

Pour x =1, on a

" 1
3n+1 3n
et la série diverge.
Par contre si = —1, la suite (1/(3n + 1)) décroit et converge vers 0, et la série est alternée et

converge donc. D’aprés le théoréme d’Abel on a

. 1.1 43 -1 In2 73
S(-1) —xll)n_llkg(x) =— [5 lni—i-? (arctanﬁ—gﬂ =47

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

S(z) = E:Sim2 nz".
n=1

On a ’encadrement
0< sinn <1.

Puisque la série géométrique de terme général x™ est de rayon 1, la série entiére de terme général

sin? na™ est de rayon supérieur ou égal a 1. La série converge donc si |z| < 1.

En écrivant ‘ ‘
.9 1 —cos2n 2 — e — 72
sin“n = = ,

2 4
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—2ni .n

ey ot e ™ sont toutes de rayon 1, alors

les séries entiéres de termes généraux x™

o0

o o 1 o o
E sinnz” = E sin?nz" = 2 2 E " — E e2nigh — E e g |
n=1 n=0 n=0 n=0 n=0

Pour z dans | —1, 1] on a donc,

o0
g sinnz” =
n=1

2 1 1
<1—3: C1—ze¥ 1—:L'€_2i>
2 2 — ze? — ge %
(1—x B w2+1—x(62i+e—2i)>

1 1 —xcos?2
<1—3: _:E2—2:Ecos2+1> '

De plus, la somme obtenue a une limite infinie lorsque x tend vers 1. Il en résulte que 'ona R = 1.

N = = N

Soit « et # deux nombres réels. Calculer pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1 les
sommes

= Z cos(na + 3)z" et T(z Z sin(na + ()2"

n=0 n=0

Considérons la série

o o

2 :e(na—l—ﬁ)zzn — eﬁz 2 :(eoezz)n
qui converge si

le*z] = |z| < 1.
On a alors
i

3t
1 —eqiy’

On en déduit

L (S gitatd) n 4§ itats) L i e
—— no n —Hna n = — - :
2 nZ:%e ® +nZ:%e ‘ 2 <1—e’az+1—e—wz> ’

et, en réduisant au méme dénominateur,

cos 3 — zcos(f — )
1—2zcosa+ 22

S(z) =

De méme

Z el na—l—ﬁ Z e_l(”a+ﬁ 1 eiﬁ _ 6_7;6
T2 \1_¢lay T_eiaz)”
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ce qui donne
sin § — zsin(8 — «)

1 —2zcosa + 22

T(z) =

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

n—l o

Mg

n=1

La série entiére dérivée est
Zcosn—l Zcosnaz —Re<g (e ))
n=0
La série converge si |z| < 1 et 'on a

1 1—xcosl
S’ (z) = R = )
(@) el—e’x x?2 —2xcosl+1

Comme le terme général ne tend pas vers 0 si x = 1, cette série est de rayon 1, donc S également.

Si 'on fait apparaitre la dérivée du dénominateur, on a

S/( ) cosl 2x—2cosl + sin? 1
T)=— '
2 22—-2xcosl+1 22—2zxcosl+1
On obtient donc
cos 1 2 . x —cosl
S(x) = — B In(z” —2xcos1+ 1) +sinl arctan_il + C'.
sin

La constante C' est déterminée en remarquant que S(0) = 0. Donc

cos1
0 = C —sinlarctan ——
sin 1

c’est-a-dire

C =sin1 arctan —— |
tan 1
mais, si u > 0,
T

1
arctan v + arctan — = —,
u 2

et, par ailleurs, le nombre 1 appartient a l'intervalle |0, 7/2[, donc

1 T T
arctan = — —arctantanl = 5~ 1.

tan 1 2
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Finalement

1 — 1
S(z) = o In(z? — 2z cos1 4 1) +sinl [arctan T T

2 sin 1 2

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

somine
I ! S ) g
S(z) = (-1) <1+2+ —l—n)w.

n=1

(On pourra calculer d’abord le produit (1 + z)S(z)).
Que se passe-t-il si || = R ?

Posons

On a
lan| < n.

Comme la série de coefficient n est de rayon 1, on en déduit que R > 1. D’autre part la série
harmonique diverge, donc la suite (|a,|) tend vers U'infini. Il en résulte que si |z| = 1 la série
entiére diverge. Donc R <1 et on en déduit que R = 1.

Sijz|<1,ona

(14+2)S(x) = S(x)+zS(x)

1 1 1 1
§ : n+1 n § : n+1 n+1
n=1 n=1
1

_ B RCE S O O T i n _ S VS o O n.
> (1) <+2+ +n>x > (1) tote L)

En regroupant les termes des deux derniéres séries, il reste

[e.9]

(1+2x)S(x) = Z(—l)"“%ﬂ =In(1+2x),
n=1
donc
S(a) = In(1+ z) .

1+=x
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

o0
= E nZz" 1.

somine

n=1
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
an = (n+1)%.
On a
an  (n+1)?

anp1 (n+2)?

et cette suite converge vers R = 1. De plus, si |z| = 1 le terme général ne tend pas vers 0, donc
la série diverge. Si |z| < 1, on écrit

:inn—i—l an
n=1

Posons, si |z] < 1,

o 1
T(z) =Y a" = .

On a alors 5 )
S(@) =T") - T'0) = =~ oo

et finalement

1+
S(x) =
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme -
n=0
Que se passe-t-il si || =R ?
On pose
(2n+1)! ,
up(x) = (n1)? "
on obtient

upy1(z)  2(2n+3) 2
up(z)  n+1
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et la suite (un.1(x)/un(z)) converge vers 4x2. La série de terme général u,(x) converge absolu-
ment si 472 < 1, donc si |z| < 1/2, et ne converge pas absolument si 4z > 1, donc si |z| > 1/2.
Il en résulte que cette série entiére a pour rayon 1/2.

En simplifiant par n!, on obtient

@n+1)(2n—1)---3

— n,.2n
up(x) = o 20",
ce que 'on peut encore écrire, en divisant par 2",
1 1 5.3
n + = n—=)--s-=
un(x) — ( 2) ( 2) 2 2 4nw2n.

On peut alors faire apparaitre la série du binéme,

_%) (_%_1)(_%_”‘—’_1) 4n$2n.

Donc, si |z| < 1/2, on obtient

i un () = (1 — 42%)73/2.
n=0

Comme la fonction obtenue tend vers 'infini lorsque x tend vers 4+-1/2, la série ne peut converger
pour ces valeurs d’aprés le théoréme d’Abel.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
o0 p2n+1
S(z) = .
(=) Z 3n +2
n=0
Que se passe-t-il si || = R ?
Etudions tous d’abord la série
0 3n+2
T(x) = .
() 3n+2
n=0

Sa série dérivée est de rayon 1, donc la série également. On a, si |z| < 1,

9]
T () — 3nt1 _ T
(2) Z:jox ——3

que 'on décompose en éléments simples sous la forme

A n Bz +C
l—2z 14+z4+22°

T (x) =
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En réduisant au méme dénominateur et en identifiant, on obtient le systéme

A+C=0
A+B-C=1 |,
A—B=0
d’ou ) )
A=B=- e C=—-.
3 © 3
On a donc

1 1 z—1
T'(z) = = .
(@) 3(1—:L'+1—|—3;‘—|-:L'2>

On fait apparaitre la dérivée du dénominateur

1/ 1 1 20+1 3 1
T'(2) = - - 2 .
(@) 3<1—$+21+$+x2 21+x+ﬂ>

On obtient si |z| < 1,

1. v1 2 2 1
T(m):—lnﬂ—ﬁamtan vt +C.
3 11—z 3 V3

On détermine C' en tenant compte du fait que 7'(0) = 0

L_v3

= T
V3 3 6’

On obtient
3

C' = — arctan
3

d’on

T(z) = T
(@) =gm—" 6

Revenons a S. On a S(0) = 0 et, si « appartient & | —1, 1[\{0}, on écrit

1. V1+ax+ a2 \/§< 20 +1 7T>
—1 4 3 arctan )

&

o0 2
_ 1 Z (z3)3+2 1 2/3
Se) = xl/3 = 3n+2 -zl T

Si |z| = 1, on obtient la série de terme général —1/(3n + 1) qui diverge.

2.3 Séries mixtes

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre complexe x tel que |z| < R

la somme
n

50 = 2 G o

n=1

Que se passe-t-il si || = R ?
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Posons
1
Qp = ————.
B+ (=)™
On a
2<34+ (-1 <4,
donc ]
< < —.
0<a, < on

La série entiére de coefficient 1/2" est de rayon 2. Donc R > 2. D’autre part si |z| = 2, et si

n = 2p+ 1 est impair
T ) 2p+1

2p+1 __
a2p+17T P = (5

La suite (ag,+17°P*1) ne converge pas vers 0. Donc la suite (a,, ™) non plus et la série de terme
général a,a™ diverge. Il en résulte que R < 2. On a donc R = 2.

)

On aurait pu également regarder les séries des termes de rang pair et de rang impair. D’ailleurs
pour le calcul de la somme, on écrit

0 x2n 0 x2n+l
S(x) = Z@ + 22nt1
n=0 n=0
Les deux séries sont géométriques, et donc
1 z 1 16 2z
S = — p— .
(@) _£+21_%2 6—22 1-a7

16

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre complexe z tel que || < R
la somme

S(z) = i anx",
n=0

dont le coefficient a,, vaut 1, sin = 4k ou n = 4k + 1, et vaut —1 si n = 4k + 2 ou 4k + 3.
Que se passe-t-il si || = R ?

On a |a,| = 1, donc la série est de rayon 1, et pour z = +1, le terme général de la série ne
converge pas vers 0, donc la série diverge. En écrivant

o o o o
S(z) = Z T Z LAk _ Z LAk+2 _ Z sl
k=0 k=0 k=0 k=0

les quatre séries sont de rayon 1, et si |z| < 1, on trouve

1 x x2 a3 14+x—a22— 23

S = — — =
(@) 1—x4+1—a:4 1—24 1—24 1—at
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Mais le numérateur se factorise sous la forme
l4z—a2?—2*=10+2)(1—2%),
d’ou

14+

Soit la série entiére de coefficient
n
1
Qp = Z H .
k=0

Trouver son rayon de convergence R, puis calculer pour tout nombre réel = tel que |z| < R,
la somme S(x) de la série.

La suite (a,) converge vers e. Il en résulte que la série entiére de terme général a,z” a le méme
rayon de convergence que celui de la série géométrique de terme général ex™, donc R = 1. On

o0 n 1 .
— |
> ()

reconnait dans la somme

o0 n o
x
le produit de Cauchy des séries Z ) et Z 2" . Doncsi |z| < 1, on a
n=0 n=0
el‘
S(x) =

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme -
24+ (n-2)!
Sy =y 2D,
n=3
Que se passe-t-il si || = R ?
Posons
2+ (n—2)!
an = '
n!
On a
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donc
1
Ay ~ — .
Alors
an, (n+1)2
Ant1 n2

et cette suite converge vers R = 1. De plus la série converge absolument si |z| < 1 par compa-
raison a une série de Riemann.

On peut dire également que la série est la somme de la série de coefficients 2/n! qui est de
rayon infini, et de la série de coefficients 1/(n(n — 1)) qui est de rayon 1. Elle a donc pour rayon
R =inf(1,00) = 1.

Alors, si |z| < 1,
S(x) =2 — _
(=) Zn! +Zn(n—1)
n=3 n=3
Puis en décomposant en éléments simples

[e.e] n
Y

" = an .z
S<$>:2ZH+ZTL—1_ZZ
n=3 n=3 n=3

et enfin . 1
" o "= 0 "
-9 il _ L
S() gn! +x7§n_1 2 ;
Finalement -
" X pn O pn
S()=2) Sz —-) —.
n=3 n=2 n=3
Alors
z2 22
S(z) =2<e””—1—:c—7> +z(—In(l —z) —x) — (—ln(l—x)—x—7> ,

ce qui donne
. 327
S(x)=(1—-2)In(1 —x)+ 2e —T—x—2.

De plus, d’apreés le théoréme d’Abel,

2 5
~1) = i =22+ 2
S(=1) = lim 5(z)=2In2+~ -,

et 9
S(1) = lim1 S(x) =2e— 3
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Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

Que se passe-t-il si || = R ?

Posons

= (=2)" + = = (=2)" <1 + ﬂ) ~(—2)".

n n2m

Comme la série entiére de coefficient (—2)™ est de rayon 1/2, on a donc R = 1/2. Par ailleurs si
|z| = 1/2, la suite (a,z™) ne converge pas vers 0 donc la série de terme général a,z" diverge.

On écrit
z™ > n
S(z)=> —+ > (—22)".
n=1 n=1

La premiére série est de rayon 1, et la seconde de rayon 1/2. On retrouve que R = 1/2. Donc si
|z| < 1/2, on obtient

2z
142z

S(z) =—In(1 —=x) —

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

Que se passe-t-il si || =R ?

Posons

1
=14 —.
R )

La suite (a,) converge vers 1, donc la série de terme général a,, a méme rayon de convergence
n ) n
que la série géométrique de coefficient 1. On a donc R = 1.

Alors, si |z| < 1,

S(x) = Z:lx" + 2_:1 n(f2)n ,

ou encore




92 CHAPITRE 2. SOMMATION DE SERIES ENTIERES

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme

Que se passe-t-il si || =R ?

Posons )
On a .
-1
lan| = ‘1 + —( )
n

et cette suite converge vers 1, donc la série de terme général a,, a méme rayon de convergence
que la série géométrique de coefficient 1. On a donc R = 1. De plus, pour |z| = 1 le terme général
ne tend pas vers 0, et la série diverge.

On a la somme de deux séries entiéres de rayon 1, et pour || < 1, on peut écrire

S =30 + >,
n=1 n=1

d’on
x

142

S(x)=—In(1l—z)—

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

o RN ECTES

Que se passe-t-il si || = R ?

Posons 5
an = — +n(=1)".

On a
jan]  n | 142D

B 1 2(-nHt
|an+1| n+ 1 + W

I
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et cette suite converge vers R = 1. Comme |a,z"| ne tend pas vers 0 si |z| = 1, la série ne

converge pas dans ce cas.

Pour |z| < 1, on peut écrire

S(z) =2 Z %n - xZn(—x)"‘l .
n=1 n=1

Comme la série de terme général nz™ ! est la dérivée de la série géométrique, on a

o0
1
nz" ! = —_—
2 = oy

d’ou
z

S(z) =—-2In(1 —=z) — e

somine

Que se passe-t-il si || = R ?

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

Cherchons tout d’abord le rayon de convergence de la série dérivée
o
SI(I') — Z 2(—1)”nxn—1
n=1

en séparant les parties paires et impaires. Ce rayon est aussi R.

La partie paire

o0 o0
Z 2%y 2P~ — 4y Z(4:E2)p_l
p=1 p=1

est une série géométrique de raison 4z qui converge si et seulement si 422 < 1. Son rayon de

convergence est donc 1/2.

La partie impaire

ig—(2p+1)$2p _1 i 3:_2 ’
= 2 4

p=0

est une série géométrique de raison 22/4 qui converge si et seulement si 22/4 < 1. Son rayon de

convergence est donc 2.
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Alors la série entiere S’(z) est de rayon R = min(1/2,2) = 1/2.

On peut calculer S'(x) si |z| < 1/2. On obtient

RN S SRS RN W B
YT T2 142 a1 1-%)°

On obtient la valeur de S(x) lorsque |z| < 1/2 en cherchant la primitive de S’(z) nulle en 0. On
obtient donc

S(x) = —%ln(l — 42%) +% <ln (1 + ;) —In <1 - g)) .

La partie paire de S vaut
o 22n

Sp(z) = Z o zn

n=1

et lorsque |z| = 1/2, le terme général vaut 1/(2n). Cette série diverge donc. Par contre la partie
impaire converge lorsque || = 1/2 puisque le rayon de convergence vaut 2. Il en résulte que la
série S(z) converge si et seulement si |z| < 1/2.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la

S(z) = Z nD" gm
n=1

somine

Que se passe-t-il si || =R ?

Puisque
n

0 Sn(_l) <n

— 9

le rayon de convergence de la série proposée est supérieur a celui de la série de terme général nx™
qui vaut 1. Par ailleurs, si = 1 la suite (n(_l)") n’est pas bornée, donc R < 1. Il en résulte que

R=1.

Pour calculer S(x), on sépare les parties paires et impaires.

o 2n+1

0
x
S(I‘) = Zan2n + Z m,

et comme les séries entiéres de termes généraux 2nz?"~1 et x2"*+1/(2n + 1) sont respectivement
série dérivée et primitive de la série de terme général z?" qui est une série entiére de rayon 1,
elles sont aussi de rayon 1.
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Soit = dans | —1, 1[. Posons

o . 1
f(x)::222x2 ::1__x2'

Alors
222

o o
E 2n __ E 2n—1 __ ! _

et

T

>, gpntl ’ 1 1 1 1.1
> =/f<t)dt:/—<—+—>dt:_1n tr
=+ 1 2 \1+¢t 1-—t 21—z

0 0

Donc, pour tout z de |—1, 1[, on a

222 1, 1+x
4o .
22 2 "=

S(z) =

Pour z = +1 le terme général de la série ne tend pas vers 0, donc elle diverge.

2.4 Séries diverses

Soit (an)n>0 une suite périodique de période T vérifiant pour tout n > 0

An+T = Ap, .

Calculer le rayon de convergence R et, pour z dans | —R, R[, la somme

S(z) = i anz"
n=0

de la série entiére de coefficients a,.

On suppose la suite (a,) non nulle, sinon S(z) = 0.
La suite (ay,) étant bornée, le rayon de convergence de la série de coefficients a,, est supérieur a
celui de la série de coefficients 1, donc R > 1. Par ailleurs la suite (a,) ne converge pas vers 0

sinon elle serait nulle, donc R < 1. Il en résulte que R = 1.

On écrit, si |z] < 1,

T-1 oo
S(z) = Z anz" + Z anx",
n=0 n=T
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puis, en changeant d’indice de sommation

T-1 o)
S(z) = E anz" + E anyra™ T
n=0 n=0

Alors, en utilisant la périodicité

T—1 o) T—-1 o)
S(z) = E anx’ + E an,z" T = E anx” + zt E anpx”,
n=0 n=0 n=0 n=0

et finalement
T-1

S(@) = ana" +27S(x),

n=0

ce qui donne

Soit P(x) = x? + bz + ¢ un polynéme de degré 2 a coefficients complexes. Soit une suite
(an)n>0 vérifiant, pour tout n > 0, la relation

Gnto + bany1 4+ cap =0,

avec ag et a1 non tous les deux nuls.
Calculer en fonction de P, ag et aj, la somme S(z) de la série entiére de coefficients a,, et
préciser le rayon de convergence de cette série.

Sin>2 ona
ap = —bay_1 —can_2,

donc la suite est une suite récurrente linéaire. Si I'on appelle A1 et Ao les racines de P, on sait
que, si Aj est distinct de Ao, la suite (a,) est une combinaison linéaire de suites géométriques.
On a

an = 1A} + ag\y .

La série entiére de terme général a,z™ posséde alors un rayon de convergence supérieur a
min(1/|A1],1/Az2]).
D’autre part, si Ay = Ay on a

an = (a1 + nag) AT

et de nouveau le rayon de convergence est non nul. Il est supérieur a 1/|\1].



2.4. SERIES DIVERSES 97

Plutét que d’utiliser les expressions de a, précédentes, on va utiliser la relation de récurrence
pour calculer S(z).

Si|z| < R, on a

o0
S(z) = ag —|—a1:E+Zanx”,

n=2
donc
o0
S(xz) = as+ax— g (bap—1 + cap—2)x"

n=2

o0 o0
= ag+ajx—br E 12" — ca? E Apy_ox"™ 2

n=2 n=2

o o
= ag+ajx— bz E anx™ — ca? E anx™ .

On voit réapparaitre la somme S(z), et 'on obtient
S(x) = ag + a1z — bx(S(z) — ag) — cx®S(z),
c’est-a-dire ;
ap + z(a a
S(a) = 20t (a1t bao)
1+bx+cx
Si ¢ est non nul, le dénominateur de cette fraction a pour racines 1/A\; et 1/Aa. Si ces valeurs sont

distinctes, et si numérateur et dénominateur n’ont pas de racine commune, la fraction rationnelle
S(z) se décompose en éléments simples sous la forme

_ M M2
S(x)_l—)\lx—i_l—)\gx'

On en déduit que la valeur du rayon de convergence est dans ce cas

1 1
R=miny —,— .
{I/\1| |A2|}

Si la racine du numérateur et aussi racine du dénominateur, par exemple si

b
o\ + 0ag — AL
ag
alors )
R= —
Azl
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sauf si
a1 + bag

aop

=A1.

Dans ce cas, comme dans celui ou b = ¢ = 0, la série est un polynéme, donc de rayon infini.

Soit o un nombre réel.

L oy . os(na sin(na
1) Trouver le rayon de convergence des séries entiéres de coefficients (na) et (na)
n n

2) Lorsque |z| < 1, calculer la somme
=3
n=1 "

3) Montrer que pour |z| < 1 on a

[e SR .
x T sin o

E — =arctan | ——— | .
n 1 —xcosa

n=1

1) Les deux séries ont méme rayon de convergence que leur série dérivée dont les termes généraux
sont respectivement

cos((n+ Da)xz™ et sin((n+1)a)z"

Puisque
|cos((n+1)a)| <1 et |[sin((n+1)a)l <1,

on obtient, dans les deux cas, que la série est de rayon supérieur ou égal a 1.
De I'égalité
cos(2(n + 1)a) = 2cos?((n + 1)a) — 1,
on déduit que la suite (cos((n + 1)a))) ne peut converger vers 0. La série de terme général
x™ cos(na
x™cos((n + 1)ar) est donc de rayon 1, ainsi que la série de terme général # .
De I'égalité
sin((n + 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sin o,
on déduit que si la suite (sin(na)) converge vers 0, alors la suite (cos(na) sin ) converge vers 0,

et puisque la suite (cos(na)) ne converge pas vers 0, c’est que sin « est nul, c’est-a-dire que « est
multiple entier de 7.

Réciproquement si a = km avec k entier, alors la suite (sin(n + 1)) est la suite nulle.
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n
La série entiére de terme général — sin(na) est de rayon 1 lorsque « n’est pas un multiple entier

de 7 et est de rayon infini sinon.

2) Lorsque |z| < 1, on peut calculer la somme des deux séries simultanément en posant

flx) = Zw" el;w‘ .
n=1

On obtient en dérivant

o 16 e —ilx o
: e el —e "z e —x
f/(ﬂi') § :ez(n—l—l)al,n ( )
n=0

l—elog 1 —2zcosa—+a2 1—2xcosa+x2’

Donc )
cosa —x ) sin «

fi(a) =

11— 2xcosa+ 22 t 1—2rcosa+ 22"
Alors A est la primitive nulle en 0 de Re f. Donc

1
Ax) = ~3 In(1 — 2z cos a + 2?) .

3) Sil'on pose
oC wn
B(z)=3 T
() 2 sin(na) ,

alors la fonction B est la primitive nulle en 0 de Im f.

Or en dérivant la fonction h définie par

T sin o
h(z) = arctan <7> ,
1—zcosa

qui est nulle en 0, on obtient
h'(x) = Im f(x).

On a donc bien
n

[e.e] .
" xsin

E — sin(na) = arctan | ——— | .
n 1 —-xcosa

n=1

Soit la série entiére

> x2n+1
S<w):§(2n+1)(2n—1)---1'

Trouver le rayon de convergence. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par S. En
résolvant cette équation en déduire que, pour tout x réel,

S(z) = /2 / 121
0
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Si 'on pose
p2n+1

2n+1)2n—1)--- 1’

Up(x) = (

on a,

unsa(@)] _ 2

lun(z)]  2n+3°

et ceci tend vers 0. La série de terme général u,(x) converge absolument pour tout x réel, et la
série entiére est de rayon infini.

En dérivant

donc
@) =142 2 1+ 28
S'(z) = —i—a:nzz:l@n_l) 1 + zS(x),

et S est solution de I’équation différentielle linéaire
S'(x) —zS(x)=1.
On retrouve facilement les solutions de I’équation homogéne
S'(x) —2S(x) =0,
en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit ’équation

ce qui donne en intégrant
2

mwuﬂ:A+%,
ou A est une constante. Les solutions cherchées s’obtiennent en prenant I’exponentielle. On trouve
S(z) = Kex2/2,
ou K est une constante quelconque.

Alors, en faisant varier la constante, on cherche une solution de ’équation compléte de la forme

Donc
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ce qui donne

K'(ac)eIQ/2 =1,

donc
K'(z)=e /2,

et finalement

K(x) :/e_t2/2d7H—C’,
0

ou C est une constante, d’ou

S(z) = e /? / e /2t + C
0

On détermine la constante C' en remarquant que

Finalement

Soit la série entiére

B (2n)(2n —2)---2 n
S(w)_x+;(2n+1)(2n—1)...1w2 +1

Trouver le rayon de convergence R. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par S.
En résolvant cette équation en déduire S(z) pour tout x réel tel que |z| < R.

Si 'on pose

2n)2n —=2)---2  apps

W) = G e -1t

on a

s (2)] _ 2n+2)

[ ()] (2n + 3)

et ceci tend vers 22. La série de terme général u,(z) converge absolument si |z| < 1, et ne
converge pas absolument si |z| > 1. On a donc R = 1.
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En dérivant

o
() = 142
5'(a) e +Z 2n—1 2n—3)---1x

Cn—-1)+1)2n—-2)---2 ,
= 142 n
e +Z (2n — 1)( 2n—3)---1 ¢

o
2n —2)- 2 —2)---2
n=

(2n 3)- 2n—1 2n—3)---1

n—2 -2 on—2)...2 3
- <1+Z =3 1 2>+$<$+Z 2n(—1)(2n)—3)---1x2n 1)'

Finalement, si |z| < 1,

S'(z) =1+ 228 (x) + 25(z),

soit

(1—2%8"(z) —zS(x) =

On retrouve facilement les solutions de I’équation homogéne
(1—2%8(z) —xS(z) =0,
en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit ’équation

S(z) T 12
ce qui donne en intégrant

In|S(x)] =A— %ln(l —2?),

ol A est une constante. Les solutions cherchées s’obtiennent en prenant ’exponentielle. On

obtient
K

o)==

ou K est une constante quelconque.

Alors, en faisant varier la constante, on cherche une solution de ’équation compléte de la forme

5(@:%.
Donc )
gy K@ K@
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ce qui donne

K'(z)
1—2?)—=L =1,
(1-at) =
soit
K'(2) = ———
Vi
On obtient

K(x) = arcsinz + C',

ou C' est une constante, puis

arcsinx + C

V1—22

On détermine la constante C' en remarquant que

S(z) =

S(0)=C=0.

Finalement
arcsin x

)=

Soit la série entiére

> on)(2n —2)---2
T(x)=xz+ ;(—1)" (27(1 +)§)(2n _)1) — 1w2”+1 :

Trouver le rayon de convergence R. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par 7'
En résolvant cette équation en déduire 7'(x) pour tout z réel tel que |z| < R.

Si 'on pose
B . (2n)2n-—2)---2 n
(@) = ) Gy - 1)..-1362 i

on a,

[Ung1(z) _ (2n +2) 22
lup(z)|  (2n+3) " 7

et ceci tend vers 22. La série de terme général u,(z) converge absolument si |z| < 1, et ne
converge pas absolument si |z| > 1. On a donc R = 1.
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En dérivant
n)(2n —2)---2
T/ — 1_2 TL 2n
(z) v +Z 2n—1)(2n—3)---1w

B (Cn—1)+1)2n—-2)---2 ,,
= 12 +Z 2n—1)(2n—3)--~1 v

n(2n—2 2 (2n—2)---2
- 1-— 2n 2n
o +Z @2n—3)...1 7 +Z Ve —1@En -3 1"
> a1(2n—2)---2 ,
- 1-2° <1+Z<—1> 1m$2 i
n=2

(20 —2)---2 .
_x<x+z 12n—1)(2n—3)---1x2 1)'

Finalement, si |z| < 1,

T'(x) =1 — 2T (x) — 2T(z),

soit
(14 22)T' () + 2T (x) = 1.

On retrouve facilement les solutions de I’équation homogéne
(14 2*)T' () + 2T (x) =0,

en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit ’équation
T (x) x
T(x) 1422’

ce qui donne en intégrant
1
In|T(z)|=A—- 3 In(1 + 2?),

ou A est une constante. Les solutions cherchées s’obtiennent en prenant l’exponentielle.

K

T@) =

ot K est une constante quelconque.

Alors, en faisant varier la constante, on cherche une solution de I’équation générale de la forme
K(z)

T =

Donc

T'(z) = N - Vit 2
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ce qui donne

2
(1+ %) o =1,
soit
K@) = ———
V1+2?
On obtient

K(x) =argshz + C,

ou C' est une constante, puis
argshx + C

V1+ 22

On détermine la constante C' en remarquant que

T(x)=

T(0)=C =0.

Finalement

_In(z + V14 22)
Vi+a?

T(x)

1) Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de terme général

n! p2ntl
1-3---(2n+1)

Up(x) =

Pour tout x de l'intervalle | —R, R[, on pose

oo

_ n! 2n+1
S@)_Z;13~-0n+u$ ‘

2) Montrer que la fonction S est solution de ’équation différentielle
(E) (x® = 2)y +ay+2=0.

3) Déduire de ce qui précéde une expression explicite de S.
4) La série converge-t-elle lorsque z = R?

1) On a
(@] ntl
[un ()| 2n+3°

et ceci converge vers x2/2. Il résulte de la régle d’Alembert pour les séries numériques que la
série converge absolument si #2/2 < 1, c’est-a-dire si |z| < v/2, et ne converge pas absolument si
22/2 > 1, c’est-a-dire si |#| > v/2. On a donc R = /2.
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2) Posons
n!
B S Y
Pour tout x de | —v/2, v/2[, on obtient
o
S'(z) =) _(2n+ Danz™,
n=0

donc, si 'on pose
F(z) = (2% - 2)S'(z) + zS(z),

on a

o0 fo%s) 00
LG Z(Qn + 1)apz®+? -2 Z(Qn + Dayz™ + Z apx?t?
“) 0o
= 2(271 + 2)apz?" T — 2 Z(Qn + 1)anz®"
n=0 n=0

o0 o0
= Z 2na, 122" — 2 2(271 + Dayz®
n=1 n=0
o0
= Z 2(nan—1 — (2n + Vay)z*™ — 2,
n=1
et puisque na,—1 — (2n + 1)a,, est nul pour tout entier n, il en résulte que
(z% —2)8"(z) + xS(z) = —2.
Donc S est bien solution de 1’équation (FE).

3) Si |z| < v/2, on résout I'équation homogéne en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit ’équation

S(x)  2—a2’
ce qui donne en intégrant
In|S(z)] = A — %m(z —a?),
ou A est une constante. En prenant ’exponentielle on obtient

K

=

ou K est une constante quelconque.
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Alors, en faisant varier la constante, on cherche une solution de ’équation compléte de la forme

x2 =2

WK/(@ =-2,

donc
2 V2

ST v

et finalement .

+C,
V2

K (x) = 2arcsin
ou C est une constante.

Alors, compte-tenu du fait que S(0) = 0, on obtient C' = 0 et finalement

2
S(x) = ——— arcsin <

V2 — x? V2

4) En multipliant le numérateur et le dénominateur de a,, par 2-4--- (2n) = 2"n!, on peut écrire

2" (n!)?

ST

Alors, en utilisant la formule de Stirling, on obtient

B 2+l 221 (n!)2 V2 220 (%)% 2nm

e

SIS
5-

et la série diverge par comparaison a une série de Riemann.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z| < R la
somme
Sx) = _ ",
(@=2 13- (2n+1)"
n=0
Posons
n!
MTIs  (2nt 1)
On a
anp  2n+3

9

An+1 n—+1

et cette expression converge vers R = 2.
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Lorsque |z| < 2, cherchons une équation différentielle linéaire vérifiée par S. On remarque que,
pour n > 1, on a

1-3--2n—1) 1-3---(2n+1)

n! 1 (n—1)! (n—1)!
1-3--(2n+1) 2( >

Alors

B 1 (S (n=1) o= (n—1) n
S(x) = 1+§<Zl.3...(2n_1)”” _21-3---(2n+1)w>

En dérivant cette relation, on obtient, toujours si |z| < 2,

5'(@) = 5(8@) +25'e) ~ 5 > Ty

n=1
et en multipliant par 2z,
225’ (z) = xS(x) + 225" (z) — (S(z) — 1),

c’est-a-dire

2z — 22)S'(z) — (x — 1)S(x) = 1.

On résout ’équation homogéne en utilisant le procédé heuristique suivant :

S0 " m 2 et )

In|S(z)] = —% Infe(z —2)| + A,

on écrit ’équation

on obtient en intégrant

ou A est une constante. En prenant I’exponentielle on en déduit

K
Vie@@ =2)]’

ou K est une constante quelconque. On fait varier la constante en cherchant une solution de
I’équation compléte de la forme

S(z) =

S(@) = K@
(2 —2)|
On trouve en remplacant
/
(20 —at) 2y,
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soit
oy Vz@ —2)
Ki(z) = z(z — 2)

Lorsque z appartient a l'intervalle ]0, 2, on a

1 _ 1
V(2 —x) \/1—(1—3:)27

K'(z) =

et donc
K(x) = arccos(l —z) + C

ou C est une constante. Alors

arccos(l —z) + C
S(z) = .
(=) (2 —x)

Mais puisque S(z) a une limite finie en 0 qui vaut 1, et que le dénominateur s’annule en 0, il
doit en étre de méme du numérateur, donc C = 0.

Lorsque z appartient a l'intervalle | —2, 0, on a

o1 1
Kl = z@x—2) JA-z)2-1]

et donc
K(x) =argch(l—2z)+C

ou C' est une constante, et le méme argument que ci-dessus montre que C = 0.

Finalement
arccos(1l — x)

) sixz€]0, 2]
S(z) = 1 sizx=0
argch(l-2) o e1-2,0].
x(x —2) ’

Soit la série entiére de coefficient

! 1
= ——dt
an = /0 (2 T t2)n+l :

1) Si R est le rayon de convergence de la série, montrer qu’alors R > 2.
2) Lorsque |z| < 2, calculer la sommes partielle \S,, et montrer que la suite (.S,,) converge.
3) En déduire la somme S(x) de la série et que R = 2.
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1) On a tout d’abord

0<a,= 1 ! dt < 1
S an = 0 (2 4 t2)"+1 — on+1l°’
Puisque la série géométrique de terme général z"/2"+! a pour rayon de convergence 2, on en
déduit que R > 2.

2) Pour |z| < 2, calculons la somme partielle S,, de la série entiére. Tout d’abord en sommant la
série géométrique, on obtient

x n+1
1— —=—
En: zk 1 <2+t2> B 1 (. i
k_0(2+t2)k+1_2—|—t2 1_ w2 C2—x 4 t2 2 + t2 ‘
- 2+1

En intégrant, on obtient donc

n 1 1 n+1
dt x dt
_ k_
S"(w)_kz_oa” _/0 2—x+t2_/0 <2+t2> 2t

/1 z \"T a4t N T
o< NSy g
0 \2+t? 2— 1z +t? 2 0 2—x+1t?

et puisque || < 2, le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini. Il résulte du

théoréme d’encadrement que la suite / 3
0 \2+t

Mais

m) converge vers 0, et donc
-

1
dt
ue la suite (\S,,) converge vers _
4 (Sn) & /0 2zt

3) Cette intégrale se calcule et 1'on obtient finalement
1

t 1
m]ozm

arctan arctan

S(z) = {

On remarque que

1 1
V2—x NI

linzni S(xz) =400,

ce qui ne serait pas possible si on avait R > 2, car la série entiére est continue sur |—R, R[. Il
en résulte alors que R = 2.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer, pour tout nombre x réel tel que || < R,
la somme de la série entiére de coefficient

1

tTL
= | ——dt.
n /1+t2

0
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Soit |z] < 1.Si 0 <t <1 posons

1+¢2°

fn(t) =

0< fult) < 2",

et la série de fonctions continues de terme général f,, converge donc normalement sur [0, 1]. On
peut intervertir les sommations, et on obtient

00 1

t .

7 O (tw)" dt / 1+t2 1—t:1:)
n=0 0

Pour x fixé, on décompose la fraction rationnelle de la variable ¢ en éléments simples

1
S [
n - 1+
0

n=0

1 1 L+te a?
(1+t2)(1—tz) 1422 \1+t2 1—ta)’

L’intégrale se calcule alors et ’on trouve

[e.e]
1 1
Zana:" = i [arctant—kgln(tz—i-l)—a:ln(l—ta:)]o
1 ™ In2
= 132 <Z+Ta:—xln(l—a:)>.

On a montré en particulier que le rayon de convergence R de la série est plus grand que 1. Mais
on constate que la somme obtenue a une limite infinie lorsque x tend vers 1. Il en résulte que
I’on ne peut avoir R > 1. Finalement R = 1.

Déterminer le rayon de convergence R et calculer, pour tout nombre x réel tel que || < R,
la somme de la série entiére de coefficient
1
/ (1 —t*H)"dt.
0

Que se passe-t-il si || = R?

La suite (a,,) est décroissante positive. On peut calculer a,, en intégrant par parties. On obtient,
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pour n > 1,

1
an = |[(1—tH"| +2n (1 -t tat
1-sri oo [

1

1
= 2n /( -1 - ”1dt+0/ A=t at

0
= 2n(an—1 —ay).

On en déduit la relation de récurrence

2n
ap = A
n om + 1 n—1,
ce qui donne
(2n)---2 221 (n!)?

T o3 T Gnr)”

On obtient alors par la formule de Stirling

La suite (ay) converge donc vers 0. Par ailleurs la série entiére de terme général a,z™ a méme
rayon de convergence que la série entiére de terme général x"/\/n, et 'on voit facilement en
appliquant la régle d’Alembert, que cette série est de rayon 1.

L’équivalent précédent montre que la série de terme général (a,) diverge. Par contre la série de
terme général (—1)"a, converge puisque c’est une série alternée. La série entiére converge donc
si et seulement si z appartient a [—1, 1[.

Pour calculer sa somme S(z), calculons les sommes partielles de la série. On a

Mais

o _
}_L

1

1
n n 1_(1_t2)n+1xn+1
k 2\k .k
T /<E( t)ﬂ?)dt / I~ (- d

1

1—t2 / 1—:c +t2

0

et, selon le signe, de x on obtient facilement une primitive de la fonction f définie par

1

IO ==+
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Lorsque 0 < z < 1, on écrit

1 1
1+ (/5 )
et 'on obtient
1
/ arctan < .
1-— 1 — t2) 1 — x -
0
Lorsque —1 < & < 0, on écrit
1 1
£t) = =
®) (1—3:)1_< l__xt)2 2(1 —x) /
—T
et puisque

1—z +3:—1

ce nombre appartient a U'intervalle |0, 1[. On obtient cette fois

—x
1 1
/ 1 * 1—z
5 = In
1-— 1—t 2y/x(x —1) —z
0 1-—
1—z

1L VstV

1

= ————=In(vl—-= —)?
2 x(m—l)l( ! +V-a)
_ 795(;—1) In(vVI—z+v—2).

1

0 /z@ 1) Vi-z-v-z

t2 n+1|x|n+l

Lorsque z appartient & | —1, 1[, il reste & majorer 'intégrale /

0
rant (1 — t2)"*! par 1, on obtient

1 1

0

et il en résulte que cette expression a pour limite 0 lorsque n tend vers l'infini.

Enfin, lorsque x = —1 le théoréme d’Abel permet de prolonger par continuité.

1-(1-t)x

t2 n+1’w‘n+1 1
dt < |zt /7(#
/ < lal 1—(1—2)z
0

113

dt . En majo-
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On a donc finalement

1 T .
m arctan 12 siz€]0,1]
S(z) = 1 sizx=0
ﬁ In(vi—z+v—z) size[-1,0].

Soit (an)n>0 la suite réelle définie par ap = a3 =1 et, pour n > 1,

1 < (n
an+1 = 5 Z <k> AgQn—f -
1) Montrer que pour tout entier n, on a
0<a, <n!

a
et en déduire que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général —T: x™ est
n!
supérieur ou égal a 1.
2) Pour z dans | —R, R] on pose

2.a  Montrer que pour tout  de | —R, R[ on a

2 _ S an+1 n
S(m)—1+2; AR
2.b  Montrer que pour tout x de | —R, R[ on a
! 1 2
(@)= 1 (14 82()

et en déduire S(x).
3) Déterminer un majorant de R.

1) On montre les inégalités par récurrence. Tout d’abord 0 < ag = 0! = 1, et si 'on suppose que
pour tout k compris entre 0 et n, on a

0<ap <k,
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alors

0<ap4 <

EZ:O <Z> B! = Z”' (n+1)n! < (n+1)!,

ce qui donne les inégalités au rang n + 1. Elles sont donc vraies pour tout n > 0.

N —
El

On a alors
lan|
n!

<1,

et la série entiére de coefficient a,/n! a un rayon de convergence supérieur a celui de la série
géométrique. Donc R > 1.

2.a Si |z| < R, on a, en utilisant le produit de Cauchy,

S(m)2zz< %ﬁ) —ao—l-Z( 0< >akan_k) %

n=0 \k=0 k=

En utilisant la relation de récurrence, on obtient donc

o ,Z'n
2142 § 1~
n

n=1

2.b Si|z|] < R, on obtient en dérivant

Zan—i-l =1+ Zan—i-l

On en déduit que la fonction S vérifie sur | —R, R[ 1’équation différentielle

S'(x) = 5 (S(x)* +1),

N =

avec la condition initiale S(0) = ag = 1. Cela s’écrit encore

S@) 1
1+S(x)2 27
ce qui donne
arctan S(z) = g +C.
ou C est une constante, donc
S(x) = tan (g + C) .
Comme S(0) =1=tanC. On a
C= % + km
avec k entier, ce qui donne finalement
x

S(z) = tan <§ + Z) .
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3) Si on avait R > 7/2, alors la fonction S serait continue en 7/2. Mais tan (g + %) n’a pas de

limite finie en 7/2, d’ott une contradiction. Donc

R<m7/2.

Soit (un)n>0 €t (vy)n>0 deux suites de nombres complexes définies par ug = 1, vg = 0 et pour
tout entier naturel n,
Uptl = Up —Un €6 Upgp1 = up — 20y, .

Calculer les rayons de convergence et les sommes des séries entiéres de coefficients u,, et v,.

Posons

fi2) =D unz" et folz) =) vnz".
n=0 n=0

Soit Ry et Ro les rayons de convergence respectifs de ces deux séries entiéres. Si ces rayons ne
sont pas nuls, on a alors pour |z| < min(Ry, Ry),

[o¢] o0
fi(2) =uo+ Y uni12™ =ug+ > (un —vn)2"H
n=0 n=0

d’ont
fi(z) = uo + 2(f1(2) — fa(2)) -
De méme, obtient-on,

fa(2) = vo + 2(f1(2) — 2fa(2)) -

Les nombres f1(z) et fa(z) apparaissent donc comme solution d’un systéme linéaire

{ (1—2)fi(z) +2f2(2) =1
2f1(z2) = (2z4+ 1) f2(2) =0 °

Le déterminant de ce systéme vaut
(z—1DQ2z+1)—22=22—2-1

et admet comme racines réelles

Donc si |z| < (v/5 —1)/2, le systéme est de Cramer et on obtient les solutions

fl(Z):—ﬂ et fz(Z):— 5 z

22 —z—-1 22 —z—-1"
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Pour a # 0, la fonction qui a z associe
1 1 1
z—a  al-—

Qln

1 1
est développable en série entiére de rayon |a|. Alors et sont développables en
z—®  z4+1/P

série entiére de rayons respectifs

La fonction produit

z—(I)z—Fl/(I):zQ—z—l

est donc développable en série entiére de rayon (v/5 — 1)/2, et par suite les fonctions fi et
fo également. Comme ces fonctions ont un péle en (v/5 — 1)/2, le rayon de convergence des
deux séries vaut exactement (v/5 — 1)/2. En remontant les calculs, on vérifie que les coefficients
des développements en série entiére des fonctions obtenues satisfont bien les relations de ’énoncé.

Remarque : il est également possible de calculer explicitement u, et v, a partir de la relation

matricielle
Upt1) (1 —1 Unp,
Upe1)  \1 =2/ \w, /)~

Les suites (uy,) et (vy,) sont des combinaisons linéaires des suites ((—®)™) et ((1/®)™). Le calcul
de f1 et fo se rameéne alors & sommer des séries géométriques.

Pour tout entier naturel n on pose (intégrale de Wallis)

w/2
In:/cos"tdt.
0

1) Pour tout entier n > 2, trouver une relation de récurrence entre I, et I,_o. Que vaut nl, I,y
lorsque n > 17

2) Quel est le rayon de convergence R de la série entiére de terme général I, ?
Si |z| < R, calculer la somme

S(z) = i I,z"
n=0

de deux maniéres différentes :
2.1 en intervertissant des sommations;
2.1 en utilisant la relation de récurrence pour trouver une équation différentielle vérifiée par S.
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3) En déduire la partie paire et la partie impaire de S(x).
4) Si |z| < R calculer la somme
X .n
x
T@) =)+
n
n=0

en fonction de S(z).

1) L’intégrale de Wallis se calcule en intégrant par parties. Si 'on pose

u(t) = cos" 't et v'(t) =cost,

on a alors
u'(t) = —(n —1)sintcos™ 2(t) et w(t)=sint,
et donc
w/2
. _1,]7/? .2 -2
I, = [smtcos" t]o +(n—1) /sm tcos" “tdt
0
w/2
= (n—1) /(1 — cos?t) cos" 2t dt
0

= n—Dlp—2—(n—1)I,.
On en déduit la relation de récurrence

nl, =n—1)I,—2,

w/2 w/2
Ioz/dt:g et Ilz/costdtzl.
0 0

nlyl,_1 = (’I’L - 1)In—11n—2 s

avec de plus

On a alors

et la suite (nl,I,—1)n>1 est constante. On a donc
T
n[nIn_l = Ilf() = 5 .

2) On a
i = Lo
n—-+00 In—2 n—-+00 n

Les parties paires et impaires de la série on donc le méme rayon R? = 1. Il en résulte que la série
est de rayon 1.
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2.1 Soit x dans | —1, 1[. Posons
fu(t) =a"cos™t.

Pour tout ¢ de [0, m/2] et tout entier n on a
|z" cos™ t| < |z|™,

et la série de terme général |x|™ converge. Il en résulte que la série de fonctions continues de
terme général f, converge normalement sur [0, 7/2]. On peut intervertir les sommations et

w/2 /2

> dt
S = O™ | dt = -_— .
(@) / (Z(:pcos ) ) / 1 —xcost
o \n=0 0
En utilisant la relation
1 — tan? %
cost = 5
1 + tan? 5
on obtient
/2

1 —i—tanz%

Se) = / (1 —2)+ (1 + z)tan? dt.

t
<1 + tan? §> dt,

o
N[+

Le changement de variable

N —

t
u = tan 5 donc du =
est une bijection de [0, 7/2] sur [0, 1]. On obtient

1 1
arctan u( + a:) arctan Tt

1
20/1‘”“’ P [ ﬁ] v e

2.2 En dérivant, on a

o o
= Z nl,z" '=1+ Z nl, 2" "
n=1 n=2

On peut alors utiliser la relation de récurrence. On obtient
o0
(@) =14 (n—Dlhs2" ' =1+2U(z),

ou

Mais U(x) est la dérivée de

oo [e.e]
Z Iy_ox" =z Z In_ox™ % =2S(z),
n=2 n=2
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Donc

U(z) = z8'(x) + S(z)

et 'on obtient
S'(z) =1+ (xS (z) + S(x)),

ce qui donne I’équation différentielle linéaire
() (1—2%8"(x) —xS(z)=1.

On résout ’équation homogéne en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit

S'z) =«
S(z) 1—a2

ce qui donne
1
In|S(z)| = ~3 In(1—a2?)+ A
ou A est une constante, puis, en prenant ’exponentielle,

K

S(w) =

ot K est une constante quelconque.

Pour résoudre (%), on fait ensuite varier la constante en cherchant une solution de la forme

K (2)
Vi

ce qui donne en remplagant dans I’équation (x),

V1i-22K'(z) =1,

S(z) =

donc

1

K'(z) = \/T—ﬁ )

puis
K(x) = arcsinz + C',

ou C est une constante. On a alors

arcsinx + C

S(z) = Vg

Puisque

Czﬂ@:h:;
on trouve finalement
arcsinx + /2

S(z) = N
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3) En utilisant cette derniére expression, on obtient immédiatement

o]
= E [an2
n=0

1
\/1—x

w|=1

et

0o .
arCSlnfL’
‘T) = E [2n 2n+1 1
vV 1— fL'

4) En utilisant le fait que, sin > 1, on a

1 2
> = — nIn—l )
n T
on a donc
2 o=z 2 >
J— J— n
n=1 n=1
puis

T(x) = %<1+$ann 1" 1)=§(1—|—:L’U(:L’)).

n=1

Mais, en utilisant I’équation (x), on trouve

U(x) =25 (z) + S(z) =

d’ou

1@ =2 (14 50 2 LES),

1—22 )] 7 1—22

Déterminer le rayon de convergence R et calculer, pour = dans | —R, R[ la somme S de la

série de coefficient .
/ 2ntn 1-— t dt .
0

L’étude de la fonction qui a ¢ associe (1 — ¢) sur U'intervalle [0, 1], montre qu’elle atteint son
maximum en t = 1/2, et que ce maximum vaut 1/4. Donc

et on en déduit que
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Il en résulte que R > 2.

Il en résulte aussi que si I'on pose, pour x fixé dans | —2, 2],

falt) =2""(1—t)"2",

o= ()"

et donc que la série de fonctions continues f, converge normalement sur [0, 1]. On peut donc
inverser les sommations et I’on obtient

on a

1 1

22”75” — ndt =
1—2t1—t 2:13752—23:15—1—1

0 0

On calcule cette 1ntegrale suivant les valeurs de .

Si z appartient & I'intervalle ]0, 2, le trinome 2zt — 2zt + 1 a son discriminant
A = 4a® — 8z = 4a(x — 2)

négatif et

2t — x
arctan

:13(2—:E)]0 VT -

1
S(z) = m [arctan

Si x est nul, on obtient S(0) = 1.

Si x appartient a lintervalle ]| —2, 0[, le trindbme a son discriminant positif. Il posséde deux
racines réelles distinctes et la fraction rationnelle se décompose en éléments simples sous la
forme

1 T

1 1
20t — 2wt + 1\ /a(z — 2) <2t:n—:n— z(z —2) 2t:13—x—|—\/3:(:13—2)>.

On a donc

1
1 2tr —x — a:(x—2)] 1 ! x(r —2) —
= n

S(x) = In .
(=) [2 x(xr—2) |2tz —zx+ Jx(z—2) Vel —2) a(z—-2)+az

On remarque en particulier que S(x) a une limite infinie lorsque z tend vers 2, ce qui ne serait
pas possible si 'on avait R > 2. Il en résulte donc que R = 2.




Chapitre 3

DEVELOPPEMENT EN SERIE
ENTIERE

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 des fonctions f et g définies
par
f(x) =arcsinz et g(x)=argshz,

et préciser les rayons de convergence.

On a
Fa)= -2 et gla) = (142?72,

On commence par chercher le développement de (1 + w)_l/ 2 qui est de rayon 1. On a
(1+a2)"12 = -2 (_E)(_i—l)'”(—g—n—kl)xn

2 n!
n=2
o 1 3 2n—1
o n!

[e.e]

1-3---(2n—1)
= 1+ Z(_l)n on pl !
n=1

En multipliant numérateur et dénominateur par le produit
2-4---(2n) =2"n!
on obtient
“12 _ oo_n(Zn)! n_oo_n2n "
(1+z)" Y2 = 1+n§_:1( 1) P _Z( 1) <n> oo

Alors
1,271

o= (") .

n=0
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et
/=30 ()

En prenant les primitives nulles en 0, on en tire les séries voulues (de rayon 1),

x2n+l

. > /2n
arcsmxzz n m7

et

e . m w2n+1

n=0

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

f(z) = arctan <1 _T_ ii)

et, préciser le rayon de convergence R.

La fonction f est dérivable sur R et, pour tout z réel, on a

2z

f@) =1

On peut donc utiliser la série géométrique pour obtenir, pour tout = de | —1, 1,
[o¢]

1 4
A

n=0

et donc
[o¢]
_ Z 2(_1)n+1$4n+1 )
n=0

Alors R =1 et la fonction f admet dans | —1, 1] le développement en série entiére

0 1 w4n+2 41 w4n+2
n _ n
0)+§_:02(_1) 4n + 2 _+Z 41
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Soit f la fonction définie sur R\ {—1,2} par
1
f@=—mass

1) Développer la fonction f en série entiére au voisinage de 0 et préciser le rayon de conver-

gence R.
2) Quel est le développement limité de f a l'ordre 3 au voisinage de 07

1) La fraction rationnelle se décompose en éléments simples. On obtient
1 1 1 1 1 1 1
fuy_§<1+w+2—w>_§<1+x+§1—xﬂ>'

Il apparait la somme de deux séries géométriques, la premiére de rayon de convergence 1 et la
seconde de rayon de convergence 2. Il en résulte que la somme admettra R = 1 comme rayon de

convergence. Alors, pour |z| < 1,

1 [— 1 o= z" 1 — a1 "
fla) = 3 <Z_%(—1)"95" +3 2%) =3 Z;) <(—1) + 2n+l> A

2) Le partie réguliére du développement limité a l'ordre 3 de la fonction f n’est autre que la

somme partielle d’ordre 3 de la série, donc

1 2 n 1 n 3 1 X
f(w):§2<(—1) +2n+1>w +o(m):§_z+ 2 G

n=0

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

f(z) = In(z* — 52 + 6)

et préciser le rayon de convergence R.

On a, si x < 2,
f(z) =In[(x —2)(x —3)) =In(2 —z) + In(3 — x),
et la fonction f est dérivable sur I =] —o0, 2[. Pour tout x de I, on a
1 1 1 1 1 1
f/(l'):_ -9 _ .= "5 Y T

Si - appartient & | —2, 2[, on peut utiliser la série géométrique et 1'on obtient
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De méme, si z appartient & | —3, 3], on a

_Z3n’

Z
3 n=0
Il en résulte que, si x appartient & | —2, 2[, on obtient

[e.e]

1 1
! —
f(””)——z<w+w>w"'

n=0

On en déduit alors

> 1 1 n+l > 1 1 n
J“(96)=J“(0)—Z<2n+1 +3n+1> S+1 =1n6—z<2_n+3_n>%,

La série entiére a pour rayon de convergence R = 2.

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par
flz) = (22 +3)7

et préciser le rayon de convergence R.

On écrit tout d’abord ) )

1
2r+3 31+2°

On se raméne ainsi & une série géométrique de rayon R = 3/2, et 'on a, si |z| < 3/2,

x+3 :%ij ()" i

Alors, en dérivant cette relation, on obtient, toujours si |z| < 3/2,

_100 2nn—1
(2x+3 3223 ()x :

d’ou 'on tire

n

1 1 0 92 n+1 00 9
BT 6 S+ 1)(-1)" <§> 2= 3 ) g

n= n=0
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Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

222 4+ 1

1@ = o= =1

et, préciser le rayon de convergence R.

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples sous la forme

b c
J@=at Tyt
En multipliant par  — 1 et en remplagant = par 1, on obtient b = 3.
En multipliant par 2z — 1 et en remplagant x par 1/2, on obtient ¢ = —3.
Le rapport des coefficients des termes de plus haut degré vaut a = 1. Donc

3 n 3
1—z 1—2z¢°

flr)=1-

La décomposition en série donne alors

o0 o0
fl@)=1-3>"a"+3) 2"a".
n=0 n=0

La premiére série est de rayon 1 et la seconde de rayon 1/2, donc le résultat est de rayon R = 1/2,
et I'on a

fl@)=14> 32" - 1a".
n=1

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

2+ 1

flo) = z—1)(z +2)

et, préciser le rayon de convergence R.

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples sous la forme

c d

_|_

f(:n):azn—l—b—l—x_l T3

En multipliant par  — 1 et en remplagant x par 1, on obtient ¢ = 2/3.
En multipliant par = + 2 et en remplagant « par —2, on obtient d = 7/3.
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En effectuant la division euclidienne de 2% + 1 par 22 + 2 — 2, on obtient le quotient z — 1, donc
a =1 et b =—1. Finalement

2 1 7 1
=—1+4z—= —
f(x) +z 31—w+61_|_

La décomposition en série donne alors
=-1 - = "= o =
f(x) +x 3 nEZOw + 5 ngzo( ) 5n

La premieére série est de rayon 1 et la seconde de rayon 2, donc le résultat est de rayon R =1, et

lon a
o0
f(ac):Zanx”
n=0
ou
1 2+7 1
an = —1 — — - = ——
0 36 2
(on vérifie que c’est bien f(0)),
2 71
M=y 62T

Finalement

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

1

o) = e )

et préciser le rayon de convergence R.

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples sous la forme
a b c

ao1e +

r—1 x—-2°
En multipliant par (z — 1)? et en remplacant 2 par 1, on obtient a = —1.

flz) =

En multipliant par z — 2 et en remplagant = par 2, on obtient ¢ = 1.

Enfin
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d’ott b = —1. Finalement
1 1 1 1
f($)__(1—x)2+1—3:_§1_f'
2
On a successivement, si |z| < 1,
1 o
— n
1—1 Zx ’
n=0
puis, en dérivant,

1 [e.e]

s = Z(n + 1)z".

Enfin, si |z| < 2,
1 S
T — on
1-— 5 n=0 2n
on obtient donc
> 1
HORDS [—”—W] !

n=0
Le calcul précédent est valable si |z| < 1, donc le rayon de convergence R est plus grand que 1.
Comme le dénominateur (z — 1)?(z — 2) s’annule en 1, on a aussi R > 1, donc R = 1.

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par

f(z) = arctan(1 + x)

et, préciser le rayon de convergence R.

1

On a
/ —_—
f(x)_2+2w+x2'

N

Plutot que de décomposer f'(x) en éléments simples sur C, on peut écrire

z
U TR S
= 2 2 2
1+z+ — I+ —
2 4

Si 2% < 4, on en déduit,
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) = 3 (1me 5) e

n=0
0 4n 4n+1 4n+2
x x x
- Z <(_1)n 22nt+1 (=" 92n+1 + (=" 22n+2>
n=0

On obtient donc f(z) en intégrant, et, le terme constant vaut

f(0) = arctan 1 = Z )

donc -
T
f(f]:) = Z +Zanf]}'n,
n=1
ou, sip > 0,
Adp+1 = —(_1)P Q4p42 = —(_1)P+1 A4p43 = —(_1)P
PR 0wl (gp 1) 0 TR 22l (ap 4 2) 0 TP 92 (4p 4 3)°

les coefficients a4, étant nuls si p > 1.

Le calcul précédent est vrai lorsque |z| < V2, ce qui montre que le rayon de convergence R est
supérieur a 2. Comme 2 + 2z + 22 s’annule pour —1 + i, on a nécessairement

R<|—1+i=V2.

Finalement

R=+2.

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie par
fl@) =1 +z+2?)

et préciser le rayon de convergence R.

En écrivant, si |z] < 1,

on obtient



131

Donc

In(1 +z 4 2?) = Z anz"

o, lorsque n =3p+1ou3dp+2avecp>0,ona

et lorsque n = 3p avec p > 1,

2
Ap = ——.
n

Le calcul précédent est vrai si |z| < 1, ce qui montre que le rayon de convergence R est supérieur
a 1. Comme 22 + z + 1 s’annule pour j, on a nécessairement

R<|jl=1.

Finalement

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0, de la fonction f définie par
fz)=(z+1)In(z+1)

et, préciser le rayon de convergence R.

On peut utiliser deux méthodes :

Premiére méthode. On écrit
flz)=zxzIn(z+1)+In(z+1).
En utilisant le développement en série entiére de In(1 + x), on obtient si |z| < 1,
o0

o
. (_ n 1‘,17 + TL 1:13 ( n 1:E + TL 1:13
e N > >

n=1
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En changeant de variable dans la premiére somme, on trouve

[e.e]

f@) = >(-1) s
n=2
— Z( n 11’ +z
=2

= :L'—|—Z n—1)$n'

On s’assure alors que la série est de rayon 1. En effet, si

1
= (=) —
an = )n(n—l)’
on a
lan]  n+1
|ant1|  n—1"

et la suite (|an|/|an+1]) converge vers R = 1.

Deuzieme méthode. On utilise le fait que (z + 1)In(z + 1) — = est la primitive, nulle en 0 de
In(1 + z). La primitive est donc une série de rayon 1, et, si |z| < 1,

e l,n-l—l e . "
et donc -
(:E+1)ln(:n+1)::1:—|—2(— ﬁ

n=2

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0, de la fonction f définie par
f(x) =cos(x + 1)

et, préciser le rayon de convergence R.

On écrit
f(z) =cosxcosl—sinxsinl,
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d’ou I'on déduit, pour tout x réel, puisque les séries sont de rayon infini,

2n+1

—coslz smlz 2n+1)

On a donc R = 400 et

o0
cos(z +1) = Z anz",
n=0
avec ) )
cos sin
—(—1 n t — (_ n+1
ag, = (—1) 2n)! et agpi1 = (—1) (2n + 1)!

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0, de la fonction f définie par

fle)=v2—=x

et préciser le rayon de convergence R.

On écrit

f(x):\/§<1_§)1/2.

On obtient alors une série de rayon R = 2, et 'on a, si |z| < 2,

flz) = ﬂi%(%_l)(%_n—i_l) i(_l)nxn

n! n

B T =1-3---(2n-3)
- vafimtey )

221

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0, de la fonction f définie par

In(1 — z)
1—2x

flz) = -

et, préciser le rayon de convergence R.

La fonction s’obtient comme le produit de deux séries entiéres de rayon 1. C’est donc une série
de rayon 1 au moins, et comme f(x) tend vers U'infini lorsque = tend vers 17, le rayon est R = 1

exactement. Comme
1 o0
= " et —In(l—x) —
—=> Z
n=0
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on obtient immédiatement, en appliquant le produit de Cauchy,

k=1

Développer en série entiére & Iorigine la fonction f définie par

@)=\ +V1+a?

et, préciser le rayon de convergence R.

La fonction f peut s’écrire comme composée de fonctions développables en série entiére mais on
n’a pas, a4 ce niveau, de résultats permettant d’exploiter cela. Par contre, si on montre que f
est solution d’une équation différentielle linéaire & coefficients polynomiaux, alors on pourra dé-
terminer facilement les coefficients en résolvant ’équation différentielle a I'aide des séries entiéres.

On obtient en dérivant .

_ Vita? f(z)
Wi+ VIt 2V1+a?

1+
f'(z)

puis en dérivant de nouveau

1 V1+332f'(33)—f(33)\/ﬁ‘

() = 2 (1+ 22)

Mais en remplagant V1 + 22 f'(z) par f(x)/2 et f(x)/V1+ 22 par 2f'(x), on en déduit
(=)

(140" = 1 gy,
Donc f est solution de ’équation différentielle
(1 +a2) (@) +f (@)~ 2 — o,

avec les conditions initiales f(0) = 1, et f/(0) = f(0)/2 =1/2.

On cherche alors une solution de I’équation différentielle développable en série entiére sous la
forme

f(z) = Z anz" .
n=0

On a donc
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fl(x) = Znanfﬂn Vet f(z) = Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
D(x) = (1 + 2 f"(z) + zf'(x) — @
On a alors
o0 ) 0o . )
D(z) = Z n(n —1)a,z" 2 + Z n(n — 1aya" + Z nanx'" — Z 1 anz"
n=2 n=2 n—1 =0
o) . o) . e . o) 1 .
= Z(n + 2)(77‘ + 1)an+2x + Z n(n — 1)ana; + Z napx" — Z Z Anx
n=0 n=0 n—=0 =0
00 ) 1 §
= Z (n+1)(n+2)an+2+ n _Z an| .
n=0

Comme la série entiere D(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 1,

1
(n+1)(n+2)an42 + <n2 - Z) an ,

c’est-a-dire
2n+1)(2n —1)

2= T+ 2)(n + 1)

n .

On remarque que la limite de la suite (|a,|/|an+2]) vaut R = 1. C’est le rayon de convergence
des séries de termes généraux agnx™ et asnt12”. Alors les parties paires et impaires de la série

f(z) ont pour rayons VR’ = 1. On en déduit que R = VR’ = 1.

Le calcul précédent est donc vrai si || < 1. On obtient alors les coefficients pairs en fonction de
ap =1 et les coefficients impairs en fonction de a; = 1/2.

En partant de la relation
(4p —3)(4p —5) s
42p)(2p—1)

a2p = —
pour p > 1, on obtient

(=" 4p—=3)4p—5)---1-(=1)
22p (2p)!

a2p = ag .

En multipliant numérateur et dénominateur par le produit
(4p—2)---2 =277 (2p - 1)},

on a alors,

_ O (p-2)l (1 ap -2
a2p = 21 sz_l)!]z_ 24P p <2p—1>.
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La méme méthode, en partant de

. M“p-1(p-3)
S T T e

pour p > 1, donne

“DP@p-1---1 (=P @) (D <4p> .

Cr T T )l T 2 G DI o D29 \2p

Comme il y a unicité de la solution de I’équation différentielle vérifiant les conditions initiales
données, les coeflicients obtenus sont bien ceux du développement en série de la fonction f.

Soit a dans | —1, 1[. Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction f définie par
o0
f@) =Y sh(a")
n=0
et, préciser le rayon de convergence R.
Pour tout x réel, on a
i ) 2k+1
Pt (2k —l— 1)!
Considérons la somme double
00 o0 ) 2k+1
-2 Z o : o

k=

et étudions tout d’abord si elle converge absolument. On obtient

2k+1 o ’w‘%—i—l o ’w‘%—i—l 1
53| G | = Xty X = X e
k=0 n=0 k:O =0 ’
Mais, si k> 1, on a
1 < 1
2k + DI(1 — |a|Z+1) — 2k + D1 — |a|)’
$2k+1

et la série entiére de terme général est de rayon infini. Il s’en suit que la série

(2k + D1 — |a])

2k+1
x
converge absolument et donc que la somme double S

(2k + 1)I(1 — |a|2++1)
converge absolument pour tout x réel.

de terme général

Il résulte du théoréme de Fubini que la série de terme général sh(a™x) converge pour tout z réel
et que l'on a alors
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o 2k+1 et 2k+1 x (2k+1
h D D — Al

Sosh(ara) = 30y O %H (%H,Z

n=0 k=0n=0 =0

ce qui donne le développement en série entiére de rayon R = 400 suivant :

i i $2k+1
sh(a"x) = T) E
vt = (I1-a )(2k + 1)!

Soit f la fonction définie sur R par

flx) = e’ /Ow el dt .

Montrer que f est développable en série entiére sur R. et déterminer son développement en
série entiére au voisinage de 0.

La série entiére de I’exponentielle étant de rayon infini, les fonctions qui & x associent respecti-
a2 2 ) . .\ o . o
vement e~%" et e* sont développables en série entiére de rayon infini. Alors la fonction g définie

par
g(x) :/ el dt
0

I’est aussi comme primitive d’une fonction développable en série entiére de rayon infini. Enfin f
I’est également comme produit de deux fonctions développables en série entiére de rayon infini.

La fonction f est dérivable et, pour tout x réel, on a

fll@)=1-2zf(x),

avec de plus f(0) = 0. Cherchons une série entiére solution de cette équation en posant

(@)
= E anx”
n=0

Alors

(e e}

F@) =3+ Dagpia”,

n=0

et I'on obtient
o0

fl@)+2af(x) =Y (n+ Dappa" + Y 22",
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ou encore, en changeant d’indice de sommation dans la deuxiéme somme,

fla)+22f(x) = Y (n+Dappa" + > 2ap_ 12"
n=0 n=1

o
= a1+ Y _((n+ Dang1 + 2a,_1)z"

n=1

Comme cette série doit étre égale & la série constante 1, I’égalité précédente implique 1’égalité
des coefficients des deux séries. On a donc a; = 1, et, pour tout n > 1, on trouve

(n+ 1apy1 +2a,-1 =0,
avec de plus la condition initiale ag = f(0) = 0.

Il résulte immédiatement par récurrence que les termes de rang pair sont nuls (ce qui était
prévisible puisque la fonction f est impaire). Pour les termes de rang impair, on a la relation

2
A2p+1 = Tt 2p—1,
d’ou 'on déduit, également par récurrence, que
(—=2)
a = .
P pr)(2p—1)---1
Donc, pour tout x réel, on a
[ele] 2p+1 io: 2 pp' $2p+1
= 2p—|—1 2p—1 = 2p—|—1)

Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction F' définie par

v dt

et, préciser le rayon de convergence R.

Pour z réel, posons

Au voisinage de l'infini on a
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et la fonction f est intégrable sur R. On définit donc une fonction F' sur R en posant

T g
F(x):/_ool—kt?—kt‘l’

et cette fonction est une primitive de f. On cherche un développement en série entiére de f.

Pour |z| < 1, on a

_1—x2

flx) = 1.6
et ’on obtient donc
[e.e] o0 o0
f(l‘) _ (1 _ l‘2) Z:E(in _ Z:E(in _ Z$6n+2 )
n=0 n=0 n=0
Il en résulte que

f(x) = Z anxny
n=0

ou
1 sin = 6k
ap = -1 sin=6k+2
0  sinon

La série entiére obtenue est de rayon 1, donc sa primitive F' est aussi de rayon R = 1.
Alors F' admet un développement en série entiére de la forme

aTL—l xn )

n

F(z)=F(O0)+ >
n=1

Il reste a calculer o
ﬂm:/(th

Pour cela on décompose f en éléments simples. Les racines de z* + z2 + 1 sont +7, £52, et donc,

a a b b
+ -+ 5 -
xr -+ r+)

En tenant compte de la parité de f, on a b= —a.

Alors, en regroupant les termes conjugués, on aura une décomposition de la forme

cx+d cr —d

f(x):$2—|—x+1_:172—x+1'

En prenant successivement x = 0 et = 1, on obtient

29d=1 et —2+4d=1,
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d’ott ¢ =d = 1/2. Donc

f() r+1 r—1
xr) = —
2+r+1 22—2+1

20+ 1 + 1 2¢c — 1 L 1
2+x+1 224zxz+1 22—z4+1 22—z+1)°

== N =

On obtient alors comme primitive

2?2+z+1 2 2e+1 2 2z — 1
In ——— + — arctan ——— arctan .
22 —x+1

V3 NV V3

On constate que H(0) = 0, et que

1 2
IEIPOO H(z) = 1 _3(_7T)7
donc
0
F(0) = [H(a:)} _ V3
—c0 6
On a, en écrivant les premiers termes de la série,
™3 z 27 2
F(z) = —¥° T 4T T .
(x) 6 +x 3 + 7 9 +
Montrer que la fonction f définie par
arcsin

o=

est développable en série entiére au voisinage de 0 et déterminer le développement en série
entiére de f en précisant le rayon de convergence R.

Soit g la fonction définie sur | —1, 1] par
g(x) = (1 - 2712,

Cette fonction est développable en série entiére dans | —1, 1[. Il en est de méme de la fonction
qui & z associe arcsinx qui est une primitive de g, et donc du produit de ces deux fonctions qui
est la fonction f. La série entiére obtenue sera de rayon R > 1.

On remarque que
lim f(z) = +o0,

r—1—
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ce qui ne serait pas possible si on avait R > 1, car la série entiére est continue sur |—R, R[. Il
en résulte alors que R = 1.

La fonction f est dérivable sur l'intervalle | —1, 1[ et l'on a

Flz) = T arcsin x n 1 ’

C(1—22)32 1 - a2

d’out 'on déduit
Pour tout « de | —1, 1[, posons
o0
f(z) = Z anx” .
n=0
Puisque f(0) =0 et f/(0) = 1, on a nécessairement ag = 0 et a; = 1.

Cherchons le développement en série entiére de

D) = (1— 2 (@) — 2f(x) — 1.
On a

[e.e] [e.e]
D(z) = (1-2?% Znanx”_l —x Zanazn -1
n=1 n=0

o o o
= Z na,z" "t — Z na,z"tt — Z anz™tt — 1
n=1 n=1 n=0
o o
= Znana:"_l - Z(n + Dapz"tt — 1
n=1 n=0
o0 o0
= Z(n + Dapyrz™ — Z Nap_12",
n=1 n=1

et puisque la série D(x) est la série nulle, on a, pour tout n > 1, I'égalité
(n+ 1)apt1 = nap—1 .

Comme ag est nul, tous les coefficients pairs sont nuls (ce qui vient également du fait que f est
impaire). Pour tout n > 1, on obtient alors,

(2n + 1)agnt1 = 2naz,—1,

d’out 'on déduit, pour tout n > 0,

2n 2n—2 2
2n+12n—1 3

ao2n+1 = at,

ou encore
22n (n!)2

a2n+1 = et
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Montrer que la fonction f définie par

f@)=Inv22 —2zcosa+ 1,

ol v appartient a |0, 7 [, est développable en série entiére au voisinage de 0 et déterminer le
développement en série entiére de f en précisant le rayon de convergence R.

En remarquant que, pour tout x réel, on a

2% —2xcosa+1 = (z —cosa)® +sin’a,
et puisque sin « n’est pas nul, on en déduit que

22 —2zcosa+1>0.

Alors la fonction f est définie sur R et dérivable comme composée de fonctions dérivables. On

obtient
T — COS

(
f(a) = .

22 —2zxcosa+1
Le dénominateur ayant pour racines e'* et e *®
éléments simples sous la forme

1 1 1
! —
f(x)_2<x—em+x—e—ia>'

, on décompose facilement cette fraction en

Pour tout x réel, on a donc

, 1 eia
z)=Re———— =—Re——.
fz) T —e 1—eex
Si z appartient & | —1, 1[, on a |e*®z| < 1, et donc on peut utiliser la série géométrique pour

obtenir
— ¢l 2 :ezna n § :ez(n—i-l
1—elag

En prenant la partie réelle de cette expression, on en déduit que

[e.e]

fl(z)=— Z(cos(n + Do) z™,

n=0

et la série entiére de terme général (cos(n + 1)a) ™ est de rayon au moins 1. Mais en utilisant
la relation

cos2(n + 1)a = 2cos?*(n+ 1)a — 1,



143

on en déduit que la suite (cos(n + 1)) ne peut pas converger vers 0. Donc le rayon de la série
vaut exactement 1.

Alors, en prenant la primitive nulle en 0, on en déduit que si z appartient & | —1, 1[, on a

Fa) = — Z cosnaxn,

n

n=1

et la série entiére obtenue est encore de rayon R = 1.

Pour tout a de | —n/2, m/2] et tout = de | —1, 1[, on pose

1—
f(x) = arctan < T —I—i tana> .

Etablir que
1
() =1 _
f(z) m<w+e2w> ’

et développer f en série entiére au voisinage de 0.

On a
f’(m) _ tanc; -2 = 2—2tana ' i
1_1_(%;_?) tan2a(1+x) (14+2)24 (1 —=x)?tan®a
B —2sinacosa B —sin2a
(1—z)2sin’a+ (1 +2)2cos2a 22+ 2z cos2a + 1
—sin2a Im(x + e~2)

9

(x4 e2ia)(x 4 e~2ia)  (z + e2ia)(g + e—2ia)

ce qui donne la relation

, 1
fi(z) =Im <m> .

On obtient alors une série géométrique de rayon de convergence 1, et donc

1 —2ia o oo

(& o iy N
T + e2ia = 1 + ge—2ia =e€ 2a Z(—l)ne 2”“11'" = Z(_l)ne 2z(n+1)axn’
n=0 n=0
Alors
1 [e.e]
Im s = D (= 1) sin(2(n + Da)a"
n=0

On obtient donc en intégrant

., Sin(2na)

flx) = f(0)+ ) _(-)——"a".
n=1

n
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Mais puisque a appartient a U'intervalle | —7/2, /2], on a,
f(0) = arctan(tana) = a,

ce qui donne finalement

(2
_a+z , Sin( na)xn‘

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction ¢ définie par

w/2

= /Vl—l—ajsintdt.
0

Montrer que, si x > 0, on a également

La fonction qui & x associe /1 + = est développable en série entiére sur | —1, 1[ et on a

s o 1l _qy...(1_
\/14-—113:2%33" _ 1+Z2(2 D (3 ”+1)xn
n=0

|
=1 n:

3

= 1+

R

[eS)

1-3. (2n—3)

1
+Z n ony, .
n=2

Sin > 1, on a donc

2n=1p\ n—-1

o= (0 e ().

Pour tout ¢ dans [0, /2] et tout x dans | —1, 1[ posons
on(t) = apx™sin" t.
On a alors

|on(t)] < lanll2"],

et la série de fonctions continues de terme général ¢, converge normalement sur [0, 7/2]. On
peut donc intervertir les sommations et ’on obtient

/2 /2

/\/1+xs1n tdt = Zan /sin”tdt.

0
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Pour n > 0, posons
w/2

I, = /Sin"tdt.
0

L’intégrale I,, est une intégrale de Wallis. Le développement de ¢ en série entiére dans | —1, 1]
est donc

[e.e]
o(x) = Zanlnx”.
n=0

L’intégrale de Wallis se calcule en intégrant par parties. Si ’on pose

1

u(x) =sin" 'z et V' (x)=sinz,

on a alors
u'(z) = (n — 1) cosxsin %(x) et wv(z)=—cosz,
et donc
w/2
/2
I, = [— cos zsin" ! x];r +(n—1) / cos® zsin" 2 x dx
0
w/2
= (n—1) /(1 —sin x) sin" 2z dx
0

= (n—Dl—92—(n—1)I,.
On en déduit la relation de récurrence
nl,=mn—1)I,—2.

Cela permet de calculer la valeur de I,,. Il y a deux expressions différentes suivant la parité du
nombre n.

On a tout d’abord

/2 /2
T . /2
Iy = dw:§ et I) = Slnxdx:[—coszn}o =1.
0 0
En partant de la relation
2n—1
Iy = 5 Iop—2
n

on obtient alors

2n—-12n-3 1_ 2n—-12n-3 17 (2n)! _(2n\ T
Iy, = Iy = .2z ST

on 2n -2 2 on 2n—2 22 22H(pZ" T \ g
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et en partant de

2n
Ippi1 = ———1Io_
2n+1 2n+12n1
on obtient
L_ 2 22-2 2. 20 2m-—2 2 22 1 2
T op¥12n—1 37T 2nt1l2n—1 3_(2n+1)!_<2n>2n+1'
n

On a alors, sin > 0,

L)

a2n+1lon+1 = 22041 (2 4 1)2 <2n> ’

o T 4dn — 2 2n
@2t = Tomt iy \on —1) \n )

a():[(]:

et pour n > 1,

De plus

T
5"
Le début de la série entiére est

() 7T+1 T 2+1 3 1om - 7 5
Xr) = — —r— —X — r — — X — X
v 2 T2 T 3 24 2048 480

En effectuant le changement de variable
u=xsint,

c’est-a-dire

. u
t = arcsin —,
z

on a

et on obtient

Remarque : cette derniére expression permet d’obtenir le développement limité de ¢ en 0 avec
Maple par exemple.
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Montrer que 1'on définit une fonction f sur [—1, 1] en posant

f(z) = /—ln(l —xe ) dt,
0

et déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f.

Pour x fixé dans [—1, 1[, la fonction qui & ¢ associe —In(1 — ze™") est continue sur [0, +oo [,

et au voisinage de l'infini, on a

—In(1l —ze™ ") ~ae.

o0 [e.e]
Comme [ e~tdt converge, il en résulte que [ —In(1 — re~ ) dt converge, et la fonction f est
0 0

définie sur [—1, 1].

Il reste a étudier le cas ot x = 1. Soit ¢ la fonction définie sur |0, +oo[ par

()= —In(1 —e7").

Au voisinage de 0 on a
1—et=t+o(t),

d’out In(1 )
o(t) = —In(t +o(t)) = —Int <1 + n(%;())) ~ —Int,
1 1
Comme [ Intdt converge, il en résulte que [ ¢(t) dt converge.
0 0

Au voisinage de l'infini, on a
o(t) ~et.
o o0
Comme [ e~*dt converge, il en résulte que [ ¢(t)dt converge.
1 1
Finalement ¢ est intégrable sur |0, +oo[, et f est définie sur [—1, 1].

Si—1<x<1lett>0, posons

fu(t) = %:E"e_m.
On a - o
SO €Y = =~ =) = o(0).
n=1 n=1

Les sommes partielles de la série de fonctions continues f, sont majorées par une fonction continue
et intégrable sur |0, +oo[. Il résulte alors du théoréme de convergence dominée que

n

/—ln(l—a:e_t)dt:i/fn(t)dt:i%.
0 n=17%

n=1
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1) Pour quelles valeurs réelles de t, la série de terme général 1/n! converge-t-elle? On note

alors
— 1
)=y i
n=1
2) Montrer que la série de terme général 1/(n? — 22) converge si |z| < 1. On note
— 1
Sx)=) ——.
(z) ;::1 =

3) Trouver le développement en série entiére de S au voisinage de 0. Quel est le rayon de
convergence R de cette série?

1) La série de Riemann de terme général 1/n’ converge si et seulement si ¢ > 1.

2) Quand n tend vers l'infini, on a, pour tout z fixé

1 1

-~ =
n2 — 122 2

et la série de terme général 1/(n? — x2) converge par comparaison & une série de Riemann.

3)Silz|<letn>1,onalz|/n<1et
1 11 1 f: (x>2p
2 _ 22 21 22 2 n :
n®—x nf1-L  n?iin
En inversant les sommations, ce qui est possible puisque tous les termes sont positifs, on a

S(z) = Z (Z ﬁ) 2P = 2{(2}94—2)3;210.

p=0 \n=1

Comme ce calcul est valable si [z| < 1, on a donc R > 1. Par ailleurs, en raison de la positivité,
on a

S(@) > Si(r) = .

ce qui montre que
lim S(z) = +o0.

r—1—

Il en résulte que R > 1, sinon, la somme de la série aurait une limite finie en 1. Finalement R = 1.



149

Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction f définie par
f(z) = (arctan z)? .

Préciser le rayon de convergence R et étudier ce qui se passe si x = +R.

Pour z dans |—1, 1] on a

0 p2n+1 o0 —_
— n _ n
arctan r = nE_O(—l) ol nE_O bon41 .

La fonction f est donc le produit de Cauchy de deux séries de rayon 1 et 'on a R > 1.

La fonction f est paire, et s’annule en 0. On a donc
o
flx) = Z agn " .
n=2

Le coefficient aa, est la somme des produits bap1bag+1 tels que
2p+1)+(2¢+1)=2n,

c’est-a-dire

gq=n—1—p.
On a donc
n—1 n—1
(P (=t
= b b _ _ = .

En décomposant en éléments simples, on obtient

~1
(=Dt 1 1
am = 5 ) i+l m_2p—1

p=0
-1 n—1
G o 1 1
N 2n ;2])—1—1—1_;)271—2]9—1

Mais les deux sommes figurant dans l’expression précédente sont les mémes, et I'on obtient
finalement
(D) 1

n pard 2p+1

A2n =

On a en particulier

|02n|> E)
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et 'on en déduit que le rayon de la série entiére de coefficient a9, est inférieur & 1 par comparai-
son a la série entiére de coefficient 1/n. Finalement R = 1.

On peut encadrer la suite (sp)n>0, définie par

1
n=2
= 2p+1
On a
1 n—1 1 1 n—ll
> —— <sp, <1+ 2 -,
2 p:0p+1 2 P
et puisque
"1
—~lnn,
p=1p
on en déduit que
Inn
Sp ~ ——

En particulier (s,) admet +oo pour limite et (ag,) converge vers 0.

Alors

|a |_ |a | — S_n _ Sn-i-l — Sn-‘rl _ 1 _ Sn_l,_l
n e T n n(2n+1) n+1’

ce que 'on peut écrire

‘a ’ ‘a ’ N Sn+1 1 n+1 1
n 2T 1 1) 2n+1 sp41/)

On en déduit que

lagn| — Jagns| ~ —2
n(n+1)

et la différence |ag,| — |agn+1| est positive & partir d’un certain rang. Alors la série de terme
général aoy, est alternée a partir d’'un certain rang et la série entiére converge si x = +1.

Déterminer de deux maniéres le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction
f définie par
f(z) = e(x+1)2 .

La série entiére de ’exponentielle étant de rayon infini, les calculs suivants ont lieu pour tout z
réel ou complexe.
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On a tout d’abord

f(z) = elt2eta” — o 2o’
En utilisant le produit de Cauchy, on obtient,

0 o e r2n
o (522)(E2)

S0 M (D o= I

1g!
n=0 \p+2q=n p-q:
oo [E(n/2) _9
3 2124
= e e ZEn
I(n — | ’
=\ = q!(n —2q)!

ot E(r) désigne la partie entiére du nombre r.

On peut également écrire

fla) =3

p=0

et développer par la formule du binoéme.

p=0n=0

La convergence absolue de la somme double permet d’intervertir les sommations. On a alors
oo
2p\ 1
o= 3 () )
n=0 \p>n/2 s
Sin=2soun=2s—1, on a alors
o o0
_ (2p)! x
-3 (St

Pour tout entier naturel n, on en déduit I’égalité

i )  _ E(E"/f) on—2ap)
—plp—n)t e gln—29)0
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Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction f définie par

2x

dt
f(w):/lthﬁ'

T

Préciser le rayon de convergence R.

Soit g la fonction définie sur R par

et G une primitive de g. On a alors

Cette fonction est dérivable sur R, et
f'(z) = 2G'(2z) — G'(z) = 29(22) — g().

La fonction g est développable au voisinage de 0 en série entiére de rayon 1,

o0

g(@) = (1)

n=0
Alors la fonction qui & x associe g(2z) est développable au voisinage de 0 en série entiére de
rayon 1/2

0 26n
9(20) = 3 (155
n=0

Finalement f’ est développable au voisinage de 0 en série entiére de rayon 1/2

Py =S (1) (2% - 1) o

n=0

Puisque la fonction f est nulle en 0, on a alors

0 6n+1
1@ = 20" (g 1)

n=0

et cette série enticre est de rayon R = 1/2.

Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction f définie par

2x

flz) = / et dt

T

Préciser le rayon de convergence.
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Soit g définie par

et G une primitive de g. On a alors

et donc en dérivant

2

F(z) = 2G'(22) — G'(z) = 29(2x) — g(z) = 2e ™4 — ™" .

En utilisant la série de I’exponentielle on obtient alors

, (e (1) (-1 o),
f(x):2§_:0 n!x _2_:0 n!x :z—:o n! 2"

Cette série est de rayon infini, puisque la série de I'exponentielle est de rayon infini.

Alors en intégrant terme & terme on obtient une série de rayon infinie, et puisque f(0) =0,

—1)" 22n+1 -1
= 3 I )

n=0
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Chapitre 4

SOMME DE SERIES NUMERIQUES

Montrer ’existence et calculer

Alziw et A2:§:(_1)n

Les deux séries sont des séries alternées qui convergent d’aprés le critére de Leibniz.

Introduisons les séries entiéres de coefficients (—1)"~!/n et (—1)"/(2n + 1). Ces séries sont de
rayon 1 et 'on a, pour x de | —1, 1],

oo

Al = 3 = (1 4a)
n=1
et -
o0 n+
fa(z) = ;(—Un;n ) = arctan .

Dans ce qui suit, nous donnons une démonstration directe, sans invoquer le théoréme d’Abel.

Pour x dans [0, 1] et n > 1, posons

() = (~1)7 1

n .

On a

z™ n
n — |Un =— |1~ > 0.
)] s = 2 (1= -2 0) 20

La suite (|up(z)|) est décroissante et converge vers 0. La série de terme général u, (x) est alternée,
et d’apreés le critére de Leibniz, on a, pour n > 1 et x dans [0, 1], I'inégalité

< funta ()]

S@) =3 wilx)
k=1
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Mais !
U x —.
’ n+1( )’ =N
et la suite (1/n) converge vers 0. Il en résulte que la série de terme général u,, converge unifor-

mément sur U'intervalle [0, 1].

On peut alors conclure : comme les fonctions w,, sont continues sur [0, 1], la somme f; lest
aussi, et en particulier elle est continue en 1, donc

A = lim fi(x) =In2.

r—1—

Par le méme argument, on obtient

Ay = lim fo(x) = arctanl = %

rz—1~

Calculer

A= i(n +1)27".
n=0

Introduisons la série entiére de coefficient
anp = (n+1)

et de rayon R. La limite de a,/a,+1 vaut R = 1, et en posant

> 1
fla) =2 a"=1—,
n=0

> 1
J@) =3+ at =
HZ::O (1—1x)?
Donc
A=f(1/2)=4.

n+95
(n+1)(n+2)

n

Montrer que la série de terme général (—1) converge et calculer sa somme.

Posons
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On a
1

’an’ ~ ;7

et la suite (a,) converge vers 0. D’autre part, si I'on pose

T+5
f@) = @+ (@+2)’
on obtient
o) = 2?4+ 10z 4 13

[(z+1)(x+2)]2°

et comme cette fonction est négative sur [0, +oo [, la fonction f est décroissante sur cet inter-
valle, et la suite (a,) = (f(n)) également. La série étudiée est une série décroissante alternée et
converge donc.

Pour la calculer introduisons la série entiére de coefficients a,, et de rayon R. Le rapport (|ay/an+1])
converge vers R = 1. Calculons
o
= Z apx™ .
n=0

En écrivant
n+5 4 3

(n+1)(n+2) Tntl nt2’

Les séries enticres de coefficients (—1)"/(n+ 1) et (—1)"/(n + 2) sont de rayon 1, et donc, pour
tout z de | =1, 1[, on a

e

Alors, si x # 0,

4 00 _1)ngpntl 3 oo —1)nt+1n+2
S(z) = _Z%Jrj ()"
T = n+1 rs = n—+2
4 st (_1)n 1 " n 1 "
41(1+)+3<1<1+> )
= —1In — (In — ).
. T . T)—2x
Finalement bz 43 5
T
S(z) = = In(1+x) — e

Mais lorsque z tend vers 1, on peut appliquer le théoréme d’Abel, et

Zan— lim S(z) =7ln2 -3

r—1_
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Montrer ’existence et calculer

o (-m
A_Zm.

n=1
Puisque
1 1
n(n+1) n?’
la série de terme général
(="
=t
nn+1)

converge absolument, par comparaison & une série de Riemann. Donc A existe, et pour le cal-
culer, on peut introduire la série entiére de coefficient 1/(n(n + 1)) et de rayon R. Le rapport
(lan|/|an+1|) converge vers R = 1.

Pour tout « de | —1, 1[, posons

S(m):Zﬁ.

n=1

Pour calculer la somme S(x) on écrit

111

nin+1) n n+1’

Les séries entiéres de coefficients 1/n et 1/(n + 1) sont de rayon de convergence 1, donc, lorsque
|lz| <1,

n=1 n=1
Alors, lorsque = # 0, on a
ozt 1 Nzt
S(z) = —— =
() ;::ln :Enzz:ln+1’
et donc
S Gy 1 11—z
S@) =Y ——=-NY " =_lm(l-2)— - (-In(l—z)—2) =1 In(l—z).
@)= - L = o) - (e ) = L (1)

On peut appliquer le théoréme d’Abel et ’on obtient

A= lim S(z)=1-2In2.

r——1
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Calculer
1 1 1 1

“1x2 3x4 5x6 Txs

On veut donc calculer la somme

[e.e]
A= .
1;)2714—1 2n—|—2)

La série de terme général
(="
(2n+1)(2n+2)

Ap =

converge absolument puisque I'équivalence

1

anl ~ oz

permet de comparer & une série de Riemann.

Pour la calculer introduisons la série entiére de rayon R,

o0
= E anz’"
n=0

La limite de |ay,|/|ans1| vaut B2 On a donc R = 1, et, en décomposant en éléments simples,

1 1 1
2n+1)(2n+2) 2n+1 2n+2°

Les séries enticres de coefficients (—1)"/(2n+1) et (—1)"/(2n+ 2) sont de rayon de convergence
1, et donc, pour tout z tel que |z| < 1, on a

n 2n n 2n

0o 0o
Z:2n+1 Z:2n+2
n=0 n=0

Alors, lorsque x appartient & 0, 1],
1 & yra2ntl 1 & ) 2n+1)
_Enz::o 2n+1 _—2223 n+1 ’
ce qui donne
S(z) = é arctan z — % In(1 + 2?%).

Mais lorsque z tend vers 1, on peut appliquer le théoréme d’Abel, et

) T In2
A= Jim S@)=7-75
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Calculer

- 1
A=y —————— .
7;)(3n+2)><27"

Introduisons la série entiére

Ce choix permet de dériver facilement. En effet

[
S/ — 3n+l _ £
() nZ::Ox ——3

avec S(0) = 0. On obtient une série géométrique donc S’(z) et S(x) sont des séries de rayon de
convergence 1.

Il reste & calculer une primitive de S’(z) en décomposant en éléments simples la fraction ration-
nelle /(1 — z%). Le polynéme P(x) = 1 — 2 a trois racines simples complexes a; (1 < i < 3)
telles que

a?zl.

Le coefficient de 1/(x — o;) dans la décomposition en éléments simples sur C de z/P(x) est donc

(67 (67 (%

Pla)  —3a? 3

En prenant a; = 1 et ap = @3 = 7, on obtient donc

T 1 1 52 j
1—23 3 <x—1+x—j+x—j2>’

et en regroupant les termes conjugués,

T 1< 1 x(j+j2)—(j+j2)>_ 1 1 z—1
-3

1-23  3\z-1 24z +1 3:—1)+§3:2—|—x+1'

En faisant apparaitre la dérivée du dénominateur on obtient

T 1 1 2x+1 1 1

1—3:3__3(3:—1)+63:2+3:+1_§x2+:ﬂ—|—1’

ce qui donne comme primitive si x < 1,

1 1 1 20+ 1
hz)==In(z® +2+1) — = In(1 — ) — — arctan .
(#) = 5 n( ) -3 Il —a) - = =



On a ) )
h(0) = ——= arctan — = — i

V3 V3 V36

Alors S(x) est la primitive de /(1 — %) nulle en 0, donc

Comme la série entiére S(x) est de rayon de convergence 1, on a en particulier,

A=95(1/3) = g In13 —3In2 —3v3 arctani +7T—\/§.

3v/3 2

™

+—.
6v/3
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Calculer

= (=)
A_nzzzozmﬂ'

La série de terme général
G
Cdn+1

Qn

converge d’aprés le critére de Leibniz. Pour la calculer, introduisons la série entiére

ot (_1)nx4n+1

S@ =2

n=0
On a alors
> 1
/ o n,_4n __
S = 3ot =

avec S(0) = 0. On obtient une série géométrique donc S’(x) et S(x) sont des séries de rayon de

convergence 1.

Il reste & calculer une primitive de S’(z) en décomposant en éléments simples la fraction ration-
nelle 1/P(z). Le polynéme P(x) = x* + 1 a quatre racines simples complexes a; (1 < i < 4)

telles que

afz—l.

Le coefficient de 1/(x — a;) dans la décomposition en éléments simples sur C de 1/P(x) est donc

1 1 (674

Pl(a;) 403~ 4~

En prenant a; = ay = /4 3im/4 on obtient donc

1 1 o aq (o '%} Qs
1 =—= + — + + — .
zt 41 4 \r—ay x—@ x—a3 T—AQ3

,etag=ayg=¢e€
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et en regroupant les termes conjugués,

1 _1 2Rea;xz —2 n 2Reagx — 2
i 4+1 4 \22 —2Reajz+1 22—-2Reagzx+1

1 V2z -2 L V22 -2
4 \22—V2x4+1 22+V22+1)

En faisant apparaitre la dérivée des dénominateurs

1 V2 2z + /2 20— V2

zt+1 8 \224v22+1 22—VR2z+1
vz V2
224+V2x+1 22—\2x+1) "

On obtient comme primitive de ,

x4+ 1

V2 2P+ V2z+1 V2
— In—+ — (arctan V2x + 1) 4 arctan \/53:—1) ,
8 22 —2zx+1 4 ( ) ( )

et comme cette primitive s’annule en 0, c’est donc S(x).

Il résulte alors du théoréme d’Abel que

D i ™ 50
donc
4n + o= £ 1n 2+ ? V2 (arctan(\/i — 1) 4 arctan(v/2 + 1)) :
Mais

V24+1=(W2-1)"

et lorsque u > 0,

1 T
arctan u + arctan — = —.
U 2

On a aussi

2+v2 _ V2+1
Yy Sl S = (V2+1)2,

ce qui permet d’écrire

A= +—.

V2 V2
e In(v2 + 1) 5
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Convergence et calcul de

- 1
A= .
;12+22+-~+n2

On utilise la relation

et donc

Qp, )

T12424 402 nd

ce qui montre que la série de terme général a,, converge par comparaison & une série de Riemann.

Pour la calculer, introduisons la série entiére de rayon R

S(z) = i apx" .
n=1

Cette série est de rayon de convergence 1 puisque la suite (ap/an+1) converge vers R = 1. On
calcule S(z) en décomposant a, en éléments simples. On a

1 a b c

X(X+1)2X+1) X X+l 2X+1

En multipliant par X et en donnant & X la valeur 0, on trouve a = 1.
En multipliant par X + 1 et en donnant & X la valeur —1, on trouve b = 1.
En multipliant par 2X + 1 et en donnant a X la valeur —1/2, on trouve ¢ = —4.

Donc
n n

= — —14 .
n=1 n=1 n=1

Toutes les séries sont de rayon de convergence 1, et, lorsque 0 < x < 1, on a

X n
T
E — =—-In(1—x).
n
n=1
o n x© n+l
x 1 x
= — =—(—Inl—2)—=x).
Z n+1l =z Z n+1 ( ( ) )
=1 n=1
© $2n+1
Pour obtenir la somme de la troisiéme série, remarquons que la dérivée de o 1 vaut
n
n=0

o0
S Lo_1(n 1y
— 1—22 2\1—z 1+4=x
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Donc
X, g2ntl 1 1+

—_— = n .
o +1 2 11—z

Alors, lorsque 0 < x < 1,

0 Z\/_2n+l 1 1+\/E .
2n + 1 _2\/5 1—yz

et finalement

S(z) = 6[—111(1—35)—111(1;36)—1—%1n1f£+4]
B l+az o 2 14V
—6[ (1 —a)+3 \/511—\/5]‘

En écrivant

In(l1 —z)=In(1+vz)+In(1 — Vz),

on trouve

6
S(z) =18 — - [(1+v2)’In(1+ V) + (1 — Vz)*In(1 — V)] .
Alors, on obtient, d’aprés le théoréme d’Abel,

A= lim S(x) =18 —24In2.

rz—1~

Soit A un entier supérieur ou égal a 2, et p(n) le nombre de chiffres du nombre entier naturel
n dans son écriture en base A. Aprés en avoir vérifié I’'existence, calculer

_x~_ p(n)
S_Zn(n—l—l)'

n=1

Dire que p(n) = N + 1 équivaut a dire que

AN <n < AN 1.

En particulier, on a

donc

Inn
< — 41
p(n)_lnAJr ,

et par suite
p(n) - 1 lnn 1

S+ S A n?
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Comme la série de Bertrand de terme général Inn/n? converge ainsi que la série de Riemann de
terme général 1/n?, il en résulte que la série de terme général p(n)/(n(n + 1)) converge aussi.

Puisque la suite des sommes partielles de la série est une suite croissante positive, on a alors

AN+L_1 oo APt _1

o0
p(n) .
Do em = fm Yo => >
ot (n+1) N-otoo — n+1 = n—l—l
Mais
APtl_q Aptl_q
p(n) 1 1
> iy = ey X (——
=, n(n+1) =, \n n+1

1 >:<A—1><p+1>

et I’on obtient finalement

En utilisant la série entiére,

Donc

et finalement
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Comme la série de terme général (—1)* /&2 est une série alternée, on a

1
’an‘ S Ev

et la série de terme général a,, converge absolument.

Introduisons la série entiére
o
= E anz",
n=0

et soit R son rayon de convergence. Puisque la série converge lorsque z = 1, on a R > 1. Alors
lorsque 0 < x < 1, on peut appliquer le théoréme de Fubini a la somme double

e e} n

2

8

Il
—

n

et I'on obtient

8

B ) B et
k2 k2 1z
k=1n=1
Mais, puisque
1 x— k! 11
0< —= —,
k2 11—z ~—1—2xk?

la somme double U(zx) est donc finie. Alors il en résulte que la somme double

est finie, et que, lorsque 0 < z < 1, on a, d’aprés le théoréme de Fubini,

= P i PR L (—1)F 2k -1
S(z) =) "> (-1 ﬁ:ZZ(—l)ﬁ:xz 1

n=1k=n k=1n=1 k=1

[e.9]

Posons (1
fl) = 2R,

X

et prolongeons f par continuité en 0 par la valeur f(0) = 1. On définit ainsi une fonction continue
sur [0, 1], et, lorsque 0 <z < 1, on a,

i klkl
=1

Lorsque x tend vers 1, on obtient d’aprés le théoréme d’Abel,
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La fonction f admet une primitive F' sur [0, 1], nulle en 0. Lorsque 0 < z < 1 on a alors
o0

=1

et, lorsque x tend vers 1, on obtient d’aprés le théoréme d’Abel,

0 k
=1

klk

1

Alors Fla) - F()
. ) —
xli>H11* rz—1 N f(l)
Mais
F(z)—F(1) = (-DFtaF—1  S(=)
x—1 _k:I 2 rx—-1 oz

Alors, toujours d’aprés le théoréme d’Abel,

Zan— lim S(z) =—-F'(1) = —f(1) = —In2.

rz—1~

Montrer que pour tout entier naturel p, la série de terme général nP /2" converge et que

est un nombre entier naturel pair. Calculer S, lorsque p appartient a '’ensemble {0, 1,2, 3}.

Introduisons la série entiére
o0
x) = g nPz" .
n=0

La critére d’Alembert montre que cette série et de rayon 1. En particulier elle converge pour
x =1/2, ce qui montre que la série de terme général n? /2" converge et que

Sp=Up(1/2).
Dans ce cas S), est un nombre positif.

On a

o0
g E ;Un g
n=0
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et on remarque que si |z] < 1,
o

]/)—1('%) = Z npxn_l )

n=1
donc
Upl(x) = aU}_ (x).

Cela permet de calculer les premiéres séries.

Ui(e) = 2Uj(@) = 7=
e , 1 2x z(1+ )
Us(z) = 2Uj(z) = x [(1 — ac)2 + (1— x)3] = (1— x)3 ’
et enfin

1+ 2z 3x(1+az)} _z(z?+4z+1)

Us(x) = 2Us(z) = 2 [(1 — )3 + (1—xz)4 (1 —x)*

On en tire alors

So=2 , S51=2 , S=6 , S53=26.
De maniére générale, on montre par récurrence que

By(z)

Up(z) = m

ot P, est un polynome a coefficients entiers de degré p dont le coefficient a, de P vaut 1. C’est
vrai pour les premiéres valeurs de p. Supposons la propriété vraie a ’ordre p — 1. Donc

_ Pp—l(x)
Up-1(x) = a—op
o (1—2)P_y(z) + pPpi(2)
Uplw) = ol (2) = 2 — E)l_l_fc)zwrf e

Soit alors P,(x) le polynéome défini par

Py(z) = zpPy_1(zx) + z(1 — )Py (z).

Comme P, est & coefficient entier, il en est de méme de P;;—l et donc de P,.

Comme P,_; est de degré p— 1, alors PI’,_l est de degré p — 2 au plus, et les polynémes xP,_1(x)
et (1 —x)P,_;(z) sont de degré au plus p. Cherchons le coefficient de z7. On a

ap = pPap—1 — (p— 1)%—1 = Qap-1,

donc tous les nombres a, sont égaux a 1.
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Posons

p
P,(x) = Z apzh .
k=0

Alors

p
Sp=Up(1/2) = 2P71P,(1/2) =2 ) 277",
k=0

ce qui montre que .S, est un nombre entier pair.

Pour tout couple (n,p) de N? on pose
1
anp = /wp(lnw)” dx .
0

1) Calculer ay .
2) Calculer

1
Ay = —_—
n=0 On,p
3) Calculer
o
A=>"4,.
p=0
1) En intégrant par parties, on obtient
xPt! Lo 2P p(Inz)nt n
an,p = |: (ln:p)"] _/ dr = —— = O0n-1,p-
p+1 0 p+1 x p+1

Comme

2) Alors



170 CHAPITRE 4. SOMME DE SERIES NUMERIQUES

3) Ensuite
A= ZA = Z p+1)e P
p=0

En posant, si |z] < 1,

S@) =3 (p+ Da?

i~
Il
o

cette fonction est la dérivée de

donc 1
S =
puis
1 e
A==-5(/e) =
e (1/¢) (e —1)2
Si |q| < 1, calculer la somme
A
q
S=>" :
M1
i=0 j=0 (27)!
En écrivant
I
)DPICHCE o) SEIE
1=0 j= 0 =0 7=0 )
la somme cherchée est le produit de Cauchy
i q
zqz) > o)
<i:0 j=0 (2'7)'
et donc b
§=—9
l—gq

Comme chacune des séries converge absolument si |¢| < 1, le résultat est vrai pour ces valeurs de g.

Si |p| + |g| < 1, calculer la somme
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On calcule tout d’abord la somme
A
r= 5 ("5 ot
(,5)EN?

On peut ’écrire

S i+ x |

=3 S ()bl = o+l =
k=0itj=k N =0 1= (lpl + lal)

La somme converge absolument, et I’on peut utiliser le théoréme de Fubini, ce qui donne

S=> > < . >qu:Z(p+Q) =
k=0itj—k N k=0 L=p+a)

Si |¢| < 1,montrer que l'on a I'égalité

Z 2n+1 2:( _ g2n+1
n=0 T+q¢™ n=0 =g

On considére la somme double

S = i i (_1)nqn+m+2nm )

n=0 m=0

On calcule tout d’abord la somme

0o oo
T = Z Z ‘q’n+m+2nm )

n=0m=0

On a

0 0 e ’q‘n

— 2n+1 —
= Z’q\n Z |t ) = Z 1— [q2tT”

n=0 m=0 n=0

Mais, quand n tend vers 'infini
gl

n
1 [g]2nHT lal
n
et la série de terme général % converge. Donc la somme double T' converge, et 'on peut
utiliser le théoréme de Fubini, ce qui donne, d’une part

[e.e] n

S = nZ:;](_l)nqn <mzz:0q(2n+1)m> _ Z(_l)n# ,

n=0
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et d’autre part
00 00 00 ¢
_ m 2m+1)n | _
5= 30 (D) <3
=0 n=0 m=0

d’ou I'égalité demandée.

Calculer, pour |z| < 1, la somme

= Z In(1 + %)
n=0

En déduire que pour tout entier naturel strictement positif s,

{(n,p) | p2"=s}

Vérifier directement cette formule.

On montre par récurrence sur N, que, si |z| < 1, on a, pour tout entier naturel N,

N oN+1_1 1 $2N+1
27l -
H 1+ Z " e
n=0
C’est vrai si N =0 car
1— 22
1+z= .
1—=x

Si 'on suppose que la formule est vraie a 'ordre N, alors

N+1 oN+1 2.9N+1 oN+2
n 1—=x 1 1—=x
1422 =(1+22"" = =
1}:10( tat) =+ ) l1-=z 1—-=x l1-=z

La formule est vraie & I'ordre N + 1, donc pour tout entier naturel V.

On obtient

N N 1— 22" N
Zln(l—l—gjzn):ln H(1+3;2") —In———— = —In(1l — ) +In(1 — 22 +1).
n=0 n=0 -z

Lorsque N tend vers l'infini, cette suite converge vers —In(1 — z), d’ou

S(x)=—-In(1—-=z).
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En développant en série entiére, on a

omn

NI 1yt

n=0p=1
Vérifions que la somme double précédente converge absolument. On étudie

omn

P)PLie zln )

n=0 p=1

Quand n tend vers l'infini, on a,
—In(1 — [z*") ~ [2*".

Mais

‘x’2n+1
|z
et cette suite converge vers 0. Il résulte de la régle d’Alembert que la série de terme général |z|>"

L. .. n .
converge, donc que la série de terme général — In(1 —|z|?") converge, ce qui assure la convergence
absolue de la somme double.

= [ = )

)

On peut alors calculer S(z) en regroupant les termes suivant les puissances de x, ce qui donne

[e%¢) _1p—1
> x E e

s=1 \{(n.p) |p2"=s}

Par ailleurs
S(z) =—In(l —z) Z —

et en identifiant les développements en série entiére on obtlent

{(n,p) | p2"=s}

On peut calculer directement la somme de gauche. Ecrivons s en mettant en facteur les puissances
de 2 sous la forme
=292r+1).
L’égalité
s =p2"
a lieu lorsque
0<n<gqg et p=2T7"2r+1).

Alors
(! Ny en

>, El 24-7(2r + 1)

{p)Ip2n=s} P n=0
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Le nombre 277™(2r + 1) — 1 est impair si ¢ > n et pair si ¢ = n, donc

DR =
P 2r+1

{(n,p) | p2m=s}

1
1 11—
— 1—=
2r +1 21-1
B 1 1
o 2r+ 120 s

On retrouve bien le résultat.

1) Trouver le rayon de convergence R et la nature, si |z| = R, de la série entiére de coefficient

1
ap = — .
n TL2
On pose
o xn
n=1

2) Montrer que, si [z| < R, on a

3) En intégrant par parties, montrer que si x appartient & |0, 1], on a
Sx)+S1—-2)=51)—-Inzln(l —z),

et en déduire S(1/2).

1) On a

an _ (n+1)>
2 )

An+1 n

et cette suite converge vers R = 1. Par ailleurs, si |z| <1

lapz"| < 3
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Comme la série de terme général 1/n? converge, la série de terme général a,z™ converge absolu-
ment uniformément sur [—1, 1]. La fonction S est alors continue sur [—1, 1].

2) Sur |—1,1[, on a

oo _
" 1
Z n

n=1

Si x # 0, on a donc

S'(z) = ~In(1 —2) 7

X

et cette fonction se prolonge en 0 par la valeur S’(0) = 1. Alors, puisque S(0) est nul, on obtient

[ —In(1-1)
S(2) —/fdt,

et par continuité, cette relation est vraie sur [—1, 1].

3) Si z appartient & |0, 1], on a, en intégrant par parties,

S(z) = —lntln(l—t)}z—/ln—ttdt.
0

Puisque I'on a au voisinage de 0,
—Intln(l —¢t) ~tint,

cette expression tend vers 0 en 0. Alors en effectuant le changement de variable v = 1 — ¢ dans
I'intégrale du membre de droite, on obtient

1—x

In(1 —
S(zr) = —InzIn(l — ) +/ a(l =)
1

soit
x

1
S(z)=—Inzln(1l —z)+ ln 1 —u) /lnl—u
0

S(x)=—Inzln(l —z)—S(1—=x)+S(1).

O\T

ce qui donne

En particulier, si x = 1/2,

25(1/2) = —(In2)% + S(1),

et donc

> 7T2 n 2
S(1/2) = % (—(ln2)2 +3 %) =T - ( 22) .
n=1
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1) Calculer l'intégrale
w/2

I, = /sin2"+1tdt.
0

2) Calculer la somme de la série de terme général

22 (n — 1)!n!
Ap = —————+—
" (2n+1)!

1) Pour n > 0, cette intégrale de Wallis se calcule en intégrant par parties. Si I'on pose

u(t) =sin®t et o/(t) =sint,

on a alors
u'(t) = 2n costsin® 1t et v(t) = —cost,
et donc
/2
.92 /2 24 :.2n—1
I, = [— cos t sin "t]o + 2n /COS tsin®™ " tdt
0
w/2
= 2n /(1 —sin®t) sin®" "t dt
0
= 2nl,_1 —2nl,.

On en déduit la relation de récurrence
(2n+ 1)1, =2nl,_1,

avec de plus

w/2
Iy = /Sintdt: 1.
0

On a alors

j 2n

n — om n 1 n—1,;
d’ott 'on déduit

(2n)---2  227(n!)?

n = =

@n+1)--3 (@n+1)l

2) Sin >1, on a donc

w/2
I 1
Uy = — = — /sin2”+1tdt.
n n
0
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Pour ¢ dans [0, 7/2[, posons

1
fu(t) = = sin®" ¢,

n

La série de fonctions continues positives f,, converge vers la fonction f définie par

1, 1
t) = — sin®" "'t = sint — sin®"¢t = —sint In(1 — sin®¢) = —2sintIncost.
-3 2 (1 s

La fonction f est intégrable sur [0, m/2[, car, en effectuant le changement de variable

u=cost donc du= —sintdt,
on obtient
w/2 1 )
—2 / sintlncostdt = —2/lnudu = {— 2ulnu —u)| =2.
0
0 0
Il résulte alors du théoréme de convergence dominée que
/2
Zan = -2 / sintlncostdt = 2.
Etablir I'égalité
1+ ¢ 2n +1
dt =4 .
/&+¢4 E: 4n+U@n+$
0
En déduire la somme de la série de terme général
2n+1
= (=" .

=) T D 1)

La fonction f définie par
1+ 22
o) =1

se développe en série entiére de rayon 1 au voisinage de 0 sous la forme

[e.e] [e.e] [e.e]

f(x) — (1 + x2) Z(_l)nx4n — Z(_l)nx4n + Z(_l)nw4n+2 )
n=0 n=0 n=0

La primitive nulle en 0 de cette fonction est donc aussi de rayon 1, et

z oo $4n+1 0 $4n+3
t)dt = -1" -1" .
[ =S 2 S 2
0 n= n—
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En o = 1, les séries de termes généraux (—1)"/(4n + 1) et (—1)"/(4n + 3) sont alternées et
convergent donc. Il résulte du théoréme d’Abel que

/ — 1 - 1
t)dt = -n" -n" .
[ o= Sty St
0 n=0 n=0
Mais en additionnant les séries convergentes du membre de droite, on obtient
o o o
1 1 8n +4
-1)" -1nH" = 1"

;::0( ) 4n+1+n§::0( ) 4n + 3 nz::o( ) (4n+1)(4n +3)’

ce qui donne la relation voulue.

On peut calculer 'intégrale. On a tout d’abord
1=t 22 +1) -2 = (P +1)? =2 = (P +V2A+ 1) - V2t + 1),

ce qui permet de décomposer la fraction en éléments simples

1+t2_1< 1 N 1 )
T+td 2 \2+v2t+1 2—-V2t+1/) "

On a alors
h 1
/f(t) dt = % [\/iarctan(\/it + 1) + V2arctan(vV2t — 1)]0
0
= g (arctan(v/2 + 1) + arctan(v/2 — 1)) .
Mais 1
V2+1= 51

et il résulte de la relation

1 T
arctan u + arctan — = 5

que

et finalement que



Chapitre 5

CALCUL DE SUITES

Soit (vp)n>1 la suite définie par v; =1, et sin > 2,
Uy = Z UpUyg -
pt+q=n

Déterminer v, et préciser le rayon de convergence de la série entiére de coefficient v,,.

Remarquons qu'’il y une suite unique (de nombres entiers) vérifiant les conditions imposées.

Posons -
F(x) = Z vpa’,
n=1

et supposons que le rayon de convergence R de cette série est non nul. Si |x| < R, on a

F(z)? = Z ( Z vpvq> " = Zvnw",
n=2

n=2 \p+q=n

Donc

Alors F(x) est racine de ’équation

(1) F(x)? - F(z)+2=0.
Considérons la fonction G définie par
1
G(z) = 5 (1—-+V1—4dzx).

Elle est solution de I’équation (1) avec de plus G(0) = 0 et se développe grace a la série du
bindme en une série de rayon 1/4. Si I'on écrit

G(x) = i apz",
n=1
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alors en écrivant que les coefficients de la série G(x)? — G(x) + = sont tous nuls, on obtiendra
que les coefficients a,, vérifient les mémes relations que v,,. Par unicité on aura donc pour tout
entier n ’égalité a,, = v, et donc F' = G. En développant on a alors

© 11 _1)...(1_p © 1 1.. (99 —
P = [1—<1+<22(2 Yoolgontl) <—4w>">>]=2%712..(.2(2n)3) (1"
n=1

n=1

En multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit

2---(2n—2) =2""Yn-1),

; _ (@2n=2) 1 (2n-2
"Tnln—-1)! n\n-1/°

on obtient finalement

Soit (by,)n>1 une suite de nombres réels et o un nombre réel. On définit une suite (uy,)n>1 par
u; =1let,sin> 2,
Upt1 = QUy + by, .

Donner une formule explicite pour u,,.

Posons

g(x) = Z b et f(z) = Z Upp12™ .
n=1 n=1

On a donc formellement

(e}

flz) = Z(aun—i-bn)x”

n=1
o o
= « E unx"—kg bz
n=1 n=1

o0
= ar+ax Z " 4 g()
n=2

= az+axf(z)+g(x).

On en tire
g(x) + ax

1—ax

fz) =

)

que ’on développe

f(z) = (i O/Lﬂ?") (i bpz™ + om:) = (i a":n") (i bw") + i oLl
n=0 n=1 n=0 el 0
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Alors, en posant bg = 1,

n—1 n
Un+1 = 5 akbn—k + a" = § akbn—k7
k=0 k=0

donc
n—1
k
Un = 5 « bn—l—k'
k=0

Ce calcul est purement formel car on n’a pas supposé que les séries avaient des rayons de conver-
gence non nuls. On vérifie facilement par récurrence que le résultat obtenu est vrai. En effet, on
a bien u; =1, et

n—1

aup +b, = « Zakbn_l_k + b,
k=0
n—1

= Z O/H_lbn—l—k + bn,
k=0

n
= Z akbn—k + bn
k=1

n
= Z Oékbn_k .
k=0

Soit la suite (an,)n>0 définie par ag = 1, et pour n > 1,

n—1 a n—1 a
P n—1-—p
On = Z 1 Z o
= (n—1—p)! = 7

1) Montrer que 0 < a,, < e™.

2) En déduire que la série entiére de coefficient a,, est de rayon R non nul et trouver sa
somme f(z) pour |z| < R.

3) Montrer que si s > 1,

s s—n

SRS

n=1

et que R est 'unique solution de ’équation

r =€

1) On montre la relation par récurrence. Pour n = 0, on a

0<ap=1<eé".
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Supposons les inégalités vraies jusqu’a U'ordre n — 1. Alors

— o 1—-p n—1 P )
ne
0<ans Z (2]
p=0 p=0
Donc
0<a,< Z ' en—l _ en—l el/e _ en—l-‘,—l/e’
p=0 P
et puisque 1/e — 1 est négatif, on en déduit
0<a, <e".

2) Le rayon de convergence de la série entiére de coefficient a,, est donc supérieur a celui de la
série géométrique de coefficient €™ qui vaut 1/e. Il est donc non nul. On a alors

e} 00 n

} : ntl _ } : 2 : ap n+1
Anp++1T = m x .

n=0 n=0 \ p=0 p):

Le membre de gauche vaut
f(x) —ao = f(z) - 1.

Celui de droite s’écrit, en faisant apparaitre un produit de Cauchy,

x Z Z% | =z Zana:" Z% =zf(x)e”.
(n—p) vt

n=0 \ p=0 n=0

On en tire, si |z| < R,
1

1 —zer’

fz) =

En utilisant, si |ze”| < 1, le développement de la série géométrique, on trouve

puis, avec le développement de la série de ’exponentielle,

_1+ZZ _1+ZZ P

n=1p=0 n=1s=n

La convergence de la somme double étant en fait absolue, on peut intervertir les sommations, ce

qui donne
_1—|—Z <Z s—n)!) xS



Finalement, si s > 1,
S s—n

WY

n=1

Le calcul précédent étant valable si |z| est inférieur & 'unique racine p de I’équation
xe® =1.

On a donc

Mais lorsque z tend vers p,

fla) = —

1 — xe®

tend vers l'infini. Donc R < p et finalement on a

R=p.
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On pose ag = 1, puis, si n > 1,

_ n
an+1 = Z <k> An—kaf -

k=0

On veut calculer les nombres a,, en utilisant la fonction génératrice f définie par

R, alors sur | —R, R[, on a
f/ — f2 .
2) Résoudre 'équation différentielle précédente et en déduire a,,.
3) Vérifier que la suite ainsi obtenue convient bien.

1) En utilisant le produit de Cauchy, montrer que, si f a un rayon de convergence non nul

1) En effectuant le produit de Cauchy de la série f(z) par elle-méme, on obtient, pour |z| < R,

=30 (St ) o3 (0 () s ) 2

n=0 \k=0 n=0 \k=0

Donc, en utilisant la relation de récurrence donnée dans I’énoncé, on obtient

2\ z"
f(z)” = Z An+1 7 -
= n!
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Mais on a aussi

et 'on en déduit donc que

avec de plus f(0) = 1.

2) Cette équation différentielle s’écrit

flp =
et s’intégre sous la forme
1
0] =z—-C
ou C' est une constante. On a donc 1
f@) = 5

et la condition initiale donne C' = 1. On obtient donc comme solution

1 > z"
_ — |

ce qui donne
an =n!.

3) Il existe une suite unique vérifiant les conditions de 1’énoncé. On vérifie alors par récurrence
que la solution obtenue dans 2) convient. On a bien ay = 0! = 1, et si ’on suppose que pour tout
k compris entre 0 et n, on a a = k!, alors

pt1 = Z <Z> k)l = Zn' (n+1)n!=(n+1)!,

k=0

ce qui donne la formule au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.

On pose ag = 1, puis, si n > 1,

1« (n
an+1 = 5 Z <k> An—kAf; -

k=0

Calculer les a,, en utilisant la fonction génératrice f définie par
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Remarquons tout d’abord qu’il existe au plus une suite vérifiant les conditions de I’énoncé.

Supposons que la série f a un rayon de convergence R non nul. Alors lorsque |z| < R, on a, en
utilisant le produit de Cauchy

f(x)2 = Z ( % %) = Z (Z (Z) akan_k> % .
k=0

n=0 n=0 \k=0

En utilisant la relation de récurrence, on obtient donc
o xn
2
f@)P? =23 any1—.
n=0

D’autre part, on obtient en dérivant

! - an n—1 - z"
Fla) =30t -,
ot (n—1)! = n!

et la fonction f vérifie sur | —R, R[ 'équation différentielle

)

() —
f (gj) - 9 )
avec la condition initiale f(0) = ap = 1.
Cette équation différentielle s’écrit
fla) 1
f@)? 2
et s’intégre sous la forme
1
. _—Z_C
flx) 2
ou C est une constante. On a donc
1
flz) = m )

et la condition initiale donne C' = 1. On obtient donc comme solution

1

f(x):m7

Elle se développe en série entiére, ce qui donne



186 CHAPITRE 5. CALCUL DE SUITES

et donc par identification
n!

Ay = 2—n .

Assurons-nous que la suite obtenue convient. On a bien ag = 1. D’autre part
1 & (n 1 & /K (n—k)! 1 n! n!
25 <k>“’““"‘k:5 kz_%(k)z_kw:i > n — g

ce qui donne donc

1 (n (n+1)!

Py (k:) A=k = g T
=0

La suite ainsi obtenue répond donc bien a la question.

Sin > 1, soit I,, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On pose [y = 1.
1) Montrer que sin > 2, on a

In =Ip-1+ (Tl - 1)[n—2 .

I
2) Montrer que la série entiére de terme général —T; a" converge si x appartient a |—1, 1[.
n!

Soit S(x) sa somme.
3) Montrer que, pour tout x de | —1, 1[, on a

S'(z) = (1+x)S(z).

4)  En déduire une expression de S(z), puis une expression de I,.

Rappelons qu’'une involution ¢ d’un ensemble E est une application de F dans E telle que
pop=Idg .

Le nombre I, est également le nombre d’involutions d’un ensemble fini & n éléments.
1) Pour n > 3, soit ¢ une involution de {1,...,n}. Il y a deux possibilités.

e Ou bien p(n) = n. Dans ce cas la restriction de ¢ a {1,...,n — 1} est une involution de
{1,...,n—1}. Il y a donc I,,_1 involutions de ce type.

e Ou bien ¢(n) = p appartient a {1,...,n—1}. Alors ¢(p) = n, et la restriction de ¢ a I’ensemble
{1,...,n—1}\ {p} est une involution de cet ensemble fini & n — 2 éléments. Donc pour chacune
des n — 1 valeurs de p, il y a I,_9 involutions. Cela fait (n — 1)I,_9 involutions de ce type.
Finalement

In =Ip-1+ (Tl - 1)[n—2 .
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Cette relation est encore vraie si n = 2, car Iy = 2, (les deux bijections de {1,2} sur lui-méme
sont des involutions), I} = Iy = 1.

2) Comme toute involutions de {1,...,n} est bijective, c’est une permutation de {1,...,n}. Le
nombre d’involutions est donc inférieur au nombre de permutations et 'on a

Alors

et la série entiére de terme général I,,2"/n! a un rayon de convergence R supérieur a celui de la
série géométrique, donc R > 1.

3) Calculons S’(z). On a, pour tout = de | —1, 1],

o0

/ _ n1+ n_l)I n—1
S'(z) = ;::1 n—l +Z =) 2
=T
— n—1 nl nl
+n§::2(n—1 +Z n—2
o0 o
n ITL
= 1+Z—!x"+xzmx"
n=1 n=0

On trouve donc

S'(z) = S(z) +zS(x) = (1+2)S(x),

avec de plus S(0) = 1, et cette équation différentielle linéaire du premier ordre a comme solution

. . N . 2
unique la fonction S qui & x associe e*+%7/2,

4) On a donc

n=0 n=0

9 0 " 0 72n
S(z) = e™*® /2= <ZF> (Z an!> :

On obtient un produit de Cauchy de séries entiéres de rayon de convergence infini, donc S(x) est
en fait de rayon infini.

Posons ) )
a2p:2p—p! , a1 =0, b=

Le coefficient ¢,, de ™ dans la série produit est donc

E(n/2) E(n/2)

n
1
Cn = E :apbn—P = E a2pbn—2p = 2 : | 10
= ‘ 2rpl(n — 2p)!

p=0 p=
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et par identification des coefficients, ce nombre vaut I, /n!, donc, on obtient,

E(n/2) o
In= E:o 2rpl(n — 2p)!

p=

On définit la suite réelle (ay,), par ag = a; = 1 et, pour tout n > 1,

2

Api1 = Qp + n——Han_

1-
1)  Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de terme général a,z". On pourra

commencer par montrer que la suite (a,/n?),>1 est décroissante.
2) Pour z dans | —R, R[, on pose

flz) = Z anz" .
n=0

Déterminer une équation différentielle dont f est solution puis calculer f(x).
3) En déduire une expression de a,, sous forme de somme.

1) Par récurrence, on démontre facilement que la suite (a,) est positive. Alors a,+1 > a, et la
suite est également croissante. Elle ne peut donc pas converger vers 0, ce qui montre que la série
de terme général a,, diverge grossiérement et donc que R < 1.

Comme a,_1 < a,, on a

<a 4+ 2 n+3
a a ap = A -
n+1 > Un n+1 n n+1 n
Alors, sin > 1,
Qn An+1 1 n+3 3n+1
n?2 (n+1)2 ~ in <n2 (n+1)3 i n?(n+1)3 =

La suite (a,/n?),>1 est donc décroissante. Il en résulte que

et donc que
0<a, < n?.

Comme la série entiére de terme général n?z™ est de rayon 1, on en déduit que R > 1. Finalement
onaR=1.
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2) Si z appartient & |—1, 1[ et sin > 1, on a

2
n+l _ A1 xn—l—l )
n+1

(an+l _'an)ﬂj

Puisque toutes les séries sont de rayon 1, on peut sommer et on obtient

00 ) o $n+1
Z(an—l—l - an)xn—i— =2 Z an—ln—_l_l y
n=1 n=1
et, puisque a1 = ag = 1, on obtient encore
D (ans1 —an)a™™ =23 Jan-1i
n=0 n=1
Le membre de gauche vaut
o o o
Z(an—l—l - an)xn—H = Z an+1xn+1 - $Zan$n = (f(l‘) - 1) - l‘f(l‘) :
n=0 n=0 n=0
Donc
& n+1
22 n—1 +1:(1—£)f(.’1')—1
n=1

Alors, en dérivant la relation précédente, on obtient
2uf(x) =2 apaz” =(1—z)f(z) - f(x),
n=1

et f est solution de I’équation différentielle homogéne
1—a2)f —Q2x+1)f=0,
que ’on résout par le procédé heuristique suivant :

on écrit , 5 ) 5
f@ _ 2w+l _ _, 3
f(x) 11—z 1—=z

et on en déduit

In|f(z)]=—-22—-3In(1—2)+ A,

ou A est une constante, d’ou la solution général

ou K est une constante.
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La fonction f vérifie la condition initiale f(0) = 1. On obtient alors K =1 et

3) On peut retrouver les coefficients de f en utilisant le produit de Cauchy. Tout d’abord, si

glw)=(1-2)"",

g"(x) =21 —2)7?,
donc , -
1-z)3=12 ;x) :%Z(n+2)(n+l)x".
n=0
On a aussi -
—2z —2)" n
o3
n=0
Alors .
o[- (D) (k+2) (—2)m "
=5 (S R )

ce qui donne
n

a, = Z(_l)n—k (k + 1)(k + 2) 2n—k—1 )

— (n—k)!



Chapitre 6

EXERCICES THEORIQUES

Théorémes de comparaison.
1) Soit trois suites de nombres complexes (ay,), (by) et (c,) telles que, a partir d’un certain
rang
|an| < [bn| < [enl.

Quelle relation y a-t-il entre les rayons de convergence respectifs R, R, R” des séries enticres
de coefficients a,, b, et ¢, ? Qu'en déduit-on lorsque R = R"?
2) Soit deux suites de nombres complexes (ay,) et (by,) telles que

lan| ~ |bnl .

Quelle relation y a-t-il entre les rayons de convergence respectifs R, R’ des séries enticres
de coefficients a,, et b, ?
Lorsque |z| = R, les séries de termes généraux a,z" et b,z" sont-elles de méme nature ?

1) Si z est un nombre complexe, on a, & partir d'un certain rang,
|an|2[" < [ball2]" < |en|2]".

Si |z| < R” la série de terme général ¢,2" converge absolument, donc la série de terme général
b,z" également. Il en résulte que
n

R/ > R//
Par le méme raisonnement
R>R
Donc
R>R >R'.

En particulier, si R = R”, alors R=R' = R".
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2) Si les suites (|ay|) et (]by|) sont équivalentes, on a, & partir d’un certain rang,

lan] <|bn| < 3lan] ,
2 2
et il résulte de 1) que R = R'.
En prenant
-n™ 1 -1)"
an:( ) + — et bn—( )

N - n
les suites (|ay|) et (|b,|) sont équivalentes et les deux séries entiéres sont de rayon 1, mais la série

de terme général b,, converge d’apreés le critére de Leibniz, alors que la série de terme général a,,
diverge comme somme d’une série convergente et d’une série divergente.

Rayon de convergence des séries paires et impaires

1) Quelle relation existe-t-il entre le rayon de convergence R de la série entiére de terme
général a,z" et celui de la série entiére de terme général a,z%" ?

2) Soit Ry et Ry les rayons de convergence respectifs des séries de termes généraux ag,z" et
asn+12". Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général a,z"

vaut min(y/R1,v/R2), et que, si |z| < R, on a

[es) [e's) 00
§ :anzn — § :a2n22n + § :a2n+122n+1 )
n=0 n=0 n=0

1) La série de terme général a,z" converge si |z| < R et diverge si |z| > R. Donc la série de
terme général a,, (2?)" converge si |z|> < R, c’est-a-dire si |z| < VR et diverge si |22 > R, c’est-a-
dire si || > v/R. Le rayon de convergence de la série entiére de terme général a,z?" est donc vV R.

2) D’aprés 1), la série de terme général as, 22" est de rayon de convergence /Ry, et celle de terme
général a2n+1z2" est de rayon de convergence v/ Ro, donc la série de terme général a2n+1z2"+1

est aussi de rayon v/ Rs.

Alors lorsque Ry # R, la série de terme général a,z"™ qui est la somme des séries de termes
généraux ag, 22" et ag, 122"t est de rayon min(v/Ry, vRa).

Lorsque Ry = R», on sait déja que R > v/ Rj.
Soit alors z tel que |z| > /Ry, donc |2|? > Ry, la suite (a2,2%") ne converge pas vers 0. Alors la

suite (a,z™) ne converge pas non plus vers 0, et il en résulte que R < v/R;. On a donc encore
égalité dans ce cas. Dans tous les cas, pour tout |z| < R,

0o 0o 00
§ :anzn — § :a2nZ2n + § :a2n+1z2n+1 )
n=0 n=0 n=0
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1) Critére d’Abel. Soit (vy,)n>0 une suite monotone qui converge vers 0. Soit (wy)p>0 une
suite de nombres réels ou complexes, telle que les sommes partielles wy, + wp41 + -+ - + Wiy
soient majorées par un nombre M indépendant de n et de m. Montrer que la série de terme
général

Up, = UpWy,

converge et que

o0
D vk

k=n

< Moy .

2) Théoréme d’Abel. Soit une série entiére de coefficient a,,, de rayon non nul R et de
somme S. On suppose que la série converge en un point z( (de C) tel que |z¢| = R. Montrer
que S admet une limite radiale en g, c’est-a-dire que

hm S(rzo) Zanxo

7”—)

3) Soit une série entiére de coefficient a,, et de rayon non nul. On suppose que la série converge
en un point xg > 0. Montrer que la série converge uniformément sur [0, zg].

1) On peut supposer que (vy,) est décroissante positive, sinon on prend —wv,. La démonstration
repose sur la formule de sommation d’Abel

m m m—1
Z”pwp = Um (ZWJ) + (Vm-1 — Vm) (Z wp) + 4 (Un = Uny1) <pr> :
p=n k=n k=n

Donc

n
pr

k=n

< ’Um‘ + ‘Um—l - Um‘ -+ ’Un - Un—i—l‘

)

m m
E :Upwp E :wp
p=n k=n
et, en majorant chaque somme par M,

m
§ : UpWp

p=n

m—1
Z Wp
k=n

< M(Jom] + [vm-1 = vl + -+ 4 v — Vg1 ) -

Mais si la suite (vy,) est décroissante positive,
’Um’ + ’Um—l - Um’ + 4+ ’Un - Un-‘,—l’ = Up + (Um—l - Um) +eee (vn - vn—i—l) = Up = ’Un’ )
Il en résulte que

m
E UpWp

p=n

(*) < M|vy].
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Remarque : 'inégalité (x) est vraie sans supposer que la suite (v,) converge vers 0.

Soit £ > 0. Comme la suite (v,,) converge vers 0, il existe N tel que n > N implique |v,| < /M.
Donc, sim >n > N, on a
m
D Uty
p=n

ce qui, d’aprés le critére de Cauchy, montre que la série de terme général u, converge. De plus,
en faisant tendre m vers l'infini

o

E :Upwp

p=n

<e,

< M|y .

Donc, pour le reste R,, de la série,
[Rn| < M|vpia].

2) On considére la série entiére de la variable r de terme général a,r"z{, et I'on va montrer que
cette série converge uniformément sur [0, 1]. On pose, pour r dans [0, 1],

Wy, = apz( et v,(r)=1r".

La suite (vy,) est une suite décroissante positive de fonctions. Comme la série de terme général
wy, converge, pour tout € > 0 il existe N, tel que m > n > N implique

m
Z wr | < €.
k=n
Alors de l'inégalité (%) on déduit
m
Z wivg | < evy(r) <e.
k=n

Il résulte du critére de Cauchy de convergence uniforme, que la série de terme général v,w,
converge uniformément sur [0, 1]. Sa somme est donc continue sur cet intervalle. Mais

00 S(raxg) sire [0, 1]
o
Up (T)wy, = —
;::0 " " annazg‘ sir=1
n—=

La continuité en 1 donne alors

r—1_

lim S(rzo) = Z anxj -
n=0

3) Si zg < R, le résultat est une conséquence des propriétés des séries entiéres : il y a convergence
uniforme sur tout disque de rayon |zg| < R.

Sixzg = R, le résultat est une conséquence de la démonstration effectuée dans 2) : la série de terme
général v,w, converge uniformément sur [0, 1], donc la série de terme général a,z™ converge
uniformément sur [0, zo] .



195

. . ’ ’ . -’ -’ a/
Soit (a,)n>1 une suite de nombres réels telle que la série de terme général — converge.
= n

Si t est un nombre réel strictement positif, on pose
fn(t) = ane™™.

1) Montrer que pour tout nombre réel t > 0, la série de fonctions de terme général f,, converge
et que sa somme est continue sur |0, 400 |.
2) On pose

o0
ry(t) = Z ane” .
n=N
Montrer que pour tout nombre réel t > 0, on a

Nl_l)I_Ii_loot ry(t)dt =0.

1) Posons
flx) = Z anz™ L.
n=1

La primitive de f qui s’annule en 0 est

[o¢]
F(x)zz%x”,
n=1

et les deux séries ont méme rayon de convergence R. Comme la série F'(1) converge par hy-
pothése, d’'une part on a R > 1, d’autre part la fonction f est continue sur [0, 1] et la série
converge uniformément sur [0, 1].

Alors, si pour t > 0 'on pose,

gt) =etf(e™) et folt) = ane™,

les fonctions g et f,, sont continues sur |0, +oo[, et 'on a

g(t) =Y ane™™ =" fult).
n=1 n=1

La somme de la série de fonctions continues de terme général f,, est donc continue sur |0, +oo .

2) Soit N > 1. Pour x dans [0, 1], posons

o ':L'n
Ry(z) = Z .
n=N
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La suite (Ry) des restes de la série de terme général a,x"/n converge uniformément vers 0 sur
'intervalle [0, 1].

Pour ¢ dans [0, 400 [, posons

0 et
=D an—— = Ry(e™).
n=N
La suite (ry) converge uniformément vers 0 sur [0, o0 [.

D’autre part, on a

donc

o0
Ry(e™") = Z ane "t = elry(t).
n=N

Il en résulte que la dérivée de la fonction qui a ¢ associe Ry (e™!) est —ry.

En intégrant par parties, on obtient alors

1 1
1
/ Fra(t)de = [~ PRy )], + / st Ry (et dt
0 0

Mais .
[—thN(e_t)} :—RN(e_l) < sup |Ry(e™Y],
0 te[0,1]

et

1

/:Etx 'Ry(e7t)dt| < sup |Rn(e” |/:Etx Yde = sup |Ry(e7)].

9 te[0,1] te[0,1]
Finalement

1
/t’”rN t)dt| <2 sup |Ry(e ).
; te[0,1]

La convergence uniforme de Ry vers 0 sur [0, 1] donne le résultat voulu.

Soit F' une fraction rationnelle telle que pour tout entier naturel n, le nombre F'(n) existe et

soit non nul.

1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient F'(n) .

2) Comparer les rayons de convergence des séries entiéres de coefficients u,, et u,F(n) ou
(uy) est une suite de nombres complexes.
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1) Si le rapport des termes de plus haut degré de la fraction rationnelle F'(x) est axP, avec o # 0
et p dans Z, on a alors
F(n) ~ an? |

et donc
[F'(n)] n?

|[F(n+1)] (n+1)P°

Cette suite converge vers R = 1.
2) Lorsque p est positif, on a
unF'(n) ~ aupn? ~ aupn(n —1)---(n—p+1).
La série entiére de terme général u,n(n —1)---(n —p+ 1)2" P est la dérivée p—iéme de celle
de terme général u,x™ et a méme rayon qu’elle. Les séries entiéres de termes généraux u,x™ et

u, F(n)z™ ont donc le méme rayon de convergence. C’est aussi celui de la série entiére de terme
général u,nPx™.

Lorsque p est strictement négatif, il résulte de ce qui précéde que les séries entiéres de termes
généraux u, F'(n)n"Px" et u, F'(n)z™ ont méme rayon de convergence, et comme

upn F(n)n™? ~ auy,

les séries entiéres de termes généraux u, F'(n)n~Px™ et u,a™ ont méme rayon de convergence. On
en déduit de nouveau que les séries de termes généraux u,x" et u, F(n)z™ ont le méme rayon de
convergence.

1) Que peut-on dire du rayon de convergence R de la série de terme général a,, lorsque la
suite (|a,|) admet une limite ¢ dans [0, +o00] ?
2) Que peut-on dire de la suite (a,),si R>1, R<1, R=17

1) Lorsque £ est finie et non nulle, on a

1- ’a’n’
1m
n—+00 [ap 1]

=1=R.
Lorsque £ = 0, (plus généralement si (|a,|) est majorée par une constante K),
|anz"| < KI|2"],

donc la série converge si |z| < 1. On a alors

R>1.
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En prenant successivement

1 1
(ln:ﬁ 5 an:J(a>1) s an:m

on obtient respectivement
R=1 s R=« 5 R = 400 )

et donc toutes les valeurs de [1, +00] peuvent étre obtenues.

Lorsque ¢ = 400, a partir d’un certain rang la suite (|a,|) est minorée par une constante K non
nulle et

|anz"| > K12,

donc la série diverge si |z| > 1. On a donc

En prenant successivement

1
an=n anzﬁ(0<a<1) . ap=n!

on obtient respectivement

R=1 , R=a , R=0,

et donc toutes les valeurs de [0, 1] peuvent étre obtenues.

2) Si R > 1, la série entiére de terme général a,,z" converge si z = 1, et la suite (a,) converge
vers £ = 0.

Si R < 1, la série entiére de terme général a,2" diverge si z = 1, et la suite (a,) n’est pas bornée.
Elle ne tend pas nécessairement vers ’'infini, comme le montre ’exemple de la suite

anp = (14 (=1)")n!,
qui n’a pas de limite, alors que la série associée est de rayon nul.

Si R = 1, on ne peut rien dire de la suite (a,). Méme si (|a,|) admet une limite, celle-ci peut
étre n’importe quel élément de [0, +00] comme le montre les exemples suivants :

1
an=n , a,=LER* | a,=—,
n

donnent des séries de rayon 1 telles que (a,,) converge vers +o00, £ ou 0.
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Soit deux séries entiéres de coeflicients respectifs a,, et b, et de rayons respectifs non nuls r
et r'.
1) Soit R le rayon de la série entiére de coefficients a,b,. Montrer que

R>rr.

Donner un exemple ou I'inégalité est stricte.
2) Soit p un entier naturel, trouver le rayon de convergence R, de la série de coefficients abh.
3) On suppose que a, n’est jamais nul. Que peut-on dire du rayon de convergence de la série
entiére de coefficients 1/a,, ?
Donner un exemple ou 'inégalité obtenue est stricte.

1) Soit x tel que |z| < 77/, donc

m<7"/,
r
et il existe v tel que
I
v,
r
Si ’'on pose
u=—,
v
on a
x
|u|:u <r.
v

On a donc trouvé u et v tels que x = uv et
lul <r et |u] <7’
La suite (|b,v"|) est alors majorée par une constante K. Donc
lanbna”| = |lapu™| |bpo"| < K |apu™|,

et la série de terme général a,u’ converge absolument. Alors la série de terme général a,b,x"
converge absolument, et donc
/
R>nrr.

En prenant

= bus ) @ = dasco

on obtient deux séries de rayon 1. Comme le produit a,b, est toujours nul, la série de terme
général a,b,x" est la série nulle de rayon infini.

2) Il résulte de 1) par récurrence que
Ry, >1rP.

On a égalité sip=0et p=1.
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Etudions le cas ou p > 2.

Soit = tel que |z| > 7P, et u une racine p—iéme de x. Alors |u| > r et la série de terme général
anu™ diverge. Il en résulte que la suite (a,u™) ne converge pas vers 0. Comme

(apu™)P = abz™,

on en déduit aussi que la suite (ah,2") ne converge pas vers 0. Donc que
R, <rP.

Finalement, on a bien I'égalité
R,=1".

3) En prenant b, = 1/a,, dans 1), on obtient a,b, = 1, et donc R = 1. L’inégalité
rr’ <1

donne alors
r <

S| =

Cette inégalité peut étre stricte. En prenant

1

on

1 sin est pair
Qp = . . .
S1 n est 1mpair

on obtient une série de rayon 1, alors que

)

2" sin est impair

1 1 sin est pair
an

donne une série de rayon 1/2.

Soit la série entiére de terme général a,2" et de rayon R, et soit une suite (ny)r>0 strictement
croissante d’entiers naturels. Que peut-on dire du rayon de convergence R’ de la série entiére
de terme général a,, 2"+ ?

Donner un exemple ou 'inégalité obtenue est stricte.

Si |z| > R/, la série entiére diverge donc la suite (a,, 2™ ) n’est pas bornée. Mais cette suite est
une suite extraite de (a,2™) qui n’est donc pas bornée non plus. La série de terme général a,,z"
diverge donc. Il en résulte que

R >R.

Prenons la suite définie par
sin=2p+1

1

= 1
n — sin=2p

n!
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On a R =1, et en prenant ng = 2k, on a R’ = +oo0.

1) Soit la série entiére de terme général a, 2" et de rayon R, et soit une suite (ny)i>o stric-
tement croissante d’entiers naturels. Soit R’ le rayon de la série entiére de terme général
Uy 2° 7

nk :
Montrer que si R’ > 1, alors R’ > R, et donner un exemple ou 'inégalité est stricte.
2) Donner un exemple ot R =1, R’ = 0 et ou l'on peut extraire de la suite a,, une nouvelle

suite a,,, telle que la série de terme général a,,, 2* soit de rayon 1.

1) Comme la suite (ny)r>0 est une suite strictement croissante d’entiers naturels, on a, pour tout
entier k,

(Cela se démontre facilement par récurrence).
SiR'>1et|z| >R, alors |z] > 1, et

o = ] g, o
_ .

k| _ ng
|lan, 2" | = |an, 2" |2 Tk =
La suite (a,, 2*) n’est pas bornée, donc la suite (ay,, 2"*) non plus. Mais cette suite est une suite
extraite de (a,z") qui n’est donc pas bornée. La série de terme général a,,z" diverge donc. Il en
résulte que

R'>R.
Prenons la suite définie par
1 sin=2p+1
= 1
on — sin=2p
n!
On a R =1, et en prenant nj = 2k, on a R’ = +o0.

2) Soit la suite (ay)n>0 définie par

n  sin est pair
an = . : :
" 1 sin est impair

Les parties paires et impaires de la série sont de rayon 1, donc R = 1.

Soit la suite (ny)g>o définie par

B (p+2)! sik=2p
Tl (2N +1 sik=2p+1

cette suite est strictement croissante car

pP+2)!<(p+2)!+1< (p+3).
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Comme ng), est pair et ng,,1 est impair, on a

w — (p+2)! sik=2p
T 1 sik=2p+1

La partie paire de la série de terme général a,, 2¥ est de rayon nul, donc la série également.

Il suffit de prendre la partie impaire de la série précédente pour retrouver une série de rayon 1
puisque
=1.

CL77/2p+1

Soit (an)n>0 une suite de nombres positifs non tous nuls. On pose
n
Sp = Z ap .
p=0
Montrer la relation
n n—1
(1) Zapzp =52+ (1—2) Z SpaP .
p=0 p=0

En déduire la valeur du rayon de convergence R de la série entiére de coefficient .S,, en fonction
du rayon de convergence r de la série de coefficient a,, et trouver la somme de la série.

Dans ce qui suit on n’utilise pas le produit de Cauchy.

On a
n—1 n—1 n—1
(1-2) Z SpeP = Z SpzP — Z SpzP 1
p=0 p=0 p=0

n—1 n
= E Spr — E Sp_ 1 2P
p=0 p=1

n—1 n—1

= Z szp — Z Sp_1zp + Sy — Sp_12"
p=1 p=1
n—1

= Z(Sp — Sp—1)2F +ap — Sp2" + apz"
p=1

n

n

= E ap2’ — Sp2" .
p=0
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Si la série de terme général S,2" converge, alors la suite (S, z") converge vers 0 et d’aprés (1) la
série de terme général a,z" converge. Il en résulte que r > R et que, si |z]| < R,

(2) Z ap?? = (1—2) Z SpaP .
p=0 p=0

Sir > 1, la série de terme général a,, converge et sa somme est non nulle. Donc la suite (S,) a
une limite finie S > 0. La série entiére de coefficient S,, a donc méme rayon de convergence que
la série géométrique de terme général z™. On trouve donc R = 1.

Sir <1, comme S, est positif, on a, d’aprés (1), lorsque 0 < z < r,

n—1 1 n 1 [e'¢)

SZp<— CLZp<— CLZp.
P D DU s B
p=0 p=0 p=0

n
Alors la suite Z SpzP | est croissante et majorée donc converge. On a donc R > r, et finale-
p=0
ment R =r.

En résumé
R =inf(r,1).

Soit trois nombres Ry, Ry et R de ]0, +o00] tels que
R1§R2 et ngR.

Trouver deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R; et Re dont le produit de
Cauchy soit une série entiére de rayon R.

Casl)R1<R2<+oo et Ry <R < +oo.

14— 14—
- 1 il
Si(z) = ) @2 ) = et So(z) = ) @1
sont de rayons respectifs Ry et Ro. Le produit de Cauchy de ces séries
1
S1(z)Sa(z) = T
R

est de rayon R.
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CaSQ)R1:R2§R<+OO.

1 1
Si(z) = - €t 52( ) = 1—|—i
1 + i 1 + = Rl
R, R
sont de rayon R;. Le produit de Cauchy de ces séries
1
S1(z)5a(x) = T
R
est de rayon R.
Cas 3) Ri =Ry < R=+00.
1 z
Si(z) = —— ct Sa(x) = /1 + T
1 v 1
1+ i
sont de rayon R;. Le produit de Cauchy de ces séries
51(3})52(3}) =1
est de rayon +o0.
Cas4) Ri < Ro = R = +o00.
1 T
Sl(l' = T et SQ(QJ) =14 —
1+ — 1
Ry

sont de rayon Rj et Ry = 400. Le produit de Cauchy de ces séries
51(3})52(3}) =1
est de rayon +o0.

Cas 5) Ry = Ry = R = +o0.

Résultat évident en prenant pour S et Sy deux polyndomes.

Cas6) Ri < Ry < R = +o00.

x x
"R "t a
Si(z) = ; 2 et Sy(x) = ; -

sont de rayons respectifs Ry et Ro. Le produit de Cauchy de ces séries

51 (x)Sg(x) =1
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est de rayon +o0.

Cas 7) Ri = R < Ry = +0c.

sont de rayons respectifs R; et +oo. Le produit de Cauchy est Si(x), de rayon Rj.

Cas 8) R; < R < Ry = +00.

1 1 x
Sl(.%') = T T et SQ(Z') =1 + R_
14+ = 1+ 1

Ry R

sont de rayons respectifs Ry et +00. Le produit de Cauchy de ces séries

Sl (:L')SQ (:L') =

X
1 _
TR

est de rayon R.

Formule d’Hadamard.
Soit (ay) une suite de nombres complexes. On pose

1

)
o (f;;g l%')

Montrer que si |z| < R, la série de terme général a,z" converge absolument.

Montrer que si |z| > R, la suite (a,2") n’est pas bornée.

En déduire que R est le rayon de convergence de la série entiére de coefficient a,,.

Si a,, n’est jamais nul, que peut-on dire du rayon de convergence R’ de la série enticre de
coefficients 1/a;, ?
Donner un exemple ou 0 < R’ < 1/R, et un exemple ou R = R’ = 0.

R =

=W N
S N N

Remarquons que la suite (sup {/ |ap|> est une suite décroissante de nombres de [0, +00].
p=n
n>0

Elle a toujours une limite dans [0, +00]. (Tous les termes peuvent étre éventuellement infinis).

1) On suppose ici R non nul. Si |z| < R, soit 7 un nombre réel tel que

|z]| <r <R.
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Alors

&=
S|

p=-n

s (s ) -

Donc il existe ng tel que, n > ng implique

w0
=1
T
B
s
AN
I

On en déduit,

donc

Alors, i
janl 2" < 2]
;

Comme |z|/r < 1, le membre de droite est le terme général d’une série géométrique convergente,
et la série de terme général |a,||z|" converge également. Donc la série de terme général a,z"
converge absolument.

2) On suppose ici que R est fini. Soit |z| > R. Puisque

lim | sup {/|ap| | = L ,
n—+00 p>n R
et, puisque la suite est décroissante, on a

1
su a,| > —.
ng |p|—R

Construisons par récurrence une suite (p;) strictement croissante de nombres entiers telle que,

pour tout 1,
1

> —=.
R

kS |api|

On choisit un premier nombre pg tel que

. — 1
|ap0| > E

Si 'on a obtenu des nombres tels que

pi > Pi—1> - > Do,

on a

sup ap| 2 —=
p=pi+1 | p‘ R’
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et I'on peut trouver p; 11 > p; + 1 tel que
Y |
o |api+1| 2 E,
ce qui donne le terme au rang i + 1.

On obtient alors pour tout ¢

] Di > 1~ .
‘CLI%’ ’Z‘ = <R

Mais la suite p; est une suite strictement croissante d’entiers et tend vers +oco. Comme |z|/R > 1,
la suite ((|z|/R)P?) tend donc vers 400 et (|ap,||2[P") également. La suite (ap2zP) n’est donc pas
bornée. En particulier elle ne tend pas vers 0 et la série de terme général a,,2" diverge.

3) Les questions 1) et 2) montrent que R est exactement le rayon de convergence de la série entiére.

4) On a
1 1
sup {| — = ———,
pzn \anl g pfja |
p2n
Donc
1 ) 1 1
— = lim sup p/+— = )

R n=rboo o || fap] lim inf {/|a,|
n—+00p=>n

d’ott 'on déduit

. . . 1
R = nll)]grloo;)gfl lay| < nll)m sup {/|ap| = B

En prenant

o — 1 sin=2p+1
Tl 27" sin=2p
on obtient une série entiére de rayon inf(1,2) = 1, alors que
1 1 sin=2p+1
a, | 2" sin=2p

donne une série entiére de rayon inf(1,1/2) =1/2.

En prenant

o — n! sin=2p+1
"l 1/l sin=2p

on obtient une série entiére de rayon nul, ainsi que

1 1/n! sin=2p+1
an

- n! sin=2p
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Soit (an)n>0 €t (by)n>0 deux suites équivalentes de nombres réels telles que, pour tout entier
n le nombre b,, soit strictement positif, la série de terme général b,, diverge, et la série entiére
de coefficient b,, soit de rayon 1.

1) Montrer que la série entiére de coefficient a,, a pour rayon de convergence 1.

2) Montrer que la somme

(o]
S(x) = Z bpx"
n=0
tend vers +oo quand x tend vers 1.
3) Montrer que

o o

Z anx” ~ Z bz

n=0 n=0

quand z tend vers 17.

1) Puisque les suites (a,,) et (b,) sont équivalentes, on a, pour tout z réel
anx" ~ by,

et les séries de termes généraux a,z” et b,z" sont de méme nature. Notons R le rayon de conver-
gence de la premiére. Alors lorsque |z| > 1 la série de terme général b, 2™ diverge, donc la série de
terme général a,x™ diverge, ce qui montre que R < 1. Lorsque |z| < 1 la série de terme général
b,x™ converge, donc la série de terme général a,x™ converge, ce qui montre que R > 1. On en
déduit que R = 1.

2) Notons
n
gn($) = Z bkxk )
k=0
et, lorsque |z| < 1,

g(x) = Z bt .
k=0

Remarquons tout d’abord que, puisque les nombres b,, sont positifs, la fonction g, est croissante
et positive sur [0, o0 [.

La série de terme général b,, diverge, donc, pour tout nombre A, il existe un entier N tel que
g N(l) >A+1.
Comme la fonction gn est continue en 1, il existe a > 0, tel que 1 — a < z < 1 implique

0<gn(l)—gn(z)<1.
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Alors,
g(z) > gn(x) = gn(1) — (gn(1) —gn(2) > A+1-1=A4,

ce qui montre que g(x) tend vers +oo lorsque = tend vers 17.

3) Pour tout n > 0, posons

ce qui est possible puisque b, > 0. On a donc
ap = by + bpen

et, puisque les suites (ay,) et (b,) sont équivalentes, la suite (&,),>0 converge vers 0. Alors, lorsque
|x| < 1, on obtient en sommant

(0.0] o
Z anz”™ = g(x) + Z bpenT
n=0 n=0
Montrer que
o o
Z anx’ ~ Z bz
n=0 n=0

quand x tend vers 17 revient alors & montrer que

o)

% Z bnenx™

tend vers 0 quand x tend vers 17.

Soit & > 0. Il existe N tel que n > N implique 0 < g, < /2. Alors, lorsque 0 <z < 1, on a

[e'e) N-1 c [e%S) N-1 c
n=0 n=0 n=N n=0

ou encore
e 1 &
0< — bpepa” < = + —— bpe
_g(x)nZ:;)nnx_Q ( Znnl‘
Mais d’aprés 2) la fonction g admet +o0o comme limite en 17, d’ou
lim L Z bpenz™
i—l1-g(z) ="

Donc il existe a > 0 tel que 1 — a < & < 1 implique

1 N—
(—Z nEn " <—
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Alors
1 o
0< — ap,z" < €,
g(x) HZ:% "

o0

ce qui montre que ﬂ Z bpenz” tend vers 0 quand x tend vers 1°.
g(x
n=0

Soit des séries entiéres de coefficients a,, et b,, de rayons de convergence respectifs non nuls r
et 1, et de sommes respectives f(z) et g(z).
1) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére de coefficients a,b, vérifie

R>rr.

On note h(z) la somme de cette série (produit d’Hadamard).
2) Etablir Pexistence d'un voisinage V' de 0 tel que, pour tous z et 2’ de V, on ait

3) Montrer que

1) Soit z tel que |z| < 77/, donc

=<,
r
et il existe v tel que
P
v,
r
Si 'on pose
u=—,
v
on a
z
|u|:u<7‘.
v

On a donc trouvé u et v tels que z = uw et
lul <r et |u] <7'.
La suite (|b,v"|) est alors majorée par une constante K. Donc

lanbn2"| = |apu™| |bpv"| < K |anu™|,
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et la série de terme général a,u™ converge absolument. Alors la série de terme général a,b, 2"
converge absolument, et donc
R>rr.

2) Lorsque |z| < 7 et |2/| < 1/, les séries de fonctions continues de termes généraux u, et vy,
définies par
Un(0) = apz"e™ et v, (0) = bp2Me ™

convergent uniformément sur [0, 27]. Alors, on peut effectuer leur produit de Cauchy qui
converge uniformément sur [0, 27 ]. Donc

f(zeie)g(z/e—w) _ (Z anznein€> (Z bnzlne—in9>
n=0 n=0
— Z <Z akbn_kzkzln—kei@k—nw > ]

n=0 k=0

En raison de la convergence uniforme on peut alors inverser les sommations et

27 0o n 27
/f(zeie)g(z/e—ie) do = Z Z akbn_kzkzm—k / ei(2k—n)6 /]
0 n=0 k=0 0

2w
Mais l'intégrale / e df est nulle lorsque p est non nul, et vaut 27 lorsque p est nul. Donc dans

0
la série précédente, toutes les intégrales son nulles sauf lorsque lorsque n = 2p et k = p, et il

reste donc )
/f(zew)g(z'e_w) df = 2x Z apbp2P 2P = 2mh(z2"),
0 n=0

ce qui donne la formule voulue.

3) Prenons
f(z) _ io: 1 o - 62/2 ot g(z) _ io: (_1)" oM — e—z/2
=2l = 2"nl )

Ce sont deux séries de rayon de convergence infini. Donc on peut appliquer la formule précédente
avec z = 2/ = 1, et 'on obtient

[e'¢) ( 1)n 1 27 1 2m
— i —i 1,0 _1_—i6
272%(”.)2 = o /f(e’g)g(e 7)do = /eze e 2" df
n=0 : rd ,
2m 2
1 &0 _o—1i6 )
= 2_ e do = 2_ /ezsmede
T
0 0
2m

1
= 5 /(cossin9+isinsin9)d0.
0
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Mais puisque la fonction qui & 6 associe sinsin 6 est 2r—périodique et impaire, on a

21 ™
/sinsin@d@z/sinsin@d@zo,
0 -7

et donc )
— (=" 1 :
ZW:% COSSIHGCZ@.
n=0 0

1) Soit f une fonction C* sur un intervalle I =] —A, A[, (A fini ou non), telle que, pour

tout entier naturel n et tout = dans I, on ait £ (z) > 0.

l.a Montrer que f est développable en série entiére dans I.

1.b Montrer que g = ef est développable en série entiére dans 1.
1.c Montrer que si A > 1, la fonction h définie par

est développable en série entiére dans | —In A, In A[.
2) Lorsque f est paire ou impaire, montrer que si, pour tout entier naturel n et tout = dans
[0, A[, on a f(™(z) >0, alors f est développable en série entiére dans I.
3) Montrer que les fonctions définies ci-dessous, sont développables en série entiére et trouver
leur rayon de convergence.
3.a f(x)=tanz,
3.b g(z) = exp(expx),

x
3.c k(z)=
¢ h(z) = exp—,

3.d h(z) = , o a> 1.

a— e’

1.a) Posons

F™(0)
n!

et étudions la série entiére de coefficient a,,. Les nombres a,, sont tous positifs.

Up = )

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on a, pour tout x de I,

Zakx +/ ) FOO @) dt .

Lorsque 0 < x < A, l'intégrale est positive et donc

0<> apa’ < fl).

k=0
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Il en résulte que la suite <Z aka:k) est croissante majorée. Elle converge donc, et la série en-

tiere de coefficient a,, a un rayon de convergence supérieur ou égal a A. Etudions le reste R, (x)
de cette série. On a, en effectuant le changement de variable ¢ = uz,

T

1
Ry(x) = / % FOD@) dt = 2"t / (1=w" £ (uz) du.
0 0

Les fonction f (") gtant toutes positives, sont également toutes croissantes.

Silona0<x<y<A,etsiuappartient & [0, 1], on a donc
(1= w)" f D (uz) < (1—u)" 7D (uy),
et en intégrant on en déduit que
Ry(2)a™ " < Ry (y)y~ Y.

En utilisant le fait que

0< R,(y) = Z ary” < fy),
k=n-+1
on en déduit que
x n+1
0 < R,(x) <§> fw),

et il résulte du théoreme d’encadrement que la suite (R, (z)) converge vers 0. Donc, pour tout z

de [0, A[, on a
o0
= Z anx™ .
n=0
Lorsque z appartient & |—A, O et wa [0, 1], on a
FO (uz) < FOHD(0).
Donc cette fois,

1
1_
0 < Ro(z)a—(+) / W 04D (0) du = ans |
0

et 'on en déduit
|Rn(2)] < appr|z|" .

Mais, puisque la série de terme général a,|z|™ converge, la suite (a,|z|™) converge vers 0, et la
suite (R, (z)) converge aussi vers 0. On obtient donc, de nouveau

o0
= E anx™ .
n=0
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La fonction f est bien développable en série entiére dans | —A, A[.

1.b) Puisque l'on a
() = g(z)f'(z),
on obtient, en dérivant grace & la formule de Leibniz,
n - n n—
gt +1)(x) - Z <p> g (x)f( p+1)($)'
p=0

Par hypothése, les fonctions f) sont positives sur |—A, A[. Alors, si, par hypothése de récur-
rence, les fonctions g, ¢',.. ., g(") sont positives, il en sera de méme de g(”“). Donc toutes les
dérivées de g sont positives et 'on peut appliquer 1.a).

1.c) Tout d’abord, h est définie si
—A<e" <A

et donc si
—InA<z<lnA.

Montrons par récurrence que, sin > 1, on a
n
R (@) =Y " e B (em)
k=1

ol les nombres A, j, sont positifs. C’est vrai si k = 1 car
b (z) = e f'(e”).

Si 'on suppose la propriété vraie a ’ordre n, on obtient en dérivant

h(n-l—l) (.Z') — Z )\mkkekxf(k)(ex) + Z )\n,ke(k+1)xf(k+1) (e:c)

k=1 k=1
n n+1
DI LA CORT PP IIRTELS A Gy
k=1 k=2
_ )\n’le:cfl(ex) + Z(k)‘n,k + )\n,k—l)ekxf(k)(ex) + )\nme(n-l-l):cf(n-i-l) (e:c) )

k=2

En posant
Ant1,1 = Al Andlntl = Aan
et,si2 <k <n,
A1k = KAk + An k-1,

on obtient
n+1

R (@) = Anpa s FF) (),
k=1
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ol les nombres A, 41 sont positifs.

Alors, puisque les fonctions f, f’,..., f sont positives, il en sera de méme de h™. Donc toutes
les dérivées de h sont positives et I'on peut appliquer 1.a).

Remarque : ce qui précéde peut se généraliser pour la composée de fonctions dont toutes les
dérivées sont positives.

2) La démonstration effectuée dans la question 1.a) pour = dans [0, A[ subsiste et, dans ce cas,

f(z) = Z anx" .
n=0

Si f est impaire alors, pour tout entier n, on a ag, = 0, et donc pour tout x de [0, A[, on
obtient

o0
flx) = Z agnp1 22t
n=0

Alors, pour tout x dans | —A, 0],

o o
f(.%') = _f(_ﬂ?) - - Za2n+1(—$)2n+l = Za2n+1x2"+l .
n=0 n=0
Méthode analogue lorsque f est paire.

3.a) La fonction f définie par
f(x) =tanx

est de classe C*™ sur |—n/2, 7/2[. On démontre par récurrence qu’il existe une suite de po-
lynoémes P, a coefficients dans N tels que, pour tout entier n et tout x dans | —7/2, 7/2[, on
ait

™ (z) = P,(tanx) .

La propriété est vraie pour n = 0, en prenant Py(X) = X. Si elle est vraie a 'ordre n, alors
FrD (@) = (1 + tan? 2) P (tan ) = P, 41 (tan z)
en posant
Pua(X) = (1+ X2)Py(X).

Si P, est a coefficients entiers positifs, il en est de méme de P/, et donc du produit (1+X?2)P.(X).
Il en résulte que P41 est aussi & coefficients entiers positifs. Alors, quelque soit n, la fonction
f (") sera positive sur [0, m/2[, et puisque f est impaire, on peut appliquer la question 2 : la
fonction f est développable en série entiére de rayon de convergence au moins 7 /2.

Comme f(z) tend vers +oo quand z tend vers 7/2, le rayon de convergence est nécessairement
inférieur ou égal a 7/2. Il vaut donc exactement 7/2.
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3.b) La fonction f définie par
f(z) =expx

est de classe C* sur R et a toutes ses dérivées positives. Alors d’aprés 1.b), la fonction g définie
par
g(x) = /@

est développable en série entiére de rayon infini.

3.c) Si l'on pose, pour z de |—1, 1],

fla)=——=(1-2)",
on montre facilement par récurrence que,
k!
(k) —
() (1 —a)k+L”

Toutes les dérivées f*) sont donc positives sur | —1, 1].

D’aprés 1.b), la fonction g = el est développable en série entiére dans ] =1, 1[. Alors, il en est
de méme de

1
k=exp(f—1)=-¢.
e
Comme de plus f a une limite infinie quand x tend vers 17, on a exactement R = 1.

3.d) Sil'on pose, pour x différent de a,

on obtient cette fois
k!
(k) A
f() = (a— x)k“ ’

Toutes les dérivées f*) sont donc positives sur |—a, al.

Alors d’aprés 1.¢), la fonction h définie par

est développable en série entiére dans | —1Ina, Ina]|.

Comme de plus f a une limite infinie quand « tend vers Ina™, on a exactement R = Ina.
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1) Soit (a,) une suite de nombres complexes. On suppose que la série entiére de coefficient
an a pour rayon de convergence R. Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

n
1
de coefficients a, Inn et a —.
n n kz_:l -
2) Donner un équivalent simple quand z tend vers 1~ de

S(z) = Zlnnm".
n=1

1) Soit R; le rayon de convergence de la série entiére de terme général a, Inn z™. On écrit

n
lan Inna"| = |ay|p" Inn <m> .
p

Lorsque |z|] < p < R, la suite (Inn (|z|/p)") converge vers 0. Elle est donc bornée. Si M est un
majorant on a alors
lan Inna™| < Mlay,|p",

et la série de terme général a,, Inn x™ converge. Il en résulte que Ry > p, et donc que R; > R.

Inversement, puisque, pour n > 2, on a
lan] < Jan|Inn,

on en déduit que R > R;. Finalement Ry = R.

En utilisant ’équivalent

3

~Inn

=

k=1

on en déduit alors que la deuxiéme série proposée admet encore comme rayon de convergence R.

2) D’apreés la question 1) appliquée a la suite constante (a,) = (1), les séries entiéres de terme
n

1
généraux Inn ™ et <Z E) x" sont de rayon de convergence 1. La suite (¢,,) définie par
k=1

n

1
En = ——1Inn

k=1 &
converge (sa limite est la constante d’Euler). Elle est donc majorée par une constante M. Alors
00 1 BN AURED W :
SUIRESY (;Q S

Mais en effectuant le produit de Cauchy, on obtient, pour |z| < 1,
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1i$(—ln(1—:ﬂ)): (iﬂ) (i%) :i (: %) o

n=0 n=1 n=1 =1
Donc
- n IH(I—JL') - n
E Innx" = - —E En
1—=x
n=1 n=1

Lorsque 0 <z < 1, on a

f:&? " < M
= —1—x
donc
1—7 «— M
- - |« -7
ln(l—x)nZ::lEnx ~ |In(1—2)|’

et il en résulte que cette expression tend vers 0 lorsque x tend vers 1. On en déduit que, lorsque
x tend vers 1, on a

> In(1 —
Zlnnaz”w—n( 7)
— 1—=x

Soit a,, le coefficient d’une série entiére S de rayon R. Soit ¢ une bijection de N sur N, et R’

le rayon de convergence de la série entiere T' de coefficient b, = a ().

1) Montrer que si R > 1 alors R’ > 1, et que si R < 1, alors R’ < 1.

2)  Montrer que si S est une série paire alors, pour toute suite strictement croissante (uy)n>0
de nombres entiers naturels, telle que I’ensemble

E =N\ {u,|n €N}

soit dénombrable, on peut trouver une bijection ¢ telle que la série T soit la série de terme
général ag,z"".
3) En utilisant ce qui précéde, construire des exemples dans les cas suivants
31 R=0et R =1;
32 R=1/pet R' =1, ou p est un entier naturel plus grand que 2;
33 R=ocetR =1;
3.4 R=pet R =1, ou p est un entier naturel plus grand que 2;
35 R=4et R =2.

1) Si R > 1, la suite (ay,) est bornée. Alors la suite (a,(,) est bornée également, et donc R’ > 1.
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Silon a R’ > 1, alors, en appliquant ce qui précéde a la suite (a¢(n)) avec la bijection ¢!, on

en déduit que R > 1. Donc si R < 1, on a nécessairement R’ < 1.

2) Soit I I'ensemble des nombres impairs positifs. Les ensembles E et I étant dénombrables, il
existe une bijection ¢ de E sur I. Alors 'application ¢ définie par

. 2p Sim = up
wn) = { ©1(n)  sinon

est une bijection de N sur N, et 'on a

azp Sin=u,
a = .
w(n) { 0  sinon

Donc, si la série S est la série de terme général as,z>", on en déduit que la série T est la série
de terme général ao,x¥" .

3.1 Partons de la série S de terme général (n + 1)!22" qui est de rayon nul. Alors en prenant
up = (n+1)!,
la série T' est la série de terme général
vn(z) = (n 4 1)1z +D!

En particulier,
0<b,<n,

et la série est de rayon plus grand que 1, mais comme elle diverge si x = 1, la série est de rayon
R =1.

3.2 Partons de la série S de terme général p?"z>" qui est de rayon R = 1/p. Alors en prenant

2n
Unp =P

la série T est la série de terme général
Up () = pznﬂfp%
Le méme raisonnement que dans 3.1 montre que R’ = 1.
3.3 Partons de la série S de terme général 2" /(n + 1)! qui est de rayon infini. Alors en prenant
up = (n+ 1)1,

la série T' est la série de terme général
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Si 'on applique la régle d’Alembert on obtient

oale)| 1
|vp—1(z)] n+1

nn!
||,

et ceci converge vers 0 si |z| < 1, et tend vers U'infini si |z| > 1. La rayon de convergence vaut
donc R’ = 1.

3.4 Partons de la série S de terme général 22" /p®" qui est de rayon R = p. Alors en prenant

Up = p2n )
la série T est la série de terme général
2n
l’p

vp(z) = pon

On a cette fois o

ous @)] _ [z @D
|vn ()| p?

avec la méme conclusion que dans 3.3 .

3.5 Partons de la série S de terme général 22" /4?" qui est de rayon R = 4. Alors en prenant

Uy = 4n,
la série T' est la série de terme général
w4n
U”(x) = 24n ’

qui est de rayon R’ = 2.

1) Soit une série entiére de coefficient a,, et de rayon de convergence R > 0. Montrer que la
série de coefficient a,,/n! est de rayon de convergence infini.
2) Pour tout nombre réel ¢ on pose

) =3 e

n=0

Montrer qu’il existe r > 0 tel que, pour tout x > r, la fonction ¢ définie par

p(t) = ft)e ™

soit intégrable sur [0, co [ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére en 1/x.
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1) Soit z un nombre complexe. Soit ¢ un nombre réel tel que t > |z|/R. Alors |z|/t < R. Donc,
puisque la série de coefficient a,, est de rayon R, la suite (|a,z"|/t") est bornée. Si M est un
majorant de cette suite, on a alors

’n t’n’Z‘TL

n!

|anz |z
tn n!

|an]

A=

<M

)

et comme la série de terme général (¢t"|z|™/n!) converge, puisque c’est la série de I'exponentielle,
il en résulte que la série de terme général a,z"/n! converge. C’est donc une série de rayon infini.
En particulier la fonction f est continue sur [0, 400 .

2) Lorsque x est strictement positif, étudions I'intégrale

[e.e]

I,(z) = /tne_mt dt .

0

En intégrant par parties, on obtient

avec

et 'on en déduit que

Alors la série de terme général

anIy(z) an
n! T opntl

converge lorsque 1/x > R. D’autre part la série de terme général a,t"e~*'/n! converge simple-
ment sur [0, oo [, vers la fonction continue ¢. Il résulte alors du théoréme de sommation terme
a terme que, lorsque > r = 1/R, la fonction ¢ est intégrable sur [0, co| et que

n=0 n=0

/oof(t)e—t:v _ f: % I(z) = f:an (é)nﬂ :
0
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1) Montrer que, pour tout entier naturel p, il existe un polynéme R, tel que, pour tout
nombre réel x de | —1, 1],
o0
> nPat = (1jipgz+1 :
n=0
Que vaut Ry(1)7
2) Soit (an)n>0 une suite de nombres réels admettant un développement asymptotique de la
forme

« 1
a, = P(n) + - +0 (—n2> )
ou P est un polynéme de degré p.

2.1 Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient ay,.
2.2 Pour z dans | —R, R[, on pose

S(z) = i anz’ .
n=0

Montrer que S admet en R une limite infinie et en —R une limite finie.

1) La série entiére de coefficient n? est de rayon 1. Pour = dans |—1, 1[, notons

e}

Sp(x) = Z nPz™

n=0

et montrons par récurrence sur p la propriété demandée.

Sip=0,0ona

et la propriété est vraie en prenant Py = 1.

Supposons la propriété vraie a 'ordre p. Alors en dérivant

Ry(2)

Sp(x) = m’

on obtient

) (1 -2)R,(z) + (p+ 1) Ry(2)
Sh(z) = e - .

Si ’'on pose
Rpii(z) = z[(1 - 2)Ry(2) + (p+ D Ry(2)]

on obtient un polynéme tel que
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La propriété est donc vraie & 'ordre p+ 1. Il en résulte qu’elle est vraie pour tout entier naturel p.

De plus
Rpa(1) = (p+ 1)Ry(1),
avec
Ro(1)=1.
On en déduit donc que
Ry(1) = pl.

2.1 Si le terme de plus haut degré de P(X) est AXP, on a alors
n ™ )‘npa

et la série entiére de coefficient a,, a méme rayon de convergence que la série entiére de coefficient
n?. On a donc R = 1.

2.2 e Etude en 1.

Soit € le signe de A. La suite (ea,,/nP) converge vers |A|, donc, & partir d’un certain rang ny,

ctn o, A
_27

Al

€an27np7

npb

soit

Alors, si x appartient a [0, 1],

no—1 no—1
y=¢ Zanx —I—Zsanzn >e Zanx —|— Z nPz"
n=no n=no
Donc ) )
no— no—
Rp(‘r ‘)“ Py
@2 S 0 Bl BISE,

Quand z tend vers 1, le membre de droite tend vers 4+oo. Donc S (m) tend vers l'infini avec le
signe de A.

e Etude en —1.

En écrivant, pour n > 1,
a Uy
an =Pn)+—+ —
" (n) n n?

ol (up)n>1 est une suite bornée, on a, si x appartient a | —1, 1[,

— P n - -n.n
x) ao+nzz:1 (n)x +a;n+;n2:ﬂ
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o0

La somme Z P(n)z"™ est une combinaison linéaire des sommes Si(z), pour k compris entre 0
n=1

et p. Donc d’aprés la question 1), il existe un polynome @ tel que

S n_ _ Q)
;P(n)x = A=

Alors

S(m):ao—l—%—aln(l—@—l—z%x”.
n=1

Puisque (u,) est bornée, la série de terme général u,,/n? converge absolument et il résulte du
théoréme d’Abel que
oo
. un n __ nun
Jim > Gt =3 (15
n

Alors S admet une limite quant x tend vers —1, et

xli>H—11 S(x) = ag + ol aln2+ Z_:l(—l) 3

1) Soit s un nombre entier strictement positif, et o une racine primitive s—iéme de l'unité.
En développant en série entiére au voisinage de 0 de deux maniéres 1/(z° — 1), montrer que

s—1 .
1 Z e { 1 sir=sn
- ot = .
s 0 sir#sn
k=0 ?é

2) Soit ay, le coefficient d’une série entiére de rayon R non nul et ¢ un nombre entier positif.
Si |z| < R, on pose

f(z) = Z anz".
n=0

Montrer que, pour tout nombre complexe z de module strictement plus petit que R, on a

la relation
[e'e] 1 s—1
+t —kt k
E Aspt2” T = S Za f(a®z).
p=0 k=0

1) Si v une racine primitive s—iéme de l'unité, les racines s—iéme de I'unité sont alors 1, «, ..., «

ou encore 1, a~ 1, ... o=t

Posons

Qz) =2°—1.
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On a donc
Q'(a_k) = sa k6= = gk |

La fraction rationnelle 1/Q se décompose en éléments simples sous la forme

1 Ak
=D
avec
1 1
Ay — _
T QF) T saf
Donc
11 1
-1 s prt ak(z —a=k)’
d’out 'on déduit
1 1= 1
11—z s 1— zak
k=0

d’ou, en identifiant

2) En développant le membre de droite

»
|

1 1 0 1 s—1
- a—ktf(akz) _ Z an, <_ anka—kt> P
S S
k=0 n=0 k=0
00 1 s—1
- Yo (L)
n=0 k=0

Mais d’aprés la question 1), les seuls termes non nuls sont obtenus lorsque n — ¢ = ps, la somme

devient donc
1

w
|

®w | =

o
a_ktf(akz) _ Z ap8+t2ps+t )
p=0

e
Il

0
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Soit A = (an)n>0 une suite de nombres réels, et

S(x) = i anpx",
n=0

la somme de la série entiére de coefficient a,. Soir R son rayon de convergence.
Pour tout entier naturel p, soit A, = (anp)n>0 une suite de nombres réels, et

o0
Sp(w) = Z npz"
n=0

la somme de la série de coefficient a,, ;. Soit R, son rayon de convergence.
On suppose que, pour tout p, la suite (an,p — an)n>0 est bornée et, en posant

HAP - A” = sup ’an,p - an‘ ,
n>0

que la suite (|| Ap—Al|)p>0 converge vers 0 : on dira que la suite (A,),>0 converge uniformément

vers A.

1) Pour tout entier naturel p, que peut-on dire du rayon de convergence r, de la série de
terme général a, p — ap ?

2) Si0 < R < 1, montrer que R, = R pour tout entier p et que la suite de fonctions (.S,)
converge uniformément vers S sur | —R, R[.

3) Si R > 1, montrer que R, > 1 et que la suite de fonctions (S,) converge uniformément
vers S sur | —r, r[, pour tout nombre r de U'intervalle |0, 1].

4) Pour une suite donnée A, on pose

App = Qp + —— .
n,p n P 1
Que peut-on dire de R, ?
5) Soit une suite A, de limite nulle, dont la série associée est de rayon R = 1. Trouver
des suites A, associées a des séries de rayon infini telles que la suite (Ap),>o converge
uniformément vers A.

1) Comme
|anp —an| <[4y — All,
la série entiére de coefficient ay, , — a,, a un rayon de convergence r, supérieur a celui de la série

géométrique de terme général x™. Donc
rp > 1.

2) Lorsque la série entiére de coefficient a,, a un rayon R < 1, la somme des séries entiéres de
coefficients a,, et Gn,p — Gp & POUT TAyON

R, =min(R,rp,) = R.
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Alors, si —R<x < R,on a

A — A
15, (@) \<Zranp anl lo]” < |14, AHZ\ _ M= Al

— ||
donc
14, — Al
1-R

Il en résulte que la suite (S,) converge uniformément vers S sur | —R, R[.

15 = Slloo <

3) Lorsque R > 1, on a toujours r, > 1, mais on peut seulement assurer que
R, > min(R,rp) > 1.

Alors, si —r < x <rou 0 <r <1, on obtient cette fois
A, — A
1S,() r<Zranp o < 1= AL

Il en résulte que la suite (S,) converge uniformément vers S sur | —r, r[.

4) Si l'on pose

1
app = a,ﬁ—?
on a
1
[Ap — Al = —,
p+1

et la suite (A,) converge uniformément vers A. Par ailleurs la série entiére de terme général
anpx" est la somme d’une série entiére de rayon R et d'une série géométrique de rayon 1.

¢ 5i0 < R <1, on sait que R, = R.

eSiR>1,o0na
R, =min(R,1) =1.

e Si R, =1, on a a priori
R,>1.

Supposons qu’il existe deux indices distincts p et g tels que R, > 1 et R, > 1. Alors la série
entiére de coefficient a,, , —ay 4 a un rayon strictement plus grand que 1, ce qui n’est pas possible

car
1 1

p+1 q+1
est constant, donc est le coefficient d’une série géométrique de rayon 1. Il ne peut y avoir qu'un
rayon R, au plus strictement plus grand que 1. Tous les autres sont égaux a 1.

An,p = Qn,q =
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5) Posons

o = a, si0<n<p
TP 0 sin>p+1

La série de coefficient a,, ; est alors un polynoéme, donc de rayon infini. Par ailleurs, on a

[4p — All = sup |an|.
n>p+1

Si la suite (ay,)n>0 converge vers 0, il en est de méme de la suite (||A, — Al|)p>0 et la suite (Ap)
converge uniformément vers A.

Remarque : cette étude montre que la rayon de convergence d’une série entiére ne dépend pas
continiiment des coefficients de la série.



Chapitre 7

RESOLUTION D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de I’équation
différentielle
22y" + Aoy’ + 2y = €°.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(fL’) = Z anmn
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znanw et y'(z)= Zn(n — Dayz™?
n=1 n=2
Posons
&(x) = 2%y (z) + 4wy (z) + 2y(x)
On a alors . . N
E(x) = Z n(n — 1)a,x" + Z dnanz™ + Z 2a,2"
n=0 n=0 n=0
d’ott 'on déduit -
E(x) = z:(n2 +3n+ 2)a, z".
n=0

Comme cette série entiére doit étre celle de €*, on doit avoir 1’égalité des coefficients soit

1
(n? 4+ 3n +2)a, = —
n!
ce qui donne
1 1
ay, = = .
m+2)(n+1n!  (n+2)!
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Cette série est de rayon infini ce qui justifie les calculs précédents. On obtient alors
:En

x) = —_—
y(=) Z (n+2)!

n=0

et donc, si x est non nul,
I T e e B s
D= B T R T
n=0 n=2

On a par ailleurs

Chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de 1’équation
différentielle

y"(z) = 2y (z) — 2y(x) = 0

vérifiant les conditions y(0) = 1 et /(0) = 0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(x) = Z anz"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znanzn et 3'(z)= Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) =y"(x) — 223/ (x) — 2y(2).
On a alors -
& (x) = Zn(n — Dapa"™ Z 2napx” — Z 2a,2" .
n=2

d’ol1, en remarquant que na, est nul si n = 0,

o0

o (@)
g nn — 1apa"” E 2na,z" — E 2a,x" .
n=0 n=0

En changeant d’indice de sommation dans la premiére somme,

[e.e] [e.e]

Z nin —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1)apyox™,

n=2 n=0
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donc . . N
E(x) = Z(n +2)(n+ Dapq22" — Z 2na,z” — Z 2a,2"
n=0 n=0 n=0
ou encore -
E@) = [(n+2)(n+ anys — 2(n + Layla" .
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+1)(n+2)apte —2(n + 1)a, =0,
soit, puisque (n + 1)(n + 2) n’est pas nul,
2a,
n+2°

Ap42 =
Par ailleurs
ap=y0)=1 et a3 =%(0)=0.

Il en résulte que tous les coefficients impairs sont nuls. Cherchons les coefficients pairs en posant
n = 2p. On a alors

_ G
a2(p+1) - p+ 1 ’
d’ott 'on déduit
ag 1
agy = — = — .
Poopt o p!

Alors

— %

SN Ol
T T
v =3 =3
p=0 p=0

La série obtenue est de rayon infini ce qui légitime les calculs effectués.

Chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de I’équation
différentielle
y' +ay +y=0,

vérifiant les conditions y(0) = 1 et y'(0) = 0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

On a donc
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Posons
&(x) =y"(x) + 2y (x) + y(x).
On a alors
o o o0
E(x) = Z n(n — 1)a,z™ 2 + Z napz" + Z anz™,
n=2 n=1 n=0
ou encore
o0 o0 o0
E(x) = Z(n +2)(n + Daptoz™ + Z nanz" + Z anz™ .
n=0 n=0 n=0
Finalement
o0
E@) = [(n+2)(n+ Dangz + (n+ Dan] 2™
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,

(n+2)(n+ Dapta+ (n+1)a, =0,
soit
Gnp
n+2

an4+2 = —

Les conditions initiales se traduisent par ag = 1 et a3 = 0. Il résulte alors immédiatement de la
relation ci-dessus que tous les coefficients de rang impair sont nuls.

Pour les coefficients de rang pair, on a donc, si p > 0,

azp
* = — .
(%) a2p+2 2%+ 2

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

2] = lim (2p+2) =400 =R2.
oo Tapral e

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si p > 0,

Clr
2rp!

agp =

Alors
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Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation

différentielle
(1+22)y" + 2zy' — 2y = 2.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(x) = Z anz"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znana: et y'(z)= Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = (14 2°)y" (z) + 229/ (x) - 2y(x)
On a alors
(o.] o
Zn (n—1)apa"” 2—1—2 (n —1apx" +Z2nan —Z2anw",
n=2 n=2 n=1 n=0
ou encore
(o] o0 [o¢] o
E(x) = Z(n +2)(n+ 1Dapi02" + Z n(n — apa" + Z 2napx” — Z 2a,2" .
n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement -
E@) = [(n+2)(n+ Dansz + (n® + n — 2)a,] 2"
n=0

Comme la série entiére & (x) est la constante 2, on doit avoir
2&2 - 2&0 =2 s

donc
as =ag+ 1,

et, pour tout n > 1,
(n+2)(n+ Dapyo + (n* +n—2)a, =0,

ou encore, en simplifiant par n + 2

(n+ 1apt2 + (n—1)a, =0.

En particulier, si n = 1, on en tire ag = 0, et tous les coeflicients de rang impair supérieur a 3

seront nuls également. On a donc comme partie impaire de la série

yr(z) = a1z
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Pour les coeflicients de rang pair, on a, si p > 1,

2p—1

(%) A2py2 = —m azp -

Tous les coefficients se calculent en fonction de as et ils ne sont pas nuls si as # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang pair,

2 1
lagp| i p+1

— =1=R2.
p—+o0 |a2p+2| p—+oo 2p — 1

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si p > 0,

(Capp-lw=3 1 (—1)P
a = (-1 —— cee =g = a
2pt2 p+12p—1 372 2p4+1°°
Alors
oo
(D" ap1a
= 1 P+
yp(x) = ao + (ap + )Z2p+1x )
p=0
Mais
oo [e.e]
_1)P _1)P
Z 2( )1 Pt =g Z %:pzpJrl = rarctanz,
p=0 Pt p=0 Pt
donc
yp(x) = ap + (ap + 1)z arctan x ,
et finalement
y(z) = ap + a1z + (ap + 1)z arctan z .
Cette série est de rayon infini si aqg = —1 (c’est un polynome), et de rayon 1 sinon. Mais on

remarquera que la fonction obtenue dans ce dernier cas se prolonge sur R tout entier, et vérifie
sur R I’équation différentielle donnée.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
2y’ +(x—1)y —y=0.

Pouvait-on trouver une méthode permettant de résoudre directement I’équation ?

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

[e.e]
y(x) = Z apx" .
n=0
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On a donc - .
y'(z) = Znana:" Vet of(x) = Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = zy"(z) + (z — 1)y () — y(x)
On a alors
E(x) = Z n(n — Daz™ ' + Z napr’" — Z napz™ ! — Z anx",
n=2 n=1 n=1 n=0
ou encore
E(x) = Z n(n+ 1)a,y12" + Z na,x" — Z(n + Dapp12"™ — Z anx” .
n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement -
&)=Y [(n+1)(n— a1 + (n— ay]a".
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+1)(n—1)ap41 + (n—1)a, =0.

L’égalité est vraie si n = 1. Dans le cas contraire on peut simplifier par n — 1 et on obtient
(n+ 1)apy1 +a, =0.

En particulier

a1+a0:07
et sin> 2
an
* a = — .
(*) i n+1

Tous les coefficients se calculent en fonction de as et ils ne sont pas nuls si as # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,
|an|

lim lim (n+1)=40c0=R.

n—-+4oo |an+1| o n—-4o0o

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si n > 2,

Ly e
n = n(n—l)-~3a2 T
et finalement
— (-1)"
R n
y(z) = ag — apr + 2as ZTx .

n=2
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Mais

0o
_1TL
S 1,
n=2 ’

donc
y(z) = (ag — 2a2) + (2a3 — ag)x + 2a2e™".

Si ’'on pose
2a0 —ag=A et 2a0 =B,

on a donc

y(x) =A(x —1)+ Be ™.
On peut trouver ces solutions directement en écrivant ’équation différentielle sous la forme
2y +y') - (¥ +y) =0.
En posant
z=y+y,

on a donc
x7 —2=0.

Les solutions de cette équations sont les fonctions z définies par

ol A est une constante. On résout alors
y +y=Ax.

Elle admet yo(x) = A(x — 1) comme solution particuliére, et I’équation sans second membre
y' 4+ 1y = 0 admet comme solutions y(z) = Be™*, ou B est une constante. Les solutions cherchées
sont donc de la forme

y(x) =Ax —1)+ Be ™.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
2%y — z(x +6)y +3(x +4)y =0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

[e.e]
y(x) = Z apx" .
n=0
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On a donc - -
y'(z) = Znana:"_l et 1( Z n(n — Day,z™ 2.
n=1
Posons
&(x) = 2%y (z) — z(z 4+ 6)y (z) + 3(z + Dy(z).
On a alors
o0 o0 o o0
= Z n(n — 1)a,x Z napz" Tt — Z 6na,x" + Z 3apz"tt + Z 12a,2",
n=2 n=1 n=0 n=0
ou encore
o0 o0 o0 o0 o0
E(x) = Z n(n — 1)apa™ — Z(n —Dap—12" — Z 6nanx™ + Z 3ap_12" + Z 12a,x™
n=0 n=1 n=0 n=1 n=0
On a donc - -
E(x) = Z[n(n —1) — 6n+ 12]a,z™ + Z[—n + 1+ 3Jap—12™.
n=0 n=1
Finalement
E(x —12(10—1—2 n—3)(n—4)a, — (n—4)ay_1]z".

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc,
ag = 0 et, pour tout entier n > 1,

(n—=3)(n—4)a, — (n—4)an—1 =0.
L’égalité est vraie si n = 4. Dans le cas contraire on peut simplifier par n — 4 et on obtient
(n—3)an =an—1.
En particulier, pour les valeurs de n comprises entre 1 et 3, on obtient
—2a; =ag, —a2 =ay1, 0=aoq,

donc ag =a1 =as=0,etsin>5

_ Qn—1
(%) n=_—"—3-

Tous les coefficients se calculent en fonction de ay4 et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

lim [an—1] = lim (n—3)=+4+c0=R.

n—-+o0o ‘an‘ n—-+o0o

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si n > 4,

1 1 1 a4

n-3n—2 2a4:(n—3)!'

Ay =
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et finalement

3 = z"

y(flf) = asx + a4 Z m
n=4

Mais
- z" 23 23 3

o x
R M S ]

Finalement
y(z) = azz® + ag2®(e” — 1).

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
22y —x(z +4)y +2(x+3)y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(x) = Z anx"
n=0
On a donc
o0 o0
Y (z) = Znana:"_l et y'(z)= Zn(n — Dayz" 2.
n=1 n=2
Posons
&(x) = 2y (x) — x(z + 4y (2) + 2(z + 3)y(x)
On a alors
o0 o0
Z n(n —1)a,z" Z napz™ Z dna,z" + Z 2an,2" 1+ Z 6a,z",
n=2 n=1
ou encore
o o
E(x) = Zn(n — Dayz™ — Z(n — Dap_12" Z dna,x"™ + Z 2a,_12" + Z 6a,x" .
n=0 n=1
On a donc
o0 o0
E(x) = Z[n(n —1) —4n + 6layz” + Z[—n + 1+ 2]ap_12".
n=0 n=1
Finalement

x) = 6ag + Z[(n —3)(n—2)a, — (n—3)ap_1]z".
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Comme la série entiére & (x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc,
ag = 0 et, pour tout entier n > 1,

(n—=3)(n—2)a, — (n—3)an—1 =0.
L’égalité est vraie si n = 3. Dans le cas contraire on peut simplifier par n — 3 et on obtient
(n—2)a, =an—1.
En particulier, pour les valeurs de n comprises entre 1 et 2, on obtient
—a; =ag, 0=ay,
donc ag =a; =0, et sin >4

an—1
* = .
(%) i n—2

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

= lim (n—2)=+4+0c0=R.

n—-+4oo ‘an‘ n—-4o0o

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si n > 3,

1 1 1 as
a — ...—a =
"Thn—2n—1 27" (n-2)
et finalement
o xn
y(@) =as ) i
n:3( _2)
Mais
e 0 n—2 X n
= Y gy =t Y =
Z =z — ==z — =z"(e* - 1)
_ | _ | |
— (n —2)! o (n —2)! = n!
Finalement

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle

P(1+a)y" — (@ +2)y + (x+2)y = 0.
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On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"
n=0
On a donc
o0 o
Y (x) = Znanaz et y'(z)= Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = 2L+ a)y" () —x(z +2)y () + (= + 2)y(z) .
On a alors
o o o0 o o0 o
E(x) = Z n(n—l)anx"—l—z n(n—l)an:E"H—Z nanx"H—Z Znan$"+z anaj"H—l—Z 2a,2"
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0 n=0
ou encore

[e.e] [e.e]

[e.e] [e.e] o0 [e.e]
E(x) = Z n(n—l)anaz"—l—Z(n—l)(n—2)an_1:n"—z(n—l)an_lx"—z Znan$"+z an_laj"—l—z 2a,z" .
n=0 n=1 n=0

n=0 n=1 n=1
On a donc
&(x) = Z[n(n —1) —2n+ 2Jay,z™ + Z[(n —1(n—2)—(n—1)+ 1ap—12".
n=0 n=1
Finalement

&(x) = 2a0 + Z[(n —2)(n — Day, + (n — 2)%a,_1] 2".

n=1
Comme la série entiére & (x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc,
ag = 0 et, pour tout entier n > 1,

(n—2)(n —1a, + (n —2)%a,_1 = 0.
L’égalité est vraie si n = 2. Dans le cas contraire on peut simplifier par n — 2 et on obtient
(n—1)a, + (n—2)ap—1 =0.

Sin =1, on retrouve ag =0, et sin >3

n—2
— Ay
n—1"

(*) ap = 1-

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si as # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

|an—1| T n—1 B

1=R.

ntoo |an|  n—toon —2
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La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si n > 2,

n—2n-—3 1 a9
=(-1)" cee—ag = (=1)" .
=) g s OV
et finalement
[ee)
v)=az Y (-
n=2
Mais
© © n—1
> (-1 x> ( — =o(l+2)
n=2 n=2
Finalement, si z appartient a U'intervalle | —1, 1],
y(z) = agxIn(l + z).
Mais on remarquera que la fonction obtenue dans ce dernier cas se prolonge sur | —1, 400 et

vérifie sur cet intervalle I’équation différentielle donnée.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
(2 +2)y" + (x —2)y — 4y =0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc
o0 [o¢]
Y (x) = Znanw" et o'(z) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = (2° + 2)y" () + (x — 2)y (x) — dy(x)
On a alors
[o¢] o (o @]
Zn (n—1)apx +Z n(n — 1)a,z"* +Znan — Z2nanw"_1 — Z4anx”,
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0
ou encore
[o¢] o o o

E(x) = Z n(n — 1apz" + Z n(n+ 1)ap12™ + Z napx" — Z 2(n+ Dapiq2z™ Z dapx™ .

n=0 n=0 n=0 n=0
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Finalement
o0

g(‘r) = Z[(n + 1)(77‘ - 2)an+l + (n2 - 4)an] z".

n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+1)(n —2)ans1 + (n* —4)a, = 0.

L’égalité est vraie si n = 2. Dans le cas contraire on peut simplifier par n — 2 et on obtient
(n+1)apt1 + (n+2)a, =0.

En particulier
a1+ 2a9p =0 et 2a9+3a; =0,

donc
ap = —2ag et a9 = 3ag,
etsin>3
(*) n-+ 2
a = — ay, -
n+1 ’I’L—I—l n

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

lim lan] . n4+1

= =1=R.
n—-+o0o |an+1| n—+oo n + 2

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1].
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence que, si n > 3,

n3n+1 n 5 ne1nt+1

o g = (—1
W o1 3= 4

an = (—1) as.

et finalement

o
y(z) = ap — 2apx + 3apz® + 4 Z(—l)"“(n +1)2".

4 n=3
Mais
o
u(z) = ()" (n+1)a",
n=3
est la dérivée de
o0 o0 1
_1n+1xn+1: —1”3)”2 _1_‘_3;_:172_1_333’
Z} ) Z} ) T

donc

_ 2
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Finalement .
a3> 2 as
= —)(1-2 3 -
y(e) = (a0 + ) (=204 307 + 3 s
ou, en posant
A:ao—l—% et B:%,
B
=A(1-2 32%) 4+ —— .
Vi) = AQL = 204 30%) +

Cette série est de rayon infini si ag = 0 (c’est un polynéme), et de rayon 1 sinon. Mais on re-
marquera que la fonction obtenue dans ce dernier cas se prolonge sur R\ {—1}, et vérifie sur cet
ensemble I'équation différentielle donnée.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
21—z —z(z+1)y +y=0,

puis résoudre complétement 1’équation.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anx"
n=0
On a donc
o0 o0
Y (x) = Znanazn Vet of(x) = Zn(n — Dayz"?
n=1 n=2
Posons
&(x) = 2*(1 — 2)y"(x) — z(z + 1)y (z) + y(z).
On a alors
o0 o0 o0 o0 o0
&(x) = Z n(n —1)ay,z" — Z n(n — a,z" ™ — Z na,x" — Z nanz" Tt + Z apz",
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0
ou encore
o0 o0 o0 o0 o0
E(r) = Z n(n—1)a,z"™ — Z(n —1)(n—2)ap—12" — Z napx” — Z(n —Dap—12" + Z anT" .
n=0 n=1 n=0 n=1 n=0
On a donc
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Finalement

x) =ag+ Z(n —1)%(ap — ap_1) z"
n=1

Comme la série entiére &(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc ag = 0
et pour tout entier n > 1,

(n—1)*(an — an_1) =0.
L’égalité est vraie sin = 1, et pour n > 2

Ay = Qp—1 -

Tous les coefficients se calculent en fonction de aq et ils ne sont pas nuls si a; # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

lim ||

=1=R.
n—+00 [an 41|

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1.
On a alors
o
x)=a Z " =
n=1

Cette solution est obtenue dans 'intervalle | —1, 1[, mais on remarquera que la fonction obtenue
se prolonge sur R\ {1}, et vérifie sur cet ensemble 1'équation différentielle donnée.

Pour résoudre complétement ’équation, on peut utiliser le procédé de variation de la constante.
Notons

1

yo(x) = % donc  yy(z) = a2

On cherche une solution de I'équation différentielle de la forme
y(z) = a(z)yo(z) .
On a donc
y'(z) = d'(2)yo(z) + a(x)yp(z) et y"(z) = a"(z)yo(x) + 2d(z)y(z) + alz)yy(z) .
En remplacant dans ’équation différentielle, on obtient
E(z) = 21— a)(a (@yolw) + 20/ (@)yh()) + alw)yl ()
—z(z +1)(d'(@)yo (@) + a(z)yp(2)) + a(z)yo(x)
= d"(2)a*(1 - 2)yo(x) + o (x) (22 (1—w)yo(w) z(z + Dyo(x))
= 2%d"(x) +d(x —x —z(x *
= () ) (260 - ) e+ D)

= 22" (x) 4 2%d (x) .

Donc, pour z non nul, on a
za"(z) +d (x) = 0.
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On en déduit successivement que

d(x) =—,

4
T

ou A est une constante, puis que
a(x) = Alnl|z|+ B,

ou B est une autre constante. Finalement, pour x différent de 0 et de 1,

y(x) = (Aln|z| + B) 1 T

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation

différentielle
1+x

2 " / o
(*+2)y" + 3z + 1)y —I—y—m.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(x) = Z anx"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znanw" et o'(z) = Zn(n — Dapz™ 2

n=1 n=2

Posons
&(x) = (2° + 2)y"(x) + Bz + 1)y (z) + y(=)

On a alors

inn—lanw —i—Z (n—1)ayx"™ 1+Z3nanx +Znanw" 1+Zanw
n=2

ou encore
o0 o0 o0 [ee] [e.e]
E(x) = Z n(n — 1aza™ + Z n(n+ 1)ap12™ + Z 3nanz" + Z(n + Dapr1z"™ + Z anz” .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement
o0
E@) = (n+1)%(ans1 +an)z
n=0

Décomposons le second membre de ’équation différentielle en série entiére de rayon 1. En partant

de -
=)
- n=0
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on obtient en dérivant

1 oo
1
—z =D ",
(1 :E) n=1
puis
2 [ee] o0 [ee]
T8 Zn(n —1)z"? = Zn(n + 1)zt = Z(n +1)(n+2)z",
( o 33‘) n=2 n=1 n=0
donc - - o
1+2x (n+1)(n+2) nn+1)
(D D e D D
n=0 n=0 n=0

L’égalité des séries entiéres est équivalente & celle de leurs coefficients. Donc, on doit avoir pour
tout n > 0,
(n+1)*(ans1 +ap) = (n+1)%,

soit

apt+1+ap =1.
On a donc aussi, pour tout n > 1

an+ap—1=1,
et par soustraction

Gp41 — Gp-1 =0.

Il en résulte que 'on a pour tout entier p > 0
agp =ag et agpy1 =a;=1—ag.
Réciproquement, ces égalités impliquent bien que, pour tout n > 0,
an+1 +ap =1.

Finalement

oo oo
y(z) = aozﬂfzﬁ + (1= ao) ZIE%H,
p=0 p=0

ce qui donne

ao (1—ag)r = ap
1 — a2 1— 22 _1—a:2+1+x'
Toutes les séries entiéres obtenues sont de rayon 1. Les solutions sont donc définies dans | —1, 1].
Mais la fonction y se prolonge & R\ {—1,1}, et vérifie sur cet ensemble I’équation différentielle
donnée.

y(z) =

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
'ty — 22y + 6y = a(z),

avec successivement a(z) = 6 + 222 et a(z) = 4.




On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(z) = Z anz"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znanazn et o'(z) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = 2y (x) — 22y () + by(z)
On a alors - - -
&(z) = Z n(n — 1)a,z™? — Z 2na,z" + Z 6anx™
n=2 n=1 n=0
ou encore . . -
E(x) = Z(n —2)(n —3)ap—22™ — Z 2nanx™ + Z 6a,z" .
n=2 n=0 n=0
On a donc - -
& (x) = Z(n —2)(n — 3)ap—22" + Z(G —2n)apz”,
n=2 n=0

et finalement

&(x) = 6ag + 4arx + Z[(n —2)(n —3)an—2 +2(3 —n)ay|z".

n=2

Pour la premiére équation différentielle,

E(z) = 6+ 222,

I’égalité des séries entiéres est équivalente a celle de leurs coefficients. Donc, on doit avoir

6(10:6 , 4&1:0 s 2(12:2,

et, pour tout n > 3,
(n—2)(n—3)apn—2+2(3—n)a, =0.

L’égalité est vraie si n = 3, et, pour n > 4, si

(*) an =

247

Comme ag = 1 n’est pas nul, il résulte de la relation (x), qu’aucun des coefficients de rang pair

n’est nul mais alors | |
. agp—2 ) 1
lim P = lim —— =0.
p—Foo Tagy]  p—hop—1
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La série des termes de rang pair a un rayon de convergence nul. Il n’existe donc pas de série
entiére vérifiant ’équation différentielle proposée.

Pour la seconde équation
&(x) =4z,

on a cette fois
(IQ:O s 4(11:4 s 2&2:0,

et, pour tout n > 3,
(n—2)(n —3)an—2 +2(3—n)a, =0.

L’égalité est encore vraie si n = 3, et, pour n > 4, si

n—2
(%) n = —

Tous les coefficients de rang pair sont nuls. Si ag n’était pas nul, alors les coefficients de rang
impair ne seraient pas nuls et

Ap—9 .

I lagp—1| . 2
— = m —
p—+oo |agpr1|  p—+oo2p — 1

La série des termes de rang impair aurait un rayon de convergence nul ce qui n’est pas possible.
Donc nécessairement az = 0 et

y(z) ==

est la seule série entiére solution de ’équation proposée.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
(1-a?)y" —zy' +y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(x) = Z anz"
n=0
On a donc - -
y'(z) = Z nanpx et y'(z)= Z n(n — 1)a,z™ >

n=1 n=2
Posons

E(x) =1 -2y (x) — 2y (x) + y(x).
On a alors

[e.e] [e.e]

o o
E(x) = Z n(n — ay,z" 2 — Z n(n —1)ay,z" — Z na,x" + Z anpx",
n=1 n=0

n=2 n=2
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ou encore
o0 o0 oo [e.e]
E(x) = Z(n +2)(n+ 1)apyox™ — Z n(n — 1)ay,z" — Z napx" + Z apx" .
n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement -
E@) = [(n+2)(n+ anss — (n® — an] 2"
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+2)(n+ 1apse — (n? —1)a, =0,

ou encore, en simplifiant par n + 1
(n+2)apy2 — (n —1)a, =0.

En particulier, si n = 1, on en tire ag = 0, et tous les coefficients de rang impair supérieur a 3
seront nuls également. On a donc comme partie impaire de la série

yr(z) = a1z
Pour les coefficients de rang pair, on a, si p > 0,

2p—1

(%) a2pt2 = m azp -

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang pair,

2p+2
|a2p| = 1 p + —

= =1=R%.
p—+00 |agpra|  p—+oo2p — 1

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1].
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour p > 0, on a

2p—32p—5 1_1a (=P 3-2p5-2p -1
B 0T Tl 2 2 2

1
— Q
2 0>

Alors

Finalement
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Cette série est de rayon infini si ag = 0 (c’est un polynéme), et de rayon 1 sinon.

Soit b un nombre réel non nul. Chercher les fonctions y développables en série entiére au
voisinage de 0, solutions de ’équation différentielle

(2 = b)Y +ay —4y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(z) = Z anz"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Z nanpx et o'(z)= Z n(n — 1ayz™ >
n=1 n=2
Posons
&(x) = (2° = b)y"(x) + 29/ (x) — 4y(x)
On a alors
(o]
Znn—lanx ann—lan e 2+Znanw Z4anw )
n=2 n=0
ou encore
o o o o
Z n(n — 1)a,z"” Z b(n+2)(n+ 1aproz™ + Z nanz’" — Z danz™ .
n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement -
E(x) = Z[—b(n +2)(n 4+ apso + (n? — 4)a,] 2"
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
—b(n+2)(n+ Dans2 + (n* —4)a, =0,

ou encore, en simplifiant par n + 2
—b(n+ L)ap+2 + (n —2)a, =0.

En particulier, si n = 2, on en tire agy = 0, et tous les coefficients de rang pair supérieur a 4
seront nuls également. On a alors
—bag - 2&0 = 0,
donc
2a0
az = ———,

b
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et I'on a comme partie paire de la série

Pour les coefficients de rang impair, on a, si p > 0,

2p —3
(%) a2p4+1 = W azp—1 -

Tous les coefficients se calculent en fonction de aq et ils ne sont pas nuls si a; # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang impair,

lim L%_ﬂ = lim —2])’6’

= = |b| = R?.
p—+oo |agp1|  p—+oe 2p —3 i

La série obtenue est de rayon 4/|b|, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle
| —+/1b], /|0 [. De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, si p > 0, que

120-32p—-5 1-1 1 (-1)P3-2p5-2p —11
a = —— _ — DY
LT o 2p—2 0 4 2 v pl 2 2 2 2

ce que 'on peut écrire

_rir N[ 1N
@ = \2 P g P 2 g 1

Finalement

2 2
y(z) = ap <1—5x2> + a1z 1—%.

Cette série est de rayon infini si a; = 0 (c’est un polynoéme), et de rayon +/|b| sinon.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle

zy” +2(z* 4+ 1)y’ + 62y = 0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

[e.e]
y(x) = Z apx" .
n=0
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On a donc
o0 [oe)
y'(z) = Znana:" Vet o'(x) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = zy"(z) +2(z* + 1)y (x) + 62y(x)
On a alors
o0
Z n(n — Da,z™ + Z 2nan,z"tt + Z 2nanx™ 1t + Z 6anz™ "
n=2 n=1 n=1 n=0
ou encore

[o.¢]
Z (n+ Daps12" —1—22 n—1)a,—12" +Z (n+ Dapyia" +26an 1z"

n=1 n=0 n=1
On en déduit . .
E(@) =3 (n+1)(n+2aps1z" + Y 2(n +2)an 12"
n=0 n=1

Finalement

E(x) =2a1+ Y _[(n+2)(n+ apst +2(n + 2)an_1] 2"

n=1

Comme la série entiére &(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc
a1 = 0, et pour tout entier n > 1,

(n+2)(n+ apt1 +2(n+2)ap—1 =0,
ou encore, en simplifiant par n + 2
(n + Dap+1 +2a,-1 =0.

Il résulte de cette formule en particulier que tous les coefficients de rang impair seront nuls.
Pour les coefficients de rang pair, on a, si p > 1,
1
(*) a9y = —— A2p—2 .
P p

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang pair,

li l22p-2| _ = lim p=+4oco=R?.
Pt Tagl  phie

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence

G
a2p = Tao.
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Alors

22

2% = ape”

W — (—1)
y(z) = 0};} p

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
2y’ — 2y +2y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

[e.e]
y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc
oo o0
Y (x) = Znanw" Vet o'(z) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = zy’(z) — 2y (2) + 2y(2)
On a alors
o o0 o
E(x) = Z n(n —1)ap,z" — Z 2na, " + Z anx™
n=2 n=1 n=0
ou encore

o0 o o
E(x) = Z nn+1)ap412" — Z 2(n+ 1)ap+12" + Z ap_12" .
n=0 n=1

n=0

On en déduit

oo oo

E(x) = Z(n + 1)(n —2)ap412™ + Z ap_12" .

n=0 n=1
Finalement
o0
&) = —2a1 + Y [(n—2)(n+ Dant1 + an_1] 2"
n=1

Comme la série entiére &(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc a; =0
et pour tout entier n > 1,
(n —2)(n+ Dapt1 +an—1 =0.

Sin = 2, on retrouve a; = 0. Les coefficients de rang impair vont se calculer en fonction de as
et ne seront pas nuls si ag 0. On asip > 2

(%) arpi1 = — 2L
(2p+1)(2p —2)
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Donc si R est le rayon de convergence de la série des termes de rang impair,

lim lazp1] _ lim (2p —2)(2p + 1) = +o00 = R?.
o e agpra] — poite

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour p > 2,

1 1 1

p_l .« e
D (2p+1)(2p—2) 2p—1)(2p—4) 74

( 1

a = (— —a

2p+1 5 3

Au dénominateur de ce produit figurent tous les nombres entiers compris entre 2 et 2p + 1 sauf
3 et 2p, donc, sip > 1,

— (_1)p+1 6p

“2p+1 (2p+1)! “

On a donc comme partie impaire de la série

— 3CL p+17x2p+1 .
8 Z (2p+1)!

Pour calculer cette somme, on peut commencer la sommation a 0, et écrire 2p = (2p + 1) — 1.
On a alors

T — 3CL p+1 71,2]3"1‘1
yi(x) 3 Z 2p+ 1)
2p+1
= 3a p-‘rl 2p+1 —3a p+1 x2p+1
3 Z 2p+1)! s Z 2p 1)
_ _ 2P 2p+1
= —3azx Z( + 3as Z 2p — %
p=0

= 3az(—x cosx—i—sinx).

La démarche est la méme avec la partie paire. On a si p > 1
a2p—2
Hok Qop = ————— .
- SN EDIETEE)
On obtient 1& aussi une série de rayon infini et ’on a, si p > 0,
1 1 1 1

= =3 Gr -2 -5 T 121"

Au dénominateur de ce produit figurent tous les nombres entiers compris entre 1 et 2p sauf 2p—1.
Donc, si p > 0,
pt12p— 1

o = o

ag .
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On a donc comme partie paire de la série

2 1
_aoz p+1p)$2p'

On la calcule alors facilement

yp(z) = ao ;)(—1)”1%332” + ao pz_:o(—l)p@ﬁp

— 2p 1
= apr Z 2p —) + ag Z
= ao(:E sinx + cos z) .

Finalement, pour tout x réel,

y(x) = ap(xsinz + cosx) + 3as(sinz — zcosz) .

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
dzy” + 2y +y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc
[o¢] (o ¢]
Y (x) = Znana:" et o'(z) = Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
&(x) = day"(z) + 2y (2) + y(2)
On a alors
o o o
E(x) = Z4n(n — Dapz™ ' + Z 2na, " + Zanw",
n=2 n=1 n=0
ou encore

[e.e] o0 [e.e]
= Z dn(n+ Dap12™ + Z 2(n+ Daps12™ + Z apx" .

n=0 n=0 n=0
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Finalement
o0

E@) = [(n+1)(4n + 2)ani1 + an) 2™

n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+1)(4n + 2)ap41 +a, =0,

que 'on peut écrire
(2n+2)(2n + lap+1 +a, =0.
On a donc

an
2n+2)2n+1)°

(*) nt1 = _(

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

lim 2| lim (2n+2)(2n +1) = +oco=R.

n—-+4oo ’an-l—l’ B n—-+4oo

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour n > 0,
1 1

n 1 =
= ) e ) G- —3) 21T @)

On a donc, pour tout z réel.

- ()"
y(z) = aop Z @n)] x".
n=0 ’
Pour calculer la somme on distingue suivant le signe de x.

Siz>0

y(x) = ag Z ((;711;7 (Vz)*™ = ag cos
n=0 '

etsiz <0

y(z) = ag Z ﬁ (vV=z)*" =agchv—z.
n=0 '

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle

2y +xy +y=1.
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On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"”
n=0

On a donc

o o

Y (x) = Znana:" Vet of(z) = Zn(n — Danz™?
n=1 n=2
Posons
&(x) = vy (z) + zy (z) + y(z)
On a alors
o
E(x) = Zn(n— Dayz"* —I—Znanzn + Zanx

n=2

ou encore
o0

Zn n+ Dapp12"” —I—Znanzn +Zanx

n=0 n=0 n=0
Finalement

[o¢]
&) =Y [n(n+Dang1 + (n+ Danla"
n=0

L’équation devient donc

o

Z[n(n + Dapt1 + (n+ ayjz™ =1.

n=0

La série constante 1 ayant tous ses coefficients nuls sauf le premier qui vaut 1, on obtient en
identifiant terme a terme, ag = 1, et pour tout n > 1,

n(n+ 1)aps1 + (n+ 1)a, =0,

soit, puisque n + 1 n’est pas nul,

Gnp,
(%) pt1 = —— .
n
Tous les coefficients autres que ag se calculent en fonction de aq, et ils ne sont pas nuls si a; # 0.

Donc si R est le rayon de convergence de la série,

lim [an| lim n=+4oc0=R.
n—-+oo ’an-l—l’ n—-+o0o

La série obtenue est de rayon infini et les calculs précédents sont valables dans R tout entier. De
la relation (x) on tire immédiatement par récurrence, que, pour n > 1,

ai

an = (—1)"_1m.
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D’ou
[e%¢) a
-1 -1 n—1 n
vl = 14 D) e

ou encore en mettant xa; en facteur

0 . " 1 0 "

ylx) =1+ a1z Z:l(—l)" CEi 1+ a1z Z:O(—l)"m ,
n= n=

ce qui donne finalement

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
(1+2)y" -2y =0,

puis celles de I'équation
(1+a%)y" =2y ==,

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc - -
Y (x) = Znanw" Vet of(z) = Zn(n — Dayz™?
n=1 n=2
Posons
&(x) = (1 +2%)y" (z) — 2y(x)
On a alors -
Z (n —Dapa"" 2—1—2 (n —1ayx" —ZQanaz
n=2 n=0
ou encore -
&(x) = Z(n +2)(n+ Dapt22™ + Z n(n —1)a,z" Z 2a,2"
n=0 n=0
Finalement -
E@) = [(n+2)(n+ Danya + (n = 2)(n + ay] 2"
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+2)(n+1)apt2+ (n—2)(n+1)a, =0,
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et en simplifiant par n + 1
(n+2)apy2+ (n —2)a, =0.

Sin = 2, on trouve a4 = 0, et par récurrence, tous les termes de rang pair supérieur a 4 sont
nuls. On a aussi 2as — 2ag = 0. Donc la partie paire vaut

yp(z) = ag(1 + z2).

Pour les coefficients de rang impair, on a, si p > 0,

2p—3

(%) A2p+1 = —m a2p—

1-
Tous les coefficients se calculent en fonction de aq et ils ne sont pas nuls si a; # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série,

lim lagp—1] . 2p+1

= =1=R%.
p—+00 |agpr1|  p—+oo2p —3

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1].
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, si p > 0, on a
( )p2p—32p—5 1 -1
a = (—
2p+1 w+12p—1 5 3

Tous les termes se simplifient sauf (2p +1)(2p — 1) et —1 . On obtient, si p > 0,

1

agpi1 = (—1)P*! (2p+1)(2p—1)

ay,

et finalement

1
_ p+1 2p+1
- Z D"

Pour calculer cette somme, on décompose la fraction rationnelle

1 _1< 1 1 )
2p+1)(2p—1) 2 \2p—1 2p+1)°

dou, si —1 <z <1,

o o
aq 1 1
- 2 -1 p+1 2p+1 -1 p+1 2p+1
p=0 p=0
_ . 2 p+1 22r—1 2p+1
5 T+ Z — 1 + Z 2p 1 T
ai

= 7(:17 + 2? arctan  + arctan z) .
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Finalement a
y(z) = (1 + 2%)ag + ?l(x + 2% arctan x + arctan x) .

Pour résoudre 1’équation
(1+2%)y" -2y ==,

on constate qu’elle a comme solution particuliére la fonction yg définie par

I1 suffit donc d’ajouter cette solution & celles de I’équation homogéne pour obtenir

y(r) = _g + (1 + x2)a0 + %(a: + 2% arctan z + arctan x).

Pour les deux équations, la solution est obtenue dans Uintervalle | —1, 1[, (si a1 # 0), mais on
remarquera qu’elle se prolonge sur R tout entier, et vérifie partout I’équation différentielle donnée.

Chercher les fonctions y développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de I’équation
différentielle
2+2%)y —ay' +y=0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc
o0 o0
Y (x) = Znanw" et o'(z) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2
Posons
E(x) = (2+2°)y" () (z) +y(z)
On a alors
Z2nn—1an:p" 2+Z (n —1apa" Znanzn +Zanaz
ou encore
Z2n+2)(n+1)an+2w —i—Z (n —1apa" Znanx +Zan
n=0 n=0
Finalement

[e.e]

E(@) = [2(n+2)(n+ Dapsa + (n— 1)%an] 2™
n=0



261

Comme la série entiére &' (x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
2(n +2)(n + Dapra + (n —1)%a, =0.

En particulier, si n = 1, on en tire ag = 0, et tous les coefficients de rang impair supérieur a 3
seront nuls également. On a donc comme partie impaire de la série

yr(z) = a1z
Pour les coefficients de rang pair, on a, si p > 0,

B (2p —1)°
™ T T D@D

Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang pair,

2(2 2)(2 1

— =2=R?.
p—+oo |agpta|  p—+oo (2p—1)2

La série obtenue est de rayon v/2, et les calculs précédents sont valables dans 'intervalle | —v/2, v/2].
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour p > 0, on a

» (2p—3)? 2p—5* 1 1 "
p2p—1) 4lp—1)(2p—3) 423411

ce que 'on peut écrire, aprés simplification et mise en facteur,

(=17 2p—=3)(2p—5)---1
22p pl(2p—1)

1 L A
Qa = - —_ — —_ — —an .
T Toplp—1y\2 P 2 9 0

> 1 1 1 1
= ag — S 1) [2—1]) =22,
i) =w- Y g (3r1) o (3-1) 30

Reste a calculer la somme de cette série. Si  appartient & | —v/2, v/2[\{0} posons

agp = (—1)

a2p = ap ,

ou encore

Alors

z(x) = 71/})(@ — a0

(Cette fonction est impaire et se prolonge par continuité en 0 par la valeur 0. Elle est définie sur

| =Vv2, V2]).

On a
o
1 1 1 1
= — S — 1)... (2 —1) Z 21
o) =~ 2 ) (2 p*) <2 >2x
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On a alors

p=1
o
ao 1 1 1,
= ——= > —(=—p+1]- ——1) =%
z ;2%'(2 p+> <2 >2x
S p
ao 1 /1 1 1 [z?
= - S (R — 1).-- [Z=1) 2 (=
532Gt (313 (5

Donc, pour z non nul dans lintervalle | —v/2, v/2[, on a

1 1 x2
/
(= =1+ ) a.
(@) <3:2 2 2>a0

Il reste & trouver la primitive de z nulle en 0.

En effectuant le changement de variable = /2sht qui est une bijection de R sur R, on a

x x 2 1
t=argsh—=In|—=+1/1+—= | =ln(z+vV2+22)— = In2.
On a alors

dr = V2chtdt.

D’autre part
2

1—|—%:1—|—Sh2t:ch2t,

\/1+%2:cht.
JVE - [t

et comme cht est positif

Alors

sh?
<@>’_sh2t—ch2t_1_ch2t
sht) — sh?t  sh®t’

2
/Ch dtdt — L (- B
\/_ 2 sht

En remarquant que

on en déduit
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d’ou

+
NE

2
VITS e 1 In(z+ V2 +2%) — = In2 1ty
$2 xr = n(xr xr 2H

V2

Sl

Finalement ) ) )
2(z)=—-—=——=In(z+V2+22) + — 2+$2+K>a :
(@)= (-3 - 5 m )+ oV :

ou K est une constante dont la valeur est déterminée par le fait que z se prolonge par 0 en 0.
Cette constante vaut

S

2
1+ %5 -1 _ln\/§

K = lim In(z + V2 + x2) —
Alors . .
yp(z) = xz(z) + ap = <—ﬁ:ﬂln(:p +V2+22) + 7 V2 + a2 —|—K3:> agp .
et

y(x) = (—xln(w+\/2+x2)+\/2+x2> &—F(Kao—kal)x.

V2

Donc, si ’on pose,
a
A="0 e B=a;+ Kay,

V2

on trouve

y(r) = A (—xln(x—l—\/2+w2)+\/2+x2>+Bw.

Soit @ un nombre réel non nul. Déterminer la série entiére y solution de ’équation différentielle
2y’ +y —zy=a,

et vérifiant la condition y(0) = 0.

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

o
y(z) = Z anz"”
n=0
On a donc
oo [ee]
y'(z) = Znanmn Vet o'(z) = Zn(n — Dayz™ 2
n=1 n=2
Posons
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On a alors
o [o¢]
Z n(n — 1)ay,z"~ Ly Z na, " Z anx"
n=2 n=1 n=0
ou encore
o [o.¢] o
&(x) = Z n(n+ 1)ap+12™ + Z(n + Dapt12™ — Z ap—12" .
n=0 n=0 n=1
On en déduit -
&(x) = Z(n + 1)% a4 12" Z p_12"
n=0

Finalement

E(r)=a1+ Z[(n + 1)2an+1 —ap_1]x"

n=1

Comme la série entiére &(x) doit étre la constante a, on doit avoir a; = a, et les autres coefficients
sont nuls, pour tout entier n > 1, donc

(n+1)2ap41 —an_1 =0.

Comme y(0) = ag = 0, tous les coefficients de rang pair sont nuls. Les coefficients de rang impair
vont se calculer en fonction de a; = a et ne seront pas nuls. On asip > 1

o a2p—1
(*) azp+1 = (2p+ 1)2

Donc si R est le rayon de convergence de la série,

li [a2p-1] = lim (2p+1)* = 400 = R%.
oo Jagpra] e

La série obtenue est de rayon infini, et les calculs précédents sont valables dans R tout entier.
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour p > 2,

1 1 i
2p+1)2 (2p—1)2 32

A2p4+1 = aj .

Donc, si p > 0,
a

(2p+1)(2p—1)---3]2

Que l'on peut écrire en utilisant les factorielles

A2p+1 =

2% (p!)?

a = Q= .
T 2p )12

Finalement
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Chercher les fonctions y paires développables en série entiére au voisinage de 0, solutions de
I’équation différentielle
(1— xz)y” —3zy —y=0.

Puis en utilisant la méthode de variation de la constante, trouver les solutions impaires. En
déduire, lorsqu’elle converge, la somme

i (2p)(2p —2)---2 L20+1
- 2p+1)(2p—1)---3 ’

On cherche une solution de I’équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y(x) = Z anz"
n=0
On a donc - -
Y (x) = Z nanpx et o'(z)= Z n(n — 1ayz™ >
n=1 n=2
Posons
E(x) = (1 —2?)y"(z) - 3ay/ (x) — y(x)
On a alors
Zn (n —Dapa"" Zn (n —1ayx" Z?manzn Zanaz”,
n=2 n=2 n=0
ou encore
&(x) = Z(n +2)(n + Dapqoz™ — Z n(n —1)ayx Z 3nanz”™ — Z anx”.
n=0 n=0 n=0
Finalement -
_ 2 n
E@) = [(n+2)(n+ Dans2 — (n+1)%ay] 2"
n=0

Comme la série entiére &'(x) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc, pour
tout entier n > 0,
(n+2)(n+ 1anse — (n+1)%a, =0,

ou en simplifiant
(n+2)apy2 — (n+1)a, =0.
Cherchons les solutions paires. On a, si p > 0,
2p+1
a
2p+2°°

(%) a2p+2 =
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Tous les coefficients se calculent en fonction de ag et ils ne sont pas nuls si ag # 0. Donc si R est
le rayon de convergence de la série des termes de rang pair,

lim ‘a2p‘ m 2p+2

=1=R*.
p—-+oo |agp 2] ~ prkoo 2p+1

La série obtenue est de rayon 1, et les calculs précédents sont valables dans l'intervalle | —1, 1].
De la relation (%) on tire immédiatement par récurrence, que, pour p > 0, on a

ce que 'on peut écrire,

G (o) () (D

Alors

Finalement, pour z dans |—1, 1]

Pour la partie impaire, on a, si p > 1,

(**) a2p+1 = azp—1 -

2p+1
La série est encore de rayon 1, et 'on a, si p > 0,

(2p)(2p —2)---2
2p+1)(2p—1)---3

A2p+1 = ai .

Donc
[oe)

_ Z 2p 2p—2) -2 x2p+1
2p+1)(2p—1)---3 ’

Il en résulte que, si |z] < 1et a; =1=y}(0), on a

S(z) =yr(x).
On utilise le procédé de variation de la constante. Notons

yo(z) = ; donc yi(z) = _r .
i EEFREE

On cherche une solution de I'équation différentielle de la forme

y(z) = a(z)yo(z) .
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On a donc

y'(z) = a'(x)yo(x) + a(@)yo(x) et y'(x) =a"(2)yo(z) + 2d/ (z)yp(x) + alz)yg(z) -

En remplacant dans ’équation différentielle, on obtient

Ex) = (1—2%)(d"(@)yo(x) + 2d (z)yy(x)) — 3zd (x)yo(z)
= a"(x)(1 — 2®)yo(z) + o' (2)(2(1 — 2*)yy(x) — 3wyo(x))

- MQ”(x)—i-a(a:)( 2 5 >

~

\/1—x2_\/1—a:2

= V1-22d"(z) - ﬁa/(az).

Done, pour z non nul, on a
(1 —aHa"(x) — 2zd'(z) =0.

On résout cette équation en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit

et on en déduit successivement
/ 1 2
In|d'(z)] = —3 In(l —2°)+ K

ot K est une constante, puis

A
Nk

a(r) =
ou A est une constante, et enfin
a(x) = Aarcsinz + B,
oll B est une autre constante. Finalement,

Aarcsinx + B
yr(x) = —
vV1—=x
Comme on cherche la solution impaire, on a B = 0 et

arcsin x
e = A=

et comme

tim 10— 4 =y 0),

xz—0

on doit avoir A = 1. Finalement, pour x dans |—1, 1],

arcsin x

S(z) = Nk
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On considére les équations différentielles

(1) (1+2%)y —y=0,
et
(2) (1-a22)2 —iz=0.

1) Soit y une solution de (1) développable en série entiére sous la forme

o0
y(x) = Z anx"”
n=0

telle que y(0) = 1. Trouver une relation entre a,+1, @y et a,—1, et montrer que pour tout entier
naturel n, on a

lan| < 1.

Qu’en déduit-on pour le rayon de convergence R de cette série?

2) Soit z une solution de (2) développable en série entiére sous la forme

z(x) = i bpz"
n=0

telle que z(0) = 1. Montrer que pour tout entier naturel n on a
b, =1i"a, .

Qu’en déduit-on pour le rayon de convergence R’ de cette série ?

3) En résolvant directement les équations, calculer pour |z| < R la somme des séries précédentes.
Que vaut R?

1) On a
o0
Y (x) = Z napz"
n=1
Posons
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On a alors
o o o
E(x) = Z naz" "t + Z naz"t — Z anx",
n=1 n=1 n=0
ou encore
o0 (@) o0
E(x) = Z(n + Dap12"™ + Z(n —Day_12™ — Z anz"
n=0 n=1 n=0
Finalement

E(x) = (a1 —ag) + Z[(n + Dant1 + (n — 1)ap—1 — an]z™.

n=1
Comme la série entiére &(z) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc
ag — a1 = 0, et pour tout entier n > 0,

(n+1aps1 + (n—1)ap—1 —a, =0,

ce que 'on peut écrire
1 n—1

nt1™ nr1

an+1 = ap—1 -

Montrons par récurrence que, pour tout n > 0, on a
lan| < 1.

C’est vrai pour n = 1 et n = 0, puisque a1 = ag = 1. Si 'on suppose la propriété vraie aux rangs
netn—1oun>1,on a alors

lan] <1 et |ap—1] <1,
d’ou

n—l‘ ’< 1 n—1 n
Ay
n+1 nell =

= <1.
n+1 +n—i—l n+17

La propriété est vraie au rang n + 1. Elle sera donc vraie pour tout entier n.

1
lan41] < p—— lan| +

Il résulte alors des critéres de comparaison que la série a un rayon R supérieur ou égal a celui de
la série géométrique. Donc R > 1.

2) On a
2 (x) = Z nbpx™ L.
n=1
Posons
F(x) = (1 —2H)2 (z) —iz(x).
On a alors

e}

o0 [ee)
F(z) = Z nb,a" "t — Z b,z — Z bz,
n=1 n=1

n=0
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ou encore

F(x) =) (n+ Dbpyrz” = > (n—Dby_ga” = ibyz”.
n=0 n=1 n=0
Finalement

F(x) = (b —iby) + Z [(n + 1Dbps1 — (n— 1)bp_1 — iby] 2™

Comme la série entiére .# (z) doit étre nulle, on doit avoir la nullité de ses coefficients, donc
b1 — ibg = 0, et pour tout entier n > 0,

(n + 1)bn+1 — (n — 1)bn_1 —ib, =0,

ce que 'on peut écrire
1 n—1
b = ——(ib ——bp_1.
n+1 n+1(Z")+n—|—1 n—1

Montrons par récurrence que, pour tout n > 0, on a
b, =i"a, .
On a tout d’abord
bo=1=ag et by =ibyg=1=1ay.

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1. Supposons qu’elle soit vraie aux rang n et n — 1, pour
un entier n > 1. Donc
b, =i"a, et bp_1=1:i""ta,_1.

Alors
1 . n— 1
bny1 = I Zn+1an + nt 1 1an—1
— 1 n+1 _n- 1 Z'n—l—l 1
n+1 " on+1 "

1 n—1
! <n+1an n—i—lan_l)'

Mais, en utilisant la relation de récurrence vérifiée par la suite (a,), on trouve

_ n+l
bpi1=17""anpy1.

La propriété est donc vraie au rang n + 1. Il en résulte qu’elle est vraie pour tout n > 0.
Alors les séries entiéres y(z) et z(x) ont le méme rayon de convergence. Donc R = R’ > 1
3) Les équations différentielles se résolvent en utilisant le procédé heuristique suivant :

on écrit

(1) = "5 [ 1
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on en déduit
In |y(x)| = arctanx + C,

ou C est une constante, et les solutions sont

y(:z:) — Aearctan T

I

ol A est une constante que I'on détermine grace a la condition y(0) = 1. On en déduit que A =1
et

arctan x

y(z)=e

Pour l'autre équation, on écrit

2 (x) _ i
z(x) 1—a2’

Z(x) 1 i N i

2(z) 2 \1l—-z 14z)’
1+=x
1-—2x

(2)

soit

on en déduit ‘
7

In|z(z)| = 3 In

+D,

ot D est une constante, et les solutions sont, dans | —1, 1],

] 1
z(z) = Bexp (% In +$> ,

1—=x

ol B est une constante que ’on détermine grace a la condition z(0) = 1. On en déduit que B =1

et ) )
1 +2x
= =1 .
z(x) = exp <2 ny —a:)

Pour cette derniére solution on constate que lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures, z(z)
n’a pas de limite finie. Il en résulte que R = R’ < 1. On a donc finalement R = R’ = 1.
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Chapitre 8

SERIES ENTIERES ET INTEGRALES

Etablir I’égalité

1
t2Int > 1
dt = — .
/t2—1 Z(2n+1)2
0 n=1

Lorsque 0 <t <1, on a

t?1nt >
t2—n1 _ —Zt2”+2lnt,
n=0

et cela définit une fonction continue sur |0, 1[ qui est somme de fonctions continues sur |0, 1].

Posons

1
I, = /t2"+2 Intdt.
0

Cette intégrale a un sens puisque la fonction qui a t associe t>"*2Int est continue sur |0, 1] et
se prolonge par continuité en 0. En intégrant par parties on obtient sur |0, 1],

9 +2 2n+3 t2n+2 t2n+3 t2n+3
t“" T Intdt = Int — dt = Int— —.
/ . M3 /2n+3 m+3 " (2n+3)?2
Alors
£2n+3 2n+3 1 1
=t | ==
2n + 3 (2n+3)?], (2n + 3)2

car la limite en 0 de "3 Int est nulle.

Puisque
1
1
2n—+2 _
0
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la série de terme général |I,,| converge par comparaison a une série de Riemann. Il résulte alors

2Int
1 est intégrable sur

du théoréme d’intégration terme a terme que la fonction qui & ¢ associe

2 —
10, 1] et que
1
2Int = = 1 = 1
JESSD SV ot o
2 _ Z” 2 2
Ot 1 = = (2n+3)? = (2n+1)

Soit f l'application de [0, 1] dans R définie par f(0) =1 et, pour tout x de |0, 1],

fle)=a"7.
Soit (f,) la suite d’applications de [0, 1] dans R définies par f,(0) = 0 et, pour tout x de
10, 1],
_1)»
fu(z) = (=1 (xlnz)™.

n!

1) Vérifier que f et f, sont continues sur [0, 1].
2) Montrer que la série de fonctions de terme général f,, est normalement convergente sur
[0, 1].

3) En déduire que
1

in_":/t_tdt.
n=1

0

1
4) Donnez une valeur approchée a 1072 prés de / t=tdt.
0

1) On sait que zInz tend vers 0 quand z tend vers 0. Alors f,(z) tend vers f(0) = 0 quand =
tend vers 0.

Pour z dans |0, 1], on écrit
f((L') — e—:cln:c7

et on en déduit que f(x) tend vers f(0) = 1 quand x tend vers 0. Il en résulte que les fonctions
f et f, sont continues en 0. Par ailleurs, sur ]0, 1], les fonctions f et f, sont continues comme
produits et composées de fonctions continues. Elles sont donc continues sur [0, 1].

2) Soit ¢ la fonction qui & t associe —tInt et qui se prolonge par continuité en zéro par la valeur

zéro. Elle est alors continue sur Uintervalle [0, 1] et atteint son maximum. Si ’on note M ce
maximum, on a

et comme la série de terme général M™/n! converge, la série de fonctions continues de terme
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général f, est normalement convergente sur [0, 1].

3) En utilisant le développement en série entiére de I'exponentielle, on obtient, si ¢ > 0, 'égalité

o
4t — pmtint _ Z (=tlnt)"

n!
n=0

La convergence normale de la série de terme général f,, implique que 'on a
1 1 0o 0o 1
e (—tlnt)™ B (—tInt)™
[ dt_/<ZT a=3 [ [ER) 4.
0 0 n=0 n=0 \7{

Il reste a calculer I'intégrale /(—t Int)"dt.
0

Soit n et p des entiers tels que 1 < p < n. En intégrant par parties, on obtient

n+1 n+1 1 7510—1
/t”(lnt)Pdt: ! (lnt)p—/t pn )"
n+1 n+1 t

d’ott I'on tire, puisque ¢*(Int)P~! tend vers 0 en 0,

1 1
/t” (Int)P dt = L/t”(lnt)p_ldt.
n+1
0 0

On en déduit facilement, par récurrence sur p, que, si 1 <p <n, on a

1 1
_1yep! _1)ep!
/t" (Int)P dt = (=Pt /t"dt: (=1rp
0 0

0+ 1 o

et finalement, en prenant p = n, on trouve

1
_1\p!
/t"lnt (Z1)"n!
0

(7’L + 1)n+1 '

On en déduit que

L o0

1
thdt =)y —————
/ d Z (Tl + 1)n+1 ’

0 n=0

ce qui, en changeant d’indice de sommation dans la série, donne le résultat voulu.

4) Majorons le reste de la série. On a

i 1 _ i 1 1 1 1
k= E 1 i
W ] (n+1) (n+ 1)+ 1 — T n(n+ 1)
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En particulier

0< Ry < — <1072
=TSN T 192
Donc
1 1 139
S3=1 — =
T AR TS
1
est une valeur approchée de / t~tdt a 1072 prés.
0
1) Justifier Pexistence de 'intégrale
1
/lntln (1-t)d
0
1
2) Pour tout entier naturel non nul n calculer
0
-3 o
- n(n+1)2
n(n+1)
3) Déterminer la valeur de 1.

1) La fonction f qui a ¢ associe IntIn(1 — t) est continue sur |0, 1[. Au voisinage de 0, on a
In(1—1¢) ~—t,

et tlnt tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Donc la fonction f se prolonge par continuité en 0. Par
ailleurs, pour tout ¢ de ]0, 1[, on a

ft)=rfa-1),

donc f se prolonge également par continuité en 1. Alors I est 'intégrale d’une fonction continue
sur un segment.

2) En intégrant par parties, on obtient

/t”lnt _t"+1lnt_/ " d_t"+1lnt_ ¢t
n nn+1) nin+1) nn+1) nn+1)2

Donc
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1
t"Int . (t" ! Int ¢t (" Int ¢t
dt = lim — — lim -
n t—=1\n(n+1) n(n+1)32 t—0\n(n+1) n(n+1)32
_
T nm+1)27
Pour ¢ dans |0, 1] on a
2 t"Int
Intln(l —1¢t) = — .
ntlIn( ) nZ::l -
Soit u, la fonction définie sur |0, 1] par
t"Int
n(t) = —
un(t) =~

que l'on prolonge en 0 par la valeur 0. La fonction w,, est dérivable sur |0, 1[ et

1
") =—t""1 (Int+ =) .
o, 1) (1ne+ 1)

On déduit alors des variations de wu,, que cette fonction est positive et admet un maximum pour
t =e~/". Alors, pour tout = de [0, 1], on a

La série de fonctions continues de terme général u,, converge donc normalement sur [0, 1] et on

peut écrire

1
. t"Int . [t"Int
= — -
X5 a=-y [E e,
0 n=1 n:lo

ce qui permet d’en déduire que
o0
1
=y
2
—n(n+1)
3) En décomposant la fraction rationnelle en éléments simples, on a

1 A B C
+

B — + .
nn+1)?2 n n+l (n+1)?
En réduisant au méme dénominateur, on trouve,

A B C (A+Bn?+(R2A+B+C)n+ A

g+n+1+(n—|—1)2_ n(n+1)2

Il suffit que 'on ait
A+B=2A4+B+C=0 et A=1
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pour que, pour tout entier naturel non nul n,

nn+1)2 n n+l (n+1)2°

On obtient A=—-B=-C=1.

Alors

Pour la seconde on a, en utilisant une somme de série classique,

SEET PR
—(n+1? “—Zn? 6 '
Finalement
2
[=2— —.
6

Justifier 'existence de l'intégrale

et exprimer I sous forme d’une série.

Pour ¢ dans |0, 1[, posons
Int

V-2’

La fonction f est négative et, au voisinage de 1,

f(t) =

In(1 — (1 —t)) 1t
=== "V

La fonction f se prolonge par continuité sur |0, 1].

Au voisinage de 0, on a
F(t) ~nt,
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1 1
et / Int dt converge, donc / f(t) dt aussi. Cela justifie 'existence de 1.
0 0

On peut développer en série entiére de rayon 1 la fonction qui a ¢ associe (1 — tz)_l/ 2. 0na

0o 1(_%_1)...(_%—714—1)

(1—t2)_1/2 — 1+Z 2 — (_t2)n
n=1 ’
13- (2n—1) 5, = (20)!
= 1 " = "
+n§::1 27 nzz: 22n(nl)2

En intégrant par parties, on obtient

t2n+1 t2n t2n+l t2n+l
/tznlntdt: lnt—/ dt = Int — —— |
2n +1 2n +1 2n +1 (2n +1)?

et on en déduit

1
1
2 ntdt = ———
/ " 2n+1)2"
0

donc

(2n)! (2n)!

0=t | M Intdt = — :
= P2 / N = e on + 122
0

En utilisant la formule de Stirling on obtient

2 2n
<_n> 4dnm 1
e
22n <E)2n o an? /TN
e

1
2n)! n
0

et la série de terme général |a,| converge. D’apres le théoréme d’intégration terme a terme, on
retrouve le fait que f est sommable, et 'on peut de plus intervertir les sommations ce qui donne

n=0

1
B Int L > (2n)!
[_0/,/—1_,52 it = 222"(2714—1)2(71!)2'
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Pour tout entier naturel n, on pose,

o
t
I, = .
%
0

1) Trouver la limite ¢ de la suite (I,).
2) Donner un équivalent de (¢ — I,,).

3) Justifier I'égalité
1
In(1 +y) — _(=1)*
— X dy = —_—
[F =Y 05y

4) Donner un développement asymptotique a trois termes de (I,).

1) Les fonctions f,, définies sur [0, 1] par

1

falt) = 1+

sont continues et majorées par la fonction intégrable constante 1, et forment une suite qui
converge simplement vers 1, sur cet intervalle. Il résulte du théoréme de convergence dominée

que la suite (I,,) converge vers

1
0= [a-1.
0

2) Effectuons le changement de variable t" = u dans U'intégrale

1 o
E—In=/1+tndt.
0

On a donc
ul/n—l

t=ul/" et dt= du,

d’ou

Les fonctions g, définies sur [0, 1] par

gn(u) - 1+u

sont continues et majorées par la fonction intégrable constante 1, et forment une suite qui

converge simplement sur cet intervalle vers la fonction g définie par
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Il résulte du théoréme de convergence dominée que la suite (n(¢ — I,,)) converge vers

/ d
/ 4 =1In2,
1+u
0
Donc 2
(I, ~ 22
n

3) En utilisant le développement en série entiére au voisinage de 0 de In(1 + y), on obtient, si y
appartient a 0, 1[, la relation

k

In(1 +y) . E Y
725 -1
Y k:O( ) k+1°

ce qui définit une fonction continue, somme de fonctions continues.

Or
1
[
k+1 (k+1)?
0
1

In(1
est le terme général d’une série convergente. On en déduit que l'intégrale / M dy converge

0
et que

lnl—l—y >
S_/ kzz:k‘-i-l

0

On peut obtenir la somme S de cette série a partir du résultat classique

00 2
l;)kJrl 6
On a en effet
w2 > 1 o 1 & 2
D M ruv ki) Blcres Tk DI eyt 2
donc -
S:E.

4) En partant de la somme

1 — (—1)ptigne+l)

p
Z( ) L+t ’

k=0
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on obtient, en intégrant sur |0, 1[,

PL(—1)* / n(p+1)
) :In—/(—l)pﬂidt.
nk+1 141t
Mais
P o) 1
og/t dtg/t”(pﬂ)dt:;.

14tn np+n+1

0 0

n(p+1)
Donc, / e dt tend vers 0 lorsque p tend vers 'infini, d’ott I'on déduit
0

o (CDF
In_znk—i-l'

k=0

On a alors

— ko 1+ E
En utilisant la relation
1 2
1
1+ R

on peut alors écrire

1 (—1)k< 1 (nk)2>
I, = 1+-= 1- -
n;::l k nk 1+ %
L (D 1S 1S,
= LY e e D
no K ok [t L+ 5%

Mais

On en déduit donc le développement asymptotique

In2 2 1

n 12n2
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Pour toute entier naturel n on pose

[e.e]

I, = /e_tndt

1

1) Déterminer la limite de (I,).

2) Donner un équivalent de (I,,).

3) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général I,,2". Etudier
sa convergence en R et —R7?

1) On peut appliquer le théoréme de convergence dominé. Si, pour x > 1, 'on pose
falz) =",

la suite de fonctions continues (f,,) converge simplement vers 0. D’autre part
0</fn<hfr,

et fi est intégrable sur |1, oo[. On en déduit que la suite (I,,) converge vers 0. On remarquera
aussi que la suite I,, est décroissante.

2) En faisant le changement de variable " = u, qui est une bijection de |1, oo [ sur |1, co[, on
obtient

1/n—1
t=ut/m et dt =2 du ,
n
donc
o0
1
I, = — /e‘“ul/”_l du .
n

1

La suite de fonctions continues (gy,) définie sur |1, co[ par

gn(u) — e—uul/n—l

converge simplement vers la fonction u — e "/u et est majorée par f; qui est intégrable.

[e.e]
On déduit du théoréme de convergence dominée que la suite ( f e uyl/n=1 du) converge vers
1

o0
J e “u~du. Cette intégrale n’est pas nulle, puisque c’est I'intégrale d’une fonction continue
1

strictement positive. On déduit du théoréme de convergence dominée que

[e.e]

1 —Uu
Inw—/e—du.
n U

1

(On retrouve ainsi le résultat de la question 1).
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3) Puisque la série de terme général x™/n est de rayon 1, I’équivalent obtenu en 2) montre que
la série de terme général I,,x™ est aussi de rayon 1.

Lorsque x = 1, I’équivalent obtenu en 2) montre que la série de terme général I,, diverge.

Lorsque z = —1, la série de terme général (—1)"1I,, est décroissante alternée donc converge.

Pour tout entier naturel n on pose

[ th
tht
n

1) Etudier la convergence de la série entiére de terme général a,z™ pour x réel.
2) On note f(x) la somme de cette série pour —1 < z < 1. La fonction f est-elle continue
en —17

1) Puisque, lorsque z appartient & [n, co[, on a
thn <thzx <1,

on en déduit I'’encadrement
o0 o0

thn Q< a < dt
wiEmE e
n n
c’est-a-dire
thn 1
—<a, < —.
n n

Il résulte du théoréme d’encadrement que (na,) converge vers 1, et donc que

Qp ~ — .
n

Alors la série de terme général a,z™ est de rayon 1, puisque la série de terme général z"/n est
de rayon 1.

Lorsque x = 1, I’équivalent obtenu montre que la série de terme général a,, diverge.
Lorsque = = —1, la série de terme général (—1)"I, est décroissante alternée donc converge.

2) Le théoréme d’Abel montre alors que la fonction f est continue en —1.
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Montrer que pour tout x réel les intégrales

/4 /2
f(z) = / et gy ot g(x) = / ettt gy
0 0

convergent.
Etudier si les fonctions f et g sont développables en série entiére au voisinage de 0, et si oui,
donner le développement et le rayon de convergence.

e Etude de f.

. . .y . a2tan? . N L
Pour z fixé, la fonction qui & ¢ associe e 07 ¢ est continue sur [0, 7/2[. En particulier I'inté-

grale f(x) est I'intégrale d’une fonction continue sur un segment.
En effectuant le changement de variable
u = tant

on obtient

2,2 1 o0
_ e~ TTu B (_1)nu2n x2n
f(x)—/1+u2dU—/Z 1+ u? Wdu
0

0

Comme la série de I'exponentielle converge uniformément sur tout compact, on aura

1
0 —1)" 2n
f(:E):Z(n!) /1iu2du 2,

n=0 0
On a donc
o0
flx) = Z anr®"
n=0
avec
—1)n
a, = (=1) 1,
n!
ou
1
2n
n — / 1 T ’LL2 du
0
Comme |I,,| se majore par 1, on a
lan| < —

et la série est de rayon infini.
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Il reste & calculer I,,. Pour cela on part de l'identité
(1-X") = Z Xk

dans laquelle on pose X = —u?. On en déduit

i
L

(1 + (_1)n+1u2n) — (1 + u2) (_1)ku2k7
0

e
i

d’ou

2n n n—1
u (—1) -k, 2%k
- —1)" .
T+ 1@ " kz_o( T

On obtient donc en intégrant

e Etude de g.
Pour g(x), on peut commencer, si z n’est pas nul, par effectuer le changement de variable
u = |z|tant,

c’est-a-dire

U x
t = arctan — donc dt = & du .
|| 22 + u?
Les intégrales
w/2 00
—a2tan2t e‘“2
et dt et x| | 5——=du
22 4 u?
0 0

sont alors de méme nature. Mais, si u > 0,

2
e v 1
N — < —
T2 4u? T o2’

et 'intégrale f 2 converge, donc g(x) également.

En utilisant le changement de variable précédent, on a, pour x > 0,

0 2

g(0 /1—6“
22 4 u?
0
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Posons, pour (x,u) dans [0, +o00[x]0, +o0 [,

1—e ¥

T,U) = ——— .
plou) = 55
Pour u fixé, cette fonction est continue par rapport a la variable z. On a la majoration

0 < p2,u) <p(0,u).

Si ’on pose, pour u > 0,

(P(u) = 90(07 u) )

on a au voisinage de 0,

0<1— e~ g2
et la fonction ¢ se prolonge en zéro par continuité par la valeur 1. D’autre part
1
u) < —
plu) < —

et il en résulte que ¢ est intégrable sur |0, co[. Les conditions sont donc satisfaites pour dire
que la fonction définie par

h(z) = 790(:17,u) du
0

est continue en 0. Il en résulte que

[e'e] 2
lim M:h(o):/%du>0.
0

z—0t x

Comme la fonction g est paire, si elle était dérivable en 0, on devrait avoir
g(0)=0

ce qui n’est pas le cas. Ceci montre que g n’est pas dérivable en 0, et ne peut donc admettre de
développement en série entiére au voisinage de 0.
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1) Pour quelles valeurs réelles de ¢, la série de terme général 1/n’ converge-t-elle? On note

alors
o0

(=3

n=1

2) Montrer que si ¢t > 1, on a

e(E

Tl
/ —dr = T(0)C(0).
0

3) Montrer que l'intégrale

21
T(t):/em_i_ldw
0

converge si t > 0, et exprimer 7T'(¢) en fonction de I'(t) et ((¢). lorsque ¢ > 1.

1) La série de Riemann de terme général 1/n’ converge si et seulement si ¢ > 1.

2) Pour t > 1 fixé, soit f,, la fonction définie sur |0, +oo| par
fn(iE) _ xt—le—(n—i-l)x ]

Cette fonction est continue et positive, et la série de terme général f,, converge simplement vers

la fonction S définie par

ZL't_l

S@) =) falz) = e
n=0

Au voisinage de 0, on a

1
et, puisque 2 — ¢t < 1, 'intégrale f S(z) dx converge.
0

Au voisinage de 400
S(z) ~ztle

Comme zt~1e=%/2 tend vers zéro a l'infini, on a
ptle—2 — O(e—m/2)
[e.e] o
et il en résulte que l'intégrale [ S(z)dx converge. Finalement I'intégrale [ S(z)dx converge.
1 0

Il résulte alors du théoréme de convergence dominé que

/S(a:) dx = Z/xt_le_("ﬂ)m dx .
0 0

n=0
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En faisant le changement de variable u = (n + 1)z, on trouve finalement

/S(a:) dx = CES /ut_le_“ du =T'(t)((t).
0 0

3) Pour ¢ > 0 fixé, soit g, la fonction définie sur |0, +oo[ par
() = (~1)"atl el De,

La série de terme général g,, est alternée et converge pour x > 0 vers la fonction g définie par

t—1

D’autre part, la suite des sommes partielles (gy,) est telle que
0<gn<go=fo-

La fonction fj est intégrable sur |0, 400 [. Il résulte de nouveau du théoréme de convergence
dominé que

_ n Tzt 1 —(n+1)z _ - (_1) / t—1_—u _ - (_1)n
/g )dx = Z;)/ Ydx Z_%(n+1t u e " du F(t)z_;)(n—l—l)t'
Sit>1,o0na
. > 1 - 1 1
Z n+1 ;(nﬂ 2;:0 2p+2 21 ;::O(pﬂ)t__zt—lg(t)’

et 'on en déduit que

1) Calculer I (n + 1) en fonction de I'(1/2) = /7. En déduire la valeur de l'intégrale

2) Calculer
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1) La fonction IT" vérifie, pour x > 0 la relation

Nz +1) =zI'(z).

() (- (-9 34)

F<n—|—1> (2n—1)(2n—3)...3ﬁ:(2n)!‘ﬁ‘

2 2n

On obtient donc

d’ott 'on déduit

En posant

) d

t=2z° donc dr=—,
2Vt

on obtient

00 00
Ldt 1 [ 1 1 (2n)!
_ n_—t _ - n—1/2 —t _ - i R S A
b= e M—z/t ‘ dt_2r<"+2>_22"“n!ﬁ’
0 0

2) On a, quels que soient x et t réels,

Ny gy @)
cos(xt) = ;::0(—1) ot
Pour t fixé, notons ,
e @) e

© e 2n ) )
el = 32 e = et
n=0 n=0 ’

Au voisinage de l'infini, on a

9 e—x2+x\t|
2

ch(zt)e™ ~
Quand z tend vers 'infini, 1 — |t|/x tend vers 0, donc, pour = assez grand
41
x 2

et,

2 2 |t] a? z
—x° 4 x|t = — l-— ) <—-——=<—=.
x* 4 x|t] :1:< > 5 5

Comme la fonction qui & z associe e~*/2 est intégrable sur [0, +00 [, cela montre que la fonction

continue qui a x associe ch(zt)e " est intégrable sur [0, +00 .
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Il résulte alors du théoréme de convergence dominée que

o0

[e'e) oo 00 oo 2n
H(t) = / (2% fn(a:)> da = ZO/O Fola) do = ZO(—mIn (;n)! .
0 n= n= n=

Donc

_ﬁoo nt2n_\/7_r—t24
H(t) =5 Y (1" =5/
n=0

Soit la série entiére de terme général

Déterminer le rayon de convergence R de cette série et écrire sa somme sous forme d’intégrale
lorsque x appartient a l'intervalle [—R, R].

e Etudions tout d’abord la série entiére de coefficient na,. Elle a méme rayon de convergence
que la série de coefficient a,, puisque c’est sa série dérivée. Si l'on pose, pour = dans | —1, 1] et
t dans [0, 7],

sin™ ¢

fult) = Tt

on a
[fu(®)] <[],

et la série de fonctions continues f, converge normalement sur [0, 7/2]. On peut donc intervertir
les sommations et il en résulte que la série entiére de terme général na,z™ converge. Sa somme

vaut
w/2
S( )—/ ! dt
Y= ] WA —zsing)

0

On a donc R > 1.

Etudions ce qui se passe lorsque x = 1. On a dans ce cas

sin”™ ¢
t) =
fult) = T
et cette série de fonctions a pour somme
1

ft) =

(14+t)(1 —sint)
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Comme f,, est positive, si la série de terme général a, convergeait, elle aurait comme somme
w/2

[ f(t)dt, mais, au voisinage de 7/2,

0

1 1 2
A+ —cos(r/2—1)  1+7/2 (7/2—-1)2"

ft) =

Donc f n’est pas intégrable et la série diverge. Il en résulte que R < 1. Finalement R = 1.

e On reprend I’étude précédente avec la fonction définie, pour x fixé dans [—1, 1] et ¢t dans
[0, w/2], par
sin” ¢
)= —— "
)= Srn "
Lorsque z appartient & [—1, 1], on a
sin” ¢
] < ——— = hy,(t
(0] < s = Bt
La fonction h,, est continue et positive sur [0, 7/2[ et la série de fonctions h,, converge vers
ht) = —In(1 —sint) .
1+t
Au voisinage de 7/2, on a
T 1 m 2
int = - = :1——<t——) 1 t
sint = cos <t 2) 5 5 (1+¢(t))
ou £(t) tend vers 0 en 7/2. Alors
1 t
In(1 —sint) =21In (z —t) +In +elt) )
2 2
et
In(1 — sint) In 1+Te(t)

2In (3 —t) +21n(g—t)'

Cette expression tend vers 1 en 7/2 et il en résulte que
In(1 —sint) ~ 21In <g - t) ,

et

W) ~ =3 +27r/2 n (g - t) '

1
Comme 'intégrale [ Intdt converge, il en résulte que h est intégrable sur [0, 7/2[. Alors, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, on peut permuter les sommations et ’on en déduit que pour

tout z de [—1, 1], on a
w/2

[ —In(1 —xsint)
S(x) = / ) dt .
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Soit ® une fonction continue et positive sur [0, 1].
1) Montrer que 'on définit une fonction F sur | —1, 1] en posant.

1
F(a:):/ () dt.
0

1+ xt2

2) Développer F en série entiére au voisinage de 0. Que vaut le rayon de convergence R de la
série obtenue si ’'on suppose de plus qu'il existe a dans [0, 1| tel que, ® ne s’annule dans
aucun intervalle [a, b] ot a < b < 1.

3) Sil’on appelle a, le coefficient de la série précédente, montrer que

1
> d(t
E an:/ ®) dt.
1+ 2
n=0 0

4) Déterminer a,, lorsque

d(t)=1—t,

et en déduire la somme

Re =
0_7;(2n+1)(2n+2) '

5) Donner un exemple de fonction continue positive ® pour laquelle R > 1.

1) Pour z fixé dans | —1, 1[, la fonction qui a ¢ associe

D(t
f(t) = L)z
1+ at
a un dénominateur qui ne s’annule pas car
1
0<t<1<

St<l<oe

Elle est alors continue sur [0, 1], donc F(x) est l'intégrale d’une fonction continue sur un seg-
ment.

2) Notons M le maximum de ¢ sur [0, 1]. Pour z fixé dans |—1, 1[, et pour ¢ dans [0, 1]
posons

fu(t) = () (=1)"z" "

On a
|fa(®)] < M|z|".
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Il en résulte que la série de fonctions continues de terme général f, converge normalement sur
[0, 1]. Alors on peut inverser les sommations et

1 0o 00 1
Fla) = 0/ <n§::ofn(t)> =3 0/ fa®ydt |

ce qui donne le développement en série entiére
o 1
Fa) =3 [ (-1 / B2 dt | 2"
n=0 0

En particulier on a R > 1.

Soit b tel que a < b < 1. La fonction ® ne s’annule pas sur [a, b]. Soit

m = ag,ibq)(t) .

Comme @ est continue, il existe ¢ty dans [a, b] tel que

m = f(to),
et donc m est strictement positif. Alors
b
ap > m/t2n dt — %LH (B2HL _ g2nty
a

Le membre de droite est le terme général d'une série entiére de rayon 1/b%, et donc

Alors, en faisant tendre b vers 1, on en déduit
R<1,
et finalement R = 1.

3) D’aprés ce qui précede

1
an = (—1)"/<I>(t)t2" dt .
0

1

|an| = lant1] = /<I>(t)t2"(1 —%)dt >0,
0



et la suite (a,|) est décroissante.

D’autre part

M
2n+1

9

1
lan| < M /t2"dt =
0

et la suite (a,) converge vers 0. La série de terme général a,, est donc une série alternée.

Il résulte alors du théoréme d’Abel que 'on a

r—1

lim F(z) = Zan.
n=0

Par ailleurs, si x appartient & [0, 1]
X0 TR0
t t t
F(x) — = _
(z) /1+t2dt /<1—|—3:t2 1+t2> dt
0 0

1
_ o(t)t?
= |1l /(1+t2)(1+:13t2) dt
0

Il en résulte que

Finalement

4) On a dans ca cas

1
an = (—1) /(1_t)t2 d = (-1) <2n—|—1 a 2n+2> @+ 1)@2n+2)
0

Donc

-t | o (=)
/1+t2dt_z(2n+1)(2n+2)'

0 n=0

Comme
1

1 1
1-—1t 1 t 1
dt = dt — dt = |arctant — = In(1 + ¢
/1+t2 /1—|—t2 /1+t2 [arcan 2n( + )07
0 0

295
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on a donc

> (—1)n 7 In2
;::0(271—1—1)(2714—2) T4 2

5) Soit a dans ]0, 1[. On prend une fonction nulle sur [a, 1], par exemple

a—t si0<t<a
q>(t)_{ 0 sia<t<l1

Alors

a

on at2n+l 752n-|—2 a a2n+2
= [(a—t)2rdt = - -
[an| /(a ) [Qn—l—l n+2], @n+tl)(2n+2)’

0

et
lan]  (2n+3)(2n+4) 1

lans1]  (2n+1)(2n +2) o2

converge vers

1
R=—=>1.
a2



Chapitre 9

CONVERGENCE NORMALE ET
UNIFORME

Soit f, la fonction définie sur [—1, 1] par
ful) = 27(1 — 22).

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f;,).
2) Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général f,,.
3) Etudier la convergence normale et uniforme de la série de terme général f, sur [—1, «],

lorsque « appartient a [0, 1].

1) Si |z| < 1, la suite (z™) converge vers 0, donc la suite (f,(x)) également.
Si z = %1, la suite (f,(x)) est nulle. Donc la suite f,, converge simplement vers 0.

Etudions les variations de f,, sur [0, 1]. On a

Fol@) = 2" (n — (n+2)a?).

n
Tr =
" n-4 2

En raison de la parité de f,, ce maximum est le maximum de f, sur [—1, 1] et vaut

La fonction admet un maximum en

—n/2
Il = falan) = s (142)

n

On a donc

2 n 2 2 2
= ——ln(1+>))=——=e W =,
| Fnlloo n+2eXp< 2 n( +n>> n+2e ne
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La suite (|| fn |l o) converge vers 0. Il en résulte que la suite de fonctions (fy,) converge uniformé-
ment vers la fonction nulle.

2) Si |z| < 1, on somme une série géométrique et

S@) =3 fulw) = (-2 Yo =12 1o
n=0 n=0

Six = %1, on obtient cette fois
S(@) =) falz) =0,
n=0

En particulier, la fonction S n’est pas continue en 1, alors que les fonctions f, le sont. Il ne peut
donc pas y avoir convergence uniforme ou normale sur [—1, 1].

3) On a encore
2
sup [ fn(2)] = [ frlloo ~ —
ze[—-1,a] ne

et la série de terme général 1/n est une série harmonique qui diverge. Il n’y a pas de convergence
normale sur [—1, a].

Sur [0, @], comme la suite (z,,) converge vers 1, on a, a partir d’un certain rang ng, l'inégalité
T, > .
Comme f,, est croissante sur [0, z,,], on a donc

0 < faulz) < fale),

et la série de terme général f,(«) converge. Il en résulte que la série de terme général f,, converge
normalement, donc uniformément sur [0, «].

Sur [—1, 0], on a, par un calcul analogue a celui de la question 1,

Ry(z) = S(z) = Sn(x) = > a"(1—2%) =2 (1+a).
n=N+1
On en déduit
Riy(x) = (N + 1)xN + (N + 2):17N+1,
et la dérivée s’annule en
. N+1
INTTN 2

On en déduit

1 1
R =R = lyn < .
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La suite des restes converge uniformément vers 0 sur [—1, 0]. Il en résulte que la série de terme
général f, converge uniformément sur [—1, 0].

Finalement, la série de terme général f,, converge uniformément sur [—1, «].

Soit f, la fonction définie sur [0, 7/2] par

L g cos® .

fn(x) =sin
1) Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général f,.
2) Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général n f,.
3) Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général nf, sur
[0, /2 — a], lorsque « appartient & |0, 7/2].

1) Si z appartient a 'intervalle [0, 7/2[, on a |sin x| < 1 et donc on somme une série géométrique

S(z) = an(x) = sinx cos® x Z:(sin2 )" = % —sinzcosz.
n=0 n=0
Siz=m7/2,ona f,(z) =0, et donc
S(m/2)=0.

Donc, pour tout x de [0, /2],
S(z) =sinzcosz.

On a en dérivant,

2

fi(x) = (2n + 1) cos* sin®" & — 3cos® xsin?" T2 x = cos? xsin® x((2n 4 1) — (2n + 4) sin® z) .

La fonction f,, atteint son maximum en un point x,, tel que

sin’ z,, = ntl et cos®z, = ’
"o a4 " 2n 447
Alors
o+ 1\"T/2 332 33/
— < .
1l oo <2n +4> (2n +4)3/2 = (2n + 4)3/2
Or

33/2 3\** 1
(2n+4)32  \2 n3/2’

et 'on compare a une série de Riemann convergente. La série de terme général f,, converge donc
normalement.
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2) Remarquons tout d’abord que, si z appartient & | —1, 1[, en utilisant la série dérivée de

Z = 1 i T
n=0
on obtient - » ,
nz::lnx = e
donc

S T
E nz" = ———.
— (1—1x)?

Si - appartient a l'intervalle [0, 7/2[, on a |sinz| < 1 et d’aprés ce qui précéde

o > in3 3 3
T(x) = nfn(x) = sinz cos® z n(sin p)? = S TS TSI T
(z) ;::0 fn(2) nz::o ( ) (1 —sin®z)2  cosz
Alors que
T(r/2) = 0.

La fonction T' n’est pas continue en /2, alors que les fonctions nf, le sont. Il ne peut donc y
avoir convergence uniforme ou normale.

3) Sur [0, m/2 — «], on a, puisque la fonction sinus est croissante,
Vs
Infn(z)| < nsin® (5 _ a) ~ neos2tlq,

2n+1

et la série de terme général n cos «a converge et a pour somme

R R cos®
E ncos®™ o = cosa E n(cos? )" = = -
sin® «

La série de terme général n f,, est donc normalement convergente sur [0, 7/2 — «].

Soit f, la fonction définie sur [0, co[ par

ol « est un nombre réel strictement positif.

1) Déterminer la somme de la série de terme général f,.

2) Montrer que l'on a convergence normale si a > 1, et que, si @« < 1, 1’on n’a pas convergence
uniforme.

3) Montrer que, pour tout s > 0, 'on a convergence normale sur [s, 400 .
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1) Siz >0,onae * <1 et!’on somme une série géométrique, donc

xa

1—e %’

S(z) = an(x) =
n=0
Si z =0, alors f,(x) est nul et

2) En dérivant, on obtient
fi(z) = az® e —nz®e ™ = 2 e (o — nx).

La fonction f, admet un maximum en

«a
Ty = —
n
qui vaut
a%e™ @
[falloo =25

Donc la série converge normalement si et seulement si av > 1.

Si a < 1, on a au voisinage de 0

_ x a—1 ~ a—1
S(x) - x
Donc
lin% S(xz) =400,
alors que
S(0)=0.

La fonction S n’est pas continue en 0 et, puisque les fonctions f, sont continues, il ne peut y
avoir convergence uniforme sur [0, 400 .

3) Comme la suite (x,) converge vers 0, elle est inférieure a s & partir d’un certain rang ng, et
puisque f, est décroissante sur [x,, 400 [, on aura, pour n > ng et pour x > s,

0< fulz) < fuls).

Comme la série de terme général f,(s) converge, la série de terme général f,, converge normale-
ment sur [s, +00].
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Chapitre 10

AUTRES EXERCICES

Montrer que 'on définit une fonction g de classe C*° sur R en posant
[e.e]
g(l’) - Z 22n(n| 2

n=0

On peut comparer a la série de I'exponentielle, en remarquant que pour tout n > 0, on a
1 1

(a2 =l

Il en résulte que la série entiére définissant ¢ a aussi un rayon de convergence infini. (On pourrait
également utiliser la régle d’Alembert), et donc que g est définie et de classe C* sur R.

Soit f la fonction définie sur R par f(0) = 1/2 et pour x # 0 par
1—cosz
flz) = —Qz
Montrer que f est de classe C*° sur R.
On a, pour tout x réel,
0 x2n
_ _1\n
cosx = nZ::O( 1) o)l
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ce qui reste vrai pour x = 0.

La fonction f est donc développable en série entiére de rayon infini et il en résulte qu’elle est de
classe C* sur R.

Soit I ’ensemble des nombres réels x tels que la série entiére de terme général Inn 2™ converge.
Pour z dans I on note

f(z) = Zlnnm".
n=1

1) Déterminer I et étudier la continuité de f.
2) On pose a; = —1 et, pour n > 2,

1 1
an:—ln<1——>——.
n n

Déterminer le domaine de définition de la fonction g qui a x associe E anx”.

o0

n=1
3) Trouver une relation entre f et g.

4) Calculer g(1). En déduire un équivalent de f(x) quand z tend vers 1.
5) Calculer g(—1). En déduire la limite en —1 de f.

1) Si l'on pose
b, =1Inn,

et si R est le rayon de convergence de la série entiére de terme général b,x™, on a alors

bl  Inn 1
bpt1]  In(n+1) 14 nd+ln)”

Inn

et cette suite converge vers R = 1. Par ailleurs, lorsque x = £1, la suite (b,2™) ne converge pas
vers 0 et la série de terme général b,x™ diverge. Donc I est 'intervalle | —1, 1[. Alors la fonction
f est continue sur I.

2) En utilisant le développement limité en 0,

In(l —u) = —u——+o(u),

1 + 1 1
== —F (@] —_ ~ —
“n 2n2 n? 2n2’

et il en résulte que la suite (|ap|/|an+1|) converge vers R = 1. Par ailleurs, la série de terme
général a,x™ converge absolument si x = £1. Le domaine de définition de g est donc [—1, 1].

on obtient
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3) En écrivant, pour n > 2,

1
anp=Inn—In(n—-1) — —,
n

on a, lorsque |z| < 1,

g(r) = —x— iln(n— )™+ ilnnm" - i%ﬂ
n=2 n=2 n=2

- _ 1 n+1 1 n _ x_TL
;::1 nnx +n§::2 nnx ;::1 "
= —af(z)+ f(z) + (1 - ).

Donc
g(z)=(1—2)f(x) +In(1 —z).

4) Pour obtenir g(1), calculons la somme partielle

N
SN = E Qnp
n=1

Il apparait une série télescopique,

N N 4 N 4
S = —1 = - — — — = — —.
N 1 Z(ln(n 1) —Inn) Z - In N Z -
n=2 k=2 k=1
Y1
Mais la suite (Z o In N ) converge vers la constante d’Euler 7. Donc
k=1

Alors, lorsque |z| < 1, on a

g(x) —In(1 — x) In(1 —z) g(x)
11—z T 1 g <1_m>7

fz) =

et puisque g(z)/In(1 — z) tend vers 0 quand x tend vers 17, on en déduit que, quand x tend
vers 17, on a

~In(1 —2)
1—z

f@) ~

5) Pour obtenir g(—1), calculons la somme partielle

N
SN = Z an(—1)".
n=1
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- N
SN = 1—2(111(71—1) Inn)( 1)"—2 -
n=2 n=2
N N (_1)n—1
= > ()" 'In(n— 1)+ (-1)"Inn) + .
o e
= Z lnn+z lnn—i—z -
n=1 n=1
N N (—1)n-1
= 2> (- 1)"1nn—(—1)NmN+ZT
n=1 n=1

On a en particulier, lorsque N = 2p,

Sap = QZ )" Inn — In(2p) —l—zi_l

B 2---(2p) 2 i

- ln[<1---<2p—1>> o
2t |~ (D"

2p((2p)!)? 23 n

=1
N e
+Z¥

n=1

= In

Mais, en utilisant la formule de Stirling, on obtient

gyt 2 (2)" eomp?

Nz~ 4”
2p((2p))) <2_P> (4pm)(2p)

e

)

2]) 1
1"
et la suite < E L) converge vers In 2 par application du théoréme d’Abel a la série en-
n

n=1
tiére de rayon de convergence 1 et de terme général (—1)" 12" /n dont la somme vaut In(1 + ).

Donc la suite (s2,) converge vers In §+1n 2, et puisque la série de terme général a, (—1)" converge,
la suite (s;,) converge et a méme limite que la suite (s2,). On a donc

g(—=1)= lim s, :lng+1n2 =Inm.

n—-4oo

Alors, lorsque z tend vers —1,
g(z) —In(l — x)
1—x

fz) =

tend vers
g(—=1)—In2

1
2 2

lnz.
2
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2
n

1 n
1) Montrer que la série entiére de terme général <1 + —> — a un rayon de convergence
n n!
infini.
2) Pour tout z réel, on pose

2

f(x)zi(l—k%)n xn—:z ot g(x):%eew.

n=1

Montrer que lorsque = tend vers +o00, on a

fl@) ~ g(x).

1) Pour tout entier naturel n, posons

et cherchons un équivalent de a,.
On a tout d’abord

1 1 1 1 1
2 2 _

Donc

Il en résulte que

N1 e 1
1+2) —~2 2
n n!  en!

La série entiére de coefficient €™ /n! est la série de I'exponentielle. Elle a donc un rayon de conver-
gence infini. Alors la série entiére de coefficient a,, a aussi un rayon de convergence infini.

Posons

e 1
b, =——.
Ven!
Pour tout x réel, on a alors
o
g(x) = Z bpx"
n=0

2) Pour tout n > 0, posons
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On a donc
Ap = bn + bngny

et, puisque a,, ~ by, la suite (5,)n>0 converge vers 0. Alors, pour x > 0, on obtient en sommant

(@)
x) + Z bnenz™.
n=0

Montrer que f(x) ~ g(x) quand x tend vers +oo revient alors & montrer que la quantité

[e.e]

1 n
u(z) = 9@ nZ:;]bnen:E

tend vers 0 quand x tend vers +o0.
Soit € > 0. Il existe N tel que n > N implique
len| < €/2.

Alors, pour > 0, on obtient

£ = 1 = 5 1
< "+ —— bulenlz™ < - + —— bnlen|z™ .
29(x) =" g() ;::0 i 2 g(x) ;::0 o

n
nEnd

L N pfenle < &
- n|En|L P
g(x) = 2
Alors
1 o0
lu(z)| = — bpena™| < e,
9(x) HZ:%

ce qui montre que u(z) tend vers 0 quand x tend vers +oo, d’ou 'on déduit 1’équivalence

f(z) ~ g(x)

au voisinage de 400.
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. ~ s LN ’ ’ n
On considére la série entiére de terme général (—1)"22".
1) Quel est le rayon de convergence R de cette série entiére ?

Pour |z| < R, on pose

2) Trouver une relation entre f(x) et f(z?).

3) Que dire de la limite de f en 1 si elle existe ?

4) S’il existe zp dans | —1, 1[ tel que f(xp) > 1/2 montrer que f n’a pas de limite en 1 (on
pourra utiliser une relation entre f(z) et f(z%)).

5) Omn a f(0,995) > 0,5008. Qu’en conclure ? Comment a-t-on pu vérifier cette inégalité ?

1) La suite (|z%"|) converge vers 0 lorsque |x| < 1, et ne converge pas vers 0 lorsque |z| = 1. Le
rayon de la série entiére vaut donc R = 1.

2) Lorsque |z] < 1, on a

F@?) =3 (k) =3 (kT = =N (1R = a - f(a),
k=0 k=0 k=1

et donc
fla) =2 — f(a?).

3) Si f admet une limite ¢ en 1, alors par passage a la limite dans la relation précédente, on
obtient
{=1-1¢,

et 'on en déduit que £ vaut 1/2.

4) Lorsque |z| < 1, on a aussi

f(=2) =~z — f(2?),
donc

f(=2) = =22+ f(x).
Alors, si f(zo) > 1/2, avec g dans | —1, 0[, on aura également

f(=x0) = =220 + f(20) > f(20) > 1/2.

On peut donc supposer que z( appartient a |0, 1.

En utilisant de nouveau 'égalité obtenue en 1), on obtient, lorsque |z| < 1, la relation

fla) =z —a+ f(a),

et donc, pour z dans |0, 1[, on a

fla) > fa*)
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f@hy > f(z).

. Cette suite converge vers 1, et d’aprés ce qui précéde la suite

1/4”)

Considérons alors la suite (x

(f (x(l)/ 4n)) est croissante et minorée par son premier terme f(zg). Si cette suite admettait une
limite ¢ on aurait

0> f(zo) > 1/2.

On a donc une contradiction. Il en résulte que la fonction f n’a pas de limite en 1.

5) Il résulte de I'inégalité
£(0,995) > 0,5008

et de 4) que la fonction f n’a pas de limite en 1.

Pour obtenir I'inégalité précédente, on peut remarquer que pour x dans |0, 1[, la série de terme
général (—1)"x2" est une série alternée. La suite (S2,,4+1(z)) des sommes partielles de rang impair
est donc une suite croissante, et, quel que soit n, on a

f(x) = Sansa(z).
En particulier le calcul de S11(0,995) donne la valeur 0, 5008815850, donc

£(0,995) > S11(0,995) > 0, 5008 .

Soit v dans l'intervalle 0, 1[. Pour |z| < 1 on pose

S(z) = o

n=1

Trouver un équivalent de S(z) lorsque x tend vers 1~ .

Les nombres « et x étant fixés dans |0, 1[, soit la fonction f définie sur |0, co| par
ft) =zt
Cette fonction est dérivable et
f'(t) =2t Htlnz —a) < 0.
Donc f est décroissante. On a alors, par comparaison & des intégrales,
N n

N N
f) <Y | fdt= [ f(e)dt,
20,00

n=1
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et
J’_

ﬁ:j / / f(t)d,

d’ou 'on déduit, en faisant tendre N vers I'infini,

Les intégrales se calculent avec le changement de variable u = —tInx et ’on obtient
o0 o
(—Inz)*! / Y du < Z — < —Inz)” /u_ae_“du = (—~In2)*"'T(1 - a),
—Inz 0
d’ou

—Inz

(~lnz)*! [T —a) - / u % du | < S(x) < (~Inz)* Tl - a),
0

et finalement

—Inzx

1 S(x)

b= Il -a) 0/ e tdu < (—Inz)*~1T(1 — ) —

Les membres de gauche et de droite tendent vers 1 quand x tend vers 17. On en déduit que le
terme central tend aussi vers 1 et donc que

S(x) ~ (—Inz)* 'T(1 —a),

Enfin, puisque
—lnz=-In(l1-(1-2))~1—=z,

on obtient
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Soit (a;,) une suite de nombres complexes. On suppose que le rayon de convergence de la série
entiére de coefficient a,, vaut 4+oc0. Pour tout nombre complexe z, on pose

flz) = Z anz" .
n=0

1) Montrer que, pour tout nombre réel » > 0 et tout entier naturel p,

27

ity —ipt
/f(rel Je Ptdt = 2mrPa,, .
0

2) Onsuppose que f est bornée sur C. Etablir 'existence d’un nombre réel positif M vérifiant,
pour tout nombre réel r > 0 et tout nombre entier naturel p, 'inégalité

lay| < T

Montrer que tous les coefficients a, autres que ag sont nuls. En déduire que f est constante.
3) On suppose qu’il existe un nombre entier naturel ¢ non nul et deux nombres réels stricte-
ment positifs a et [ tels que, pour tout nombre complexe Z, on ait I'inégalité

f(Z2)] < alZ|"+ 5.

Montrer que f est un polynoéme.
4)  On suppose que pour tout nombre complexe z on a 'inégalité

f(Z) < eRo(z) )
Montrer qu’il existe un nombre complexe K tel que, pour tout nombre complexe z, on ait

f(z) = Ke*.

1) Pour ¢ dans [0, 27], posons
Fa(t) = aprme Pt

Alors
27 27 00
/ f(retye ®ldt = / > falt)dt.
0 o n=0

Mais

27 27
Og/]fn(t)]dt:/]an\r"dt:%r\an]r",
0 0

et pour tout z dans C la série de terme général a,z" est absolument convergente. Par suite la
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2

série de terme général |a,|r™ converge et la série de terme général / | fn(t)] dt également. De plus

0
2 00 2
/ flre®ye®d =) / fn(t) dt .
0 n=0 7

2T
Mais [ f,(t)dt est nulle si n # p et vaut 2wa,r? si n = p. On obtient donc
0

2

ity —ipt
/f(rel Je Prdt = 2mrPa,, .
0

2) Si l'on suppose que f est bornée, alors il existe une constante M telle que, pour tout nombre
z complexe, on ait

f(z)] <M.
On en déduit alors, les inégalités
27 27
2mrPla,| = /f(reit)e_iptdt < /|f(7‘eit)| dt <2wM,
0 0
et donc
|ap| < o

Sip > 1, on en déduit en faisant tendre r vers I'infini, que a, est nul, et donc que f(z) =ag. La
fonction f est constante.

3) Par la méme majoration que dans 2), on obtient

2 2
2mrPla,| < /|f(7‘eit)| dt < /(arq + B)dt =2n(ar? + ),
0 0
et donc art 4 3
apl < 10

Sip > ¢, on en déduit en faisant tendre r vers I'infini, que a, est nul, et donc que
f(z) =ao+a1z+ - +ag2?.
La fonction f est un polynéme.

4) Considérons la fonction g définie par
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Puisque le produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayon infini est une série entiére de rayon
infini, la fonction g posséde un développement en série entiére de rayon infini. Par ailleurs

9(2)] = [f(2)e ?| < eeFle™?| =1,
et g est bornée. Il résulte de 2) que g est une constante K. Alors, pour tout nombre z complexe,

f(z) = Ke*.

_1)»
1) Déterminer le domaine de convergence E de la série de terme général (7)1) "
n(n —
Pour z dans F, on note

(D"
flay =3
;::2 n(n—1)

Est-ce que f est continue sur £ ?
2) Pour z dans E, expliciter f(x) a I’aide des fonctions usuelles.

3) Soit g définie par
o (e z \"
g(w)_nzzzzn(n—l) 1—z)

Déterminer I'ensemble de définition F' de g, et, pour x dans F, la valeur de g(z) a laide
des fonctions usuelles.

4) La fonction g est-elle développable en série entiére en 07 Si c’est le cas expliciter les
coefficients et le rayon de convergence de cette série entiére.

1) Notons ay, le coefficient d’ordre n de la série. La limite de |a,|/|an+1] vaut R =1, et la série
entiére est de rayon 1. Elle converge donc pour tout x dans |—1, 1[ et f est continue sur cet
intervalle.

Par ailleurs, si |z| =1, on a
an”| ~ —
n n2 )
et la série converge absolument. Donc E est l'intervalle [—1, 1]. De plus il résulte du théoréme
d’Abel que la fonction f est continue en 1 et —1. Finalement f est continue sur FE.

2) Sur |—1, 1], la fonction f est dérivable et l'on a

[e.e]

_1\n X 1\n+1
f(z) = Z —(n i)l " = Z (Gt il 12 2" =In(1+x).
n=2 n=1

Par ailleurs f(0) = 0. Donc f est la primitive, nulle en 0 de In(1 + ). Pour tout « de | —1, 1]
on obtient donc
fl@)=(+1)n(z+1) —=x,
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et ce résultat subsiste par continuité en 1 et en —1 : on aura
fQ)=2In2-1 et f(-1)= limlf(:n) =1.
r——

3) La fonction g est définie si et seulement si

Or

1 =
+1—3; 11—z

est positif si et seulement si x < 1, et avec cette condition

T _1—2x

1— —
1—=x 1—=x

est positif si et seulement si x < 1/2. Le domaine de définition de g est donc
F=]-00,1/2].

Pour tout x de F, on a alors,

g(x):f< x >: A S e (O

11—z l—-z 1—-2 11—z 11—z

4) La fonction g est alors développable en série entiére au voisinage de 0 de rayon au moins 1
comme produit de Cauchy de deux fonctions développables en série entiére de rayon 1.

On peut expliciter les coefficients de cette série en effectuant le produit de Cauchy. Pour |z| < 1,
on a

n(l—z)—x g ” et . E x

Alors

—In(l-2)—2 =1\ ,
2 |
n=2 \k=2
n
Comme la suite (Z —> ne converge pas vers 0, on en déduit que le rayon de la série entiére

k=2 k

obtenue est exactement égal a 1.

On remarquera que 1’égalité

n’a lieu que si x appartient a | —1, 1/2] .
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Lorsque = > 1, on pose

()=

n=0

1) Quelle est la limite de ((z) quand x tend vers +oo?

¢(n)

2) Pour quels nombres réels x la série de terme général =~ 2™ converge-t-elle ?
n

1) On remarque tout d’abord que la série définissant ¢ converge si et seulement si z > 1. On a
en particulier ¢(z) > 1, et la fonction ¢ est décroissante sur |1, co[ Il en résulte que ¢ admet
une limite finie £ en +o0.

Comme la série est positive, on a

n n

1 1
Yo SC@) et Y o <((2).
= (2p)* = (2p+1)e
1 2 1
Les suites Z ) et Z m sont croissantes majorées. Elles convergent donc.
p p
p=1 p=0

Alors on a

=1 = 1
=2 G L i

mais en majorant 1/(2p + 1) par 1/(2p) lorsque p > 1, on obtient

1 2 1 2((z)
((r) <1+2 _ =14 ) <142
= (2p) 20 = p 2
On a donc ’encadrement
2
() 1<((z) <1+ 42(”“’)

Mais 1 + 2¢(z)/2% tend vers 1 & 400, et il résulte du théoréme d’encadrement que ((z) tend
également vers 1 & +o0.

2) On a
) 1
n n’
et comme la série entiére de terme général " /n est de rayon 1, il en est de méme de la série de
terme général ((n)z"/n. De plus lorsque = = 1, la série de terme général ¢(n)/n diverge, puisque
la série de terme général 1/n diverge.

La suite (¢(n))n>2 est majorée par ((2). L’inégalité (x) permet donc d’écrire

((n) =1+0(1/2").
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Alors

(—1)"@ = (_;)n +0(2™).

Comme les séries de termes généraux (—1)"/n et 1/2" convergent, il en est de méme de la série
de terme général (—1)"((n)/n.

En résumé, la série de terme général ((n)z™/n converge si et seulement si x appartient a 'inter-
valle [—1, 1].

1) Pour tout entier naturel n, on note A, le nombre de couples (p, q) de N2 tels que p+4q = n.
Montrer que

- ff]

n n
ol [Z] désigne la partie entiére de 1

2) Développer en série entiére de x au voisinage de 0. Quel est le rayon de conver-

(1—z)?
gence de la série entiére obtenue ?

3) En déduire le développement de en série entiére de x au voisinage de 0, ainsi

(1—2%)2
que le rayon de convergence de la série obtenue.
4) On considére la série entiére de terme général

wn(z) = (1 + ED 2"

l.a  Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
1.b  Calculer sa somme.

1 1
5) A laide du produit de Cauchy des développements en série entiére de 7 et 7
- -

4 )
retrouver le résultat de la premiére question.

1) Dire que p 4+ 4g = n avec p et ¢ entiers naturels, est équivalent a dire que ¢ est un entier
compris entre 0 et n/4 et p = n — 4q. le nombre A,, est donc le nombre d’entiers compris entre
0 et n/4, c’est-a-dire

n
An=1+12] .
2) Pour = dans ] —1, 1[, posons
1

Cette fonction a pour développement en série entiére de rayon 1,

f(z) = Z x".
n=0
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Alors f est dérivable sur | —1, 1[, et sa dérivée f’ admet le développement en série entiére de
rayon 1
1 o0
/ — — 1 n
)= (= = 2+ e

3) En remplacant 2 par z* dans le développement précédent lorsque z* < 1, on obtient

o

1
m = Z(n + 1)z

n=0
Par ailleurs cette série entiére diverge si 2 > 1, donc elle a encore un rayon de convergence égal
al.
4.a Pour tout entier naturel n, on a

<A, <1+

3
~| 3

dont on déduit que

n n-+1
A, ~— ~ )
L] 4

Comme la série entiére de terme général (n + 1)z™ est de rayon 1 d’aprés la question 2), il en
résulte que la série de terme général A,x™ est aussi de rayon 1.

4=+

si et seulement si n est un des nombres 4p, 4p + 1, 4p + 2, 4p + 3. On va donc sommer la série
en regroupant les termes quatre par quatre. Soit \x! < 1, alors

4.b Remarquons que l'on a

4p+3 P
Z Anl’n — Z(A4rx4r + A4r+1x4r+1 + A4T+2x4r+2 + A4T+3x4r+3)
r=0
p
= Z(r + D (1 4z + 2% + 2°)
r=0
p
= (I+z+22+2% Z(r + 1)z
r=0

Alors, puisque toutes les séries en présence sont de rayon 1, on obtient, en faisant tendre p vers
I'infini,

R S 1
S l—x (1-2%?2  (1-2)(1—-2%"

ZAna: 1+a:+x —i—a: ir—i—l
r=0

5) Pour |z| < 1, on obtient en utilisant le produit de Cauchy,

[e.e]

T Z$p =g\ e

n=0 \p+4q=1
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Par unicité du développement en série entiére, on déduit de la question 4.b que

An=1+12] .

Pour tout entier naturel n on pose
n
1
=2
k=0

1) Déterminer l'intervalle de convergence I de la série entiére de terme général a,x"
2) Pour z dans [ calculer
[e.e]
= Z anx"
n=0

e
3) Déterminer les coefficients du développement de ﬁ en série entiére de la variable x
-z

sur Uintervalle | —1, 1]

1) La suite (ay) converge vers le nombre e. Donc
an ~ e,

et la série entiére de terme général a,x™ a méme rayon de convergence R que la série géométrique
de terme général e z™ : on en déduit que R = 1. De plus, la série diverge grossiérement si x = £1.
Finalement [ =] —1, 1] .

2) Pour calculer la somme S(z) de la série si |x| < 1 sans utiliser de sommes doubles, on peut
remarquer que, sin > 1, on a

1
Ap — Ap—1 = —' .
n!
Alors
o o0 ;L'n
Sl et =3 e
n=1 n=1
Mais
[o¢]
Z(a —ap-1) Zana: Zan 12" = S(x) —apg — xS(x) .
n=1 n=1
On en déduit que
eZE
S(x) =
(@) = 1—

3) Si, pour |z| < 1, l'on dérive cette derniére relation, on obtient

S'(z) = S(x) + A—22’
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d’ott 'on déduit

e.ﬁE

m = S'(z) — S(x)

CHAPITRE 10. AUTRES EXERCICES

o0

S (0 + Danss — an)a”

2) Montrer que l'on a I'égalité

R, =

1
t’I’L
—1)ntt dt .
N
0

3) Montrer que la série de terme général R,, converge et calculer sa somme.

1) Le nombre R, est le reste d’une série alternée convergente. En appliquant au point z = 1 le
théoréme d’Abel a la série entiére de terme général (—1)"z"/n dont la somme vaut —In(1 + z),

on obtient

ce qui permet d’écrire aussi

R, = —1n2—§n: (=" .

2) Posons

up = (—

—In2= i (_]i)k,

k=1

k=1 k

! n
t
et [ e,
1+t
0
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On a alors

L n+1 L n
t t
Ung1 —un = (—1)"*2 / dt — (—1)"* / o
0

On en déduit que

n ( 1)k+1
Up = A + ug
k=1
Comme )
dt
= [ In(1 + ¢ } — _In2
ug /1+t [ n(1l+t) n
0
on obtient . i
-1
Up = — ( k:) In2
k=1
et on constate bien que u,, = R,.
3) On a
_1 +1tk
i = / % at,

et, en calculant la somme de la suite géométrique, on obtient

1

n n+1tn+1
R, = — dt.
kz_o k / 1+t2+/ (1+1)?

0
Mais
1 1
n+1tn+1 1
/ dt| < / "t dt = ,
(14 t)? n+2
0 0
1
n—l—ltn—i-l n
et il en résulte que la suite / SEE dt | converge vers 0. Donc la suite ZRk
2 + k=0
converge vers
1
/ a1
(1+t)2 2
0

On a donc finalement
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Soit une suite (up)p>0 vérifiant, pour tout entier naturel n
_ 2
Up4+1 = Up + Uy

1) Montrer que
— si up appartient a | —oo, —1[U]0, +o0 [, alors la suite (u,) admet +o0o0 pour limite,
— si up appartient & [—1, 0] alors la suite (u,) converge vers 0.
2) On suppose que la suite (u,) converge mais n’est pas stationnaire et on pose v, = —uy.
Quelle relation de récurrence vérifie v,, 7
Montrer que v, est équivalent & v,,1 lorsque n tend vers +oco.
Quel est le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient v, 7

3) On pose
1 1
ap = — — .
Un Un+1

Montrer que la suite (a,),>1 converge.
On admet le théoréme de Cesaro suivant :
Si la suite (w,) converge vers /¢, alors la suite m,, définie par

n
1
m:—gw
n n p
p=1

converge aussi vers £.
En déduire un équivalent de v,,.
4) Etudier la convergence de la série de terme général v,z™ lorsque x = R et © = —R.
5) On suppose dans cette question que (u,) tend vers I'infini. Montrer qu’alors u? est équi-
valent & w11 lorsque n tend vers 4oco0.
Prouver que la suite (P,,) définie par

In u,
P,= on

a une limite finie A que 'on ne cherchera pas a calculer.

1) Pour tout nombre réel x posons
f@) =2 +a?.

On a toujours
flx)—z=2*>0

et le seul point fixe de f est 0. La fonction f est croissante sur [—1/2, +00[ et décroissante sur
| —o0, —1/2].
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Si ug > 0, la fonction f est strictement croissante sur |0, 400 [, et comme

fuo) = w1 > ug,

la suite (uy, ),>0 est strictement croissante. Si elle convergeait, sa limite ¢ serait supérieure a ug et
serait un point fixe de f dans [0, +o00 [, ce qui n’est pas possible. Donc (u,,) admet 400 comme
limite.

Siug < —1,0na

f(uo) =ug >0,

et on se trouve ramené au cas précédent.

Si ug appartient a [—1/2, 0], la fonction f est strictement croissante sur | —1/2, 0] et
f([=1/2,0]) = [-1/4,0] C [-1/2,0].
Alors, puisque
fuo) = ur > ug

la suite (up)n>0 est une suite strictement croissante de U'intervalle [—1/2, 0]. Elle converge vers
I'unique point fixe de f dans [—1/2, 0] c’est-a-dire vers 0.

Si up appartient a [—1, —1/2], le nombre f(ug) se trouve dans [—1/4, 0] et on est ramené au
cas précédent.

2) La suite est stationnaire lorsque ug = 0 et lorsque ug = —1. Donc on suppose que u,, appar-
tient a l'intervalle | —1, 0], c’est-a-dire que vg = —ugp appartient & |0, 1[. Dans ce cas v, n’est
jamais nul et la suite (v,) décroit et converge vers 0.

On a
_ _ 2 _ 2
Untl = —Uptl = —Up — U, = Uy — U, .
On obtient alors v
1
et ia Ry Un
Un

et la limite de la suite (v,41/v,) vaut 1. On a donc

Un+1 ™~ Un,

et on en déduit que la série entiére de terme général v,x™ est de rayon 1.

3) On a
2
 Upt1—Up U,
n — - - )
UnUn+1 UnUn+41 Un+1

Un

et la suite (a,,) converge vers —1. On a alors
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et d’apreés le théoréme de Cesaro la suite (m,,) converge aussi vers —1. Alors

1

1 >
—mn-l-n—vl

Nup41 =

et 'on en déduit que la suite (nv,41) converge vers 1, d’ou

1

Unp ~ Up4+1 ~ — .
n

4) La série de terme général 1/n diverge. Il résulte de I’équivalent précédent que la série de terme
général v,, diverge également.

La suite (v,) décroit et converge vers 0. Alors la série alternée de terme général (—1)"v,, est
convergente d’aprés le critére de Leibniz (mais n’est pas absolument convergente).

5) On a

et puisque la suite (u,) admet +oo pour limite, la suite (u,1/u2) converge vers 1 et
Up+1 ™~ Ui .

On a donc

2
Un+1 = UpEn

ou la suite (e,,) converge vers 1. Alors
Inupy =2Inu, +1Ine,,

d’ott 'on déduit

Ine,
Pop1 =Py + GUESE
ou encore
Ine,
Pn+1 - Pn = W7

et comme la suite (Ine,,) converge vers 0, elle est bornée d’ou
Py —P,=0(27").
Enfin la série géométrique de raison 1/2 converge.

Il en résulte que la série de terme général P, 1 — P, converge ce qui équivaut au fait que la suite
(P,) converge.
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Pour tout entier n > 1, on note a, le nombre de diviseurs positifs de n.
1) Montrer que

et en déduire le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient a,,.
2) Si|z| < R, on pose

Montrer que

1<a,<n,

S(z) = Z anz" .

n

S(x)221fxn

n=1

1) Tout nombre n a au moins 1 comme diviseur, et les diviseurs de n sont compris entre 1 et n,

donc

1<a, <n.

Comme les séries entiéres de coefficients 1 et n sont de rayon 1, il en est de méme de la série de
coefficient a,,. Donc R = 1.

2) Si|z| <1, 0n a

() n () (3]
=" np
- |3§'| ’
1—fz|"
n=1 n=1 p:1
et lorsque n tend vers l'infini
|z["
n
~ |zl
1— [z
) . . ="
Il en résulte que la série de terme général W converge, et que la somme double de terme
— |z
général P converge absolument. Alors
[ee) n [e.e] [e.e]
PR Dl DI
1—2an ’
n=1 n=1 \p=1

et I’on peut calculer cette somme en regroupant les termes de méme puissance s

Mais

2.

{(n,p) | np=s}

[ele} [e’e) oo
Z:E"p = Z Z 1| 2%.
n=1 \p=1 s=1 \{(n,p) | np=s}

1 est le nombre de fagons de pouvoir écrire s comme produit de deux facteurs,

c’est-a-dire le nombre de diviseurs de s. On a finalement

e e}

Z T fnxn = Zasazs =S5(z).
s=1

n=1
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Dans cet exercice, on désigne par p un nombre premier, par  un nombre réel positif et par n
un nombre entier naturel non nul.

-1
1
1) En décomposant en série <1 — —) , montrer que
p

1\ 7! 1
1—- > —.
(-, =,
p<lz n<lx
2) En déduire, en comparant la série & une intégrale, que
1 -1
H <1 — —) >Inzx.
p<z p

3) Montrer que

4) En déduire que

p<z

Quelle est la nature de la série de terme général 1/p lorsque p décrit 'ensemble des nombres
premiers 7

1) En utilisant le développement en série entiére de 1/(1 — u) pour u = 1/p < 1, on trouve
1>‘1 = 1
sl
k Y
(-3) -X;
donc
! 1
(-3) -1 (Z5)
p<z p<z \k=0

Le développement du produit de droite est la somme des inverses des nombres entiers de la forme

ki1 k ko
p11p22“‘pr

l<pi<pa<---<p <z

et ki, ko ...k, sont des entiers naturels. Il contient donc en particulier la somme des inverses de
tous les nombres entiers n inférieurs a x, d’ou

(-2 gk

p<z n<w
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2)Sin>1,ona

/ de 1
- é _
x n
Donc
E(x)—i—ld
1
Z— > / i =In(E(z)+1) > Inz,
= / x

ou E(z) désigne la partie entiére du nombre z. Finalement

11 <1—1>_121nx.

p<z p

3) En utilisant le développement en série de —In(1 — u) avec v = 1/p < 1, on obtient

N\t o1 ( > 1 X1
m(1-=) —Z=—In(1-=)-2= —
< p) p p kz:: -

C’est un nombre positif que ’on majore en minorant k£ par 2. Alors

-1 o0
1n<1_1> 1Y e
p p 202 | L 2p(p—1)

k=2
p

4) Alors
1
> _Z Z
PREED DT CIE) D p
p<x p<z p<z
Mais, d’aprés 2),

-1
111H<1——> >Inlnz,

p<lx
et

Zp(pl—l)<§:2 (n—1) i< )Zl

p<lzx n= n=2

On obtient donc

1 1
Z—>lnlnaj——.
P 2

p<z

Quand z tend vers l'infini, le membre de droite tend vers 'infini, donc la série de terme général
1/p diverge.
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1) Soit p un entier naturel. Trouver le rayon de convergence de la série entiére
> /2n — P T\"
hy(z) = (—) .
0= (") (5
n=p

2) Identifier hg & une série du binéme.
3) Trouver une relation simple entre hg et hy et en déduire hy.
4) Etablir que, pour p > 1, on a la relation

x

hp1(2) = hy(@) = 7 hp—1(2),

et en déduire hy(z).
5) Trouver la somme et le rayon de convergence de la série entiére de terme général

<2n + p) o
n

6) Sip > 1, déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction ¢,

définie par
pp(x) = (L= vV1—=)’.

1) Soit R le rayon de convergence de la série entiére de coefficient

1 (2n—p
T n ’

an,  A4n+1)(n+1-p)

any1 (2n—p+2)2n—p+1)’

ol n > p. On obtient

et cette expression converge vers R = 1.

2) Si|z| <1, 0na

et ceci peut s’écrire

ho(z) =1 2—21 (2?271)1) 5 ! " = 1+Z_:1 (-3) (n!2 +1) (—a)"
On a donc |
ho(@) = 11—z

3) On a aussi
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Donc

h()(l‘) =1 + 2h1 (J}) s

ce qui donne

4) En utilisant les propriétés des coefficients binomiaux, on obtient

_[T\P > 2n—p—1 2n—p—1 T\
p(x) = <Z>+Z << n >+< n—1 >> (Z)
n=p+1
_ > 2n—p—-1 T\" = [2n—p—1 T\
B Z( n ><4> +Z_:< n—1 ><4)
n=p+1 n=p
B > 2n—p—1 T\ > 2n —p+1 x\ntl
- (" E S (6
n=p+1 n=p—1
x
= hpsa(z) + 1 hp-1(z) .
On obtient donc finalement .
hpy1(z) = hp(x) — 1 hp—1() .
Pour z fixé dans |—1, 1[, la suite (hy,(z)) est donc une suite récurrente linéaire de polynéme
caractéristique
P(X) :X2—X+%,
qui admet pour racines
1+vV1—-2z 1-vV1—-z
Az) = et p(x)=
2 2
Donc
hp(z) = A(z) A(x)” + B(x) p(x)”
On a )
ho(x) = A(z) + B(z) = —
et

A(x) =0 et B(x)_\/ll——x’

d’ont
1 1-vi—z\"
hp(z) = T—x( 5 >
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5) En posant s = n + p, on trouve

i (271;-]9) " :i <28_p> 5P = % i <238—p> o5 hp;l)x)’

s_
n=0 S=p p S=p

ceci pour x non nul tel que |z| < 1/4. On a donc

i 2n+p wn_(l—\/l—élzn)p
n o opapyT—dx

n=0

et la somme vaut 1 lorsque x est nul. La série entiére est de rayon 1/4.

6) On a
= p2p_2 hp_l(:L') ,

o
2n—p+1 T\
/ _ -2
Al =2 _1< n )(1)-

n=

donc

=

En prenant la primitive nulle en 0 on trouve

[e.e] e}
B 2n —p+1 ke B 2n—p—1 "
=p2r? ) e =272 :
ep(z) =p < n ) (nt1an P n—1 ) nan1
n=p—1 n=p
1) Vérifier que la série entiére de coefficient
1
ap = —+5

a un rayon infini.
Pour tout x réel, on pose

ﬁ
&
I
NE
Sy
=

n=0

2) Déterminer les développements en série entiére de o(z)? et de p(x)p(—x).

3) Montrer que

w/2

/ ch(2y/xsint) dt siz >0
(P(w) = ?T/g

/ cos(2y/ —zsint)dt six <0

0

3w

3w
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4) Montrer que pour tout z > 0
1+ < p(z) < ch(2vx).

Quelle est la limite de ¢(x) & +007?
5) Montrer que ¢ est convexe croissante positive sur [—1, 400 .

6) Trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par .
o

7) Calculer I'intégrale /e_tgp(tzn) dt.
0

1) La limite de
an

= [(n + 1)1]?
an+1
est infinie. Donc le rayon de la série est +00. On aurait pu comparer également a la série de
I’exponentielle, puisque
1 1
(nh)? = n!

On en déduit d’ailleurs que
()] < el

2) Le coefficient de 2™ dans le développement de ¢(z)? est, d’aprés le produit de Cauchy,

n

- 1 1 ()’
p;]%a"_p -2 Pl =p))? ~ (n))? pz <p> '

p=0 =0

> () =2 ()"

p=0 p=0

On remarque que

est le coefficient de ™ dans le développement du produit

(z+1)"(z+1)" = (z+1)>"

et donc APRT o
>() - ()
On obtient - - '
p(z)? = 7; ﬁ (27?) a” = ,;) Ei?; "

La fonction ¢(z)¢(—x) est paire. Le coefficient de 22" dans le développement de cette fonction
est, d’aprés le produit de Cauchy,

2n 2n

—1)P 1 & 2n) *
Z(—l)papazn—p = Z (p!(2(n _)p)l)Z - (2n)!? 172::0(_1)17 <p ) .

p=0 p=0 ’
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De maniére analogue,
2n 2 2n
2n 2n 2n
—1)P — _1)P
2 )<p> z_%( ) <p><2n—p>
p_
est le coefficient de 2" dans le développement du produit

(1 + x)2n(1 o x)2n — (1 . x2)2n

et donc )
n 2
S () = ()
p=0 p "
On a donc - -
=)™ (2 1"
=3 (o) = X =
—= (2n)? \n = (n1)*(2n)!
3) Notons provisoirement ® la fonction définie par
w/2
2
- / ch(2y/x sint) dt siz>0
0
O(x) = 2/2
2
— /COS(2\/—£BSiDt) dt sixz <0
0
0
Si x est positif, on a
o 4TL
ch(2y/xsint) = Z Sin2" tx".
n=0
Si x est négatif, on a
e 4n e n
cos(2v/ —zxsint) = Z(—l)" )l sin? t (—z)" = Z o)l sin?" t 2™ .
n=0 n=0
Si 'on pose
n
fult) = o) sin?" t 2™,
on a
477/
) <

et la série de fonctions continues de terme général f, converge normalement sur [0, 7/2]. On
peut donc intervertir les sommations et, quel que soit x réel, on a

e e}

B( )—22 g
v _Wn:0(2n)! s
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ou
w/2

I, = /Sinzntdt.
0

Pour n > 1, cette intégrale de Wallis se calcule en intégrant par parties. Si 'on pose

u(t) = sin® 1t et o/(t) =sint,

on a alors
u/'(t) = (2n — 1) costsin® 2t et w(t) = —cost,
et donc
w/2
w/2
I, = [— cos tsin®" ! t}o +(2n—1) / cos® tsin®" "% ¢ dt
0
w/2
= (2n—-1) /(1 — sin?t)sin?" "2t dt
0

= (2n - 1)I2n—2 - (2n - 1)I2n .
On en déduit la relation de récurrence

271[2n = (2n - 1)I2n—2 5

w/2
h:/ﬁzﬂ
0

avec de plus

5 .
On a alors 5 .
n J—
I2n = D) I2n—2 ;
n
d’ott 'on déduit
7 2n—1)---17  (2n)! =
T @2n) -2 2 222 2

Finalement

4) Si z est positif, la série de terme général 2™ /(n!)? est & termes positifs, donc ¢(x) est supérieur
aux sommes partielles de la série. En particulier

p(r) >1+z,

ce qui montre que
lim ¢(z) =+o0.

T—+00
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Dans l'intégrale, on peut majorer sint par 1. Alors comme la fonction cosinus hyperbolique est
croissante sur [0, +oo[, on a

/2
o(r) < % /Ch(Z\/E) dt = ch(2y/x) .
0

5) Si x est positif, la série de terme général 2™ /(n!)? est & termes positifs, il est résulte que o(z)
et ses dérivées sont positives.

On montre facilement par récurrence, que pour tout entier naturel p,

n

P) = 3

n=0

Posons N
T

Up(r) = ———.
() (n +p)n!
Si - appartient a l'intervalle [—1, 0], on a, pour tout entier naturel n,
||
n+p+1)(n+1)

|unt1(2)] = ( [un ()] < fun(2)] .

La série de terme général u,(z) est alors une série alternée, et ®)(z) est du signe de son premier
terme qui vaut 1/pl.

En particulier p(x), ¢'(z) et ¢ () sont positifs et ¢ est convexe, croissante, positive sur [ —1, +o00 .

6) On a tout d’abord

[e.9] n

2 () = 3 ey

n=

puis en dérivant cette expression
> x
zy’ (z) + ¢ (2) = Z (n=1)2 = ().

Donc ¢ est solution de I’équation différentielle
vy +y —y=0.

7) Si l'on pose, pour x réel fixé,
n

__—tin T
on(t) =e 't ek

on obtient une suite de fonctions continues sur [0, +oo [, et

t - ton 2"
e ‘p(te) = Z e th .
n=0 ’
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La série converge donc simplement et la somme est continue.

D’autre part, sachant que
o0

/e_tt" dt =n!,
0

(ce qui se retrouve facilement en intégrant par parties), on obtient

o0

T L
(n!)2 n!’

et la série de terme général |x|"/n! converge.

Il résulte alors du théoréme d’intégration terme a termes que

—t > —tun l‘n > X T
/e @(t:ﬂ)dt:Z/e t(n!)zdtzzmze.
0 -

n=0 0

Nombres de Stirling de deuxiéme espéce.
1) Dans l'espace vectoriel R,[X] des polynomes de degré au plus n, on note

foX)=1, ilX)=Xet,si2<k<n, fr(X)=X(X-1)--- (X —k+1).
On obtient ainsi une base (fo, f1,- -, fn) de R,[X]. Il existe alors des nombres S(n, k) (nombres
de Stirling de deuxiéme espéce) tels que, si 0 < k < n,
X7 =3 S(n, k) fu(X).
k=0
l.a Pour tout n > 0, calculer S(n,0) et S(n,n). Pour tout n > 1, calculer S(n,1).
1.b  Vérifier que, si k > 0, on a I'égalité
Xfi(X) = fror1(X) + Efu(X),
et en déduire que, sin > 1, et 1 <k < n,
S(n+1,k) =kS(n,k)+ S(n,k—1).

l.c Soit, pour n > 1, la propriété (H,) suivante :
«si0<k<n ona 0<S(nk)<2" k" ».
Montrer par récurrence que, pour tout n > 1, la propriété (H,,) est vraie.
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2) Sip>1, on considére la série entiére

hy(x) = Z S(Z;p) ™.

2.a Montrer que la série converge pour tout z réel. Que vaut hy(x)? Que vaut h,(0)?
2.b  Montrer que, si p > 1, la fonction hy; est la solution de I’équation différentielle linéaire

Y —(p+1l)y=hy,

vérifiant la condition initiale y(0) = 0.

En déduire par récurrence, en résolvant 1’équation différentielle précédente, que, si p > 1, on a
pour tout z réel

(o) = - (" = 1

2.c  En développant (e —1)P par la formule du bindme, et en utilisant le développement en série
entiére de 'exponentielle, montrer que, sin > 1let 1 < p < n,

S(n,p) = % Zp:(—l)p"“ (i) k.

3) Sip>1, on considére la série entiére

Sp(x) = Z S(n,p)z"™.

3.a  Quel est le rayon de convergence R, de cette série? Que vaut Sq(z) ?
3.b  Montrer que si p > 2, et |x| < 1/p on a la relation

prSp(x) + xSp—1(z) = Sp(x).

En déduire la valeur de S,(x).
3.c  En effectuant le produit des séries de 1/(1 — z) et 1/(1 — 2z) trouver S(n,2).

l.a Sin =0, on déduit de l'égalité 1 = fo(X), que S(n,0) = 1.

Sin > 1, on écrit
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Comme fi(0) est nul si & > 1, on déduit en calculant le polynéme X" en 0, que S(n,0) = 0.

Par ailleurs, le coefficient de X™ dans la somme Z S(n, k) fr(X) est S(n,n), donc S(n,n) = 1.

k=0
Sin > 1, on a donc

k=2
et comme fi(1) =0si k> 2, on en déduit S(n,1) = 1.
1.b Sik >0, on a,

S (X) = (X = k) fu(X),
donc
X fi(X) = frop1(X) + Efie(X) .

On obtient deux décompositions possibles de X™*!. Tout d’abord

n+1

Xt ::EE:‘S(n-+»1,k)fk()()7
k=0
mais aussi n
X" = X x X" =3 S(n, k)X fi(X),
k=0
donc

n

XM = N S, k) (frea (X) + Efr(X))

k=0
= S, k) frar(X) + > S(n, k)kfi(X) .
k=0 k=0

En effectuant un changement d’indice de sommation dans la premiére somme

n+1 n
X" = NSk = 1) fe(X) + Y S(n, k)kfr(X)
k=1 k=0
= S(n,n)fap1(X)+ D> _(S(n, k —1) + kS(n, k) fu(X) .

k=1

En identifiant les deux décompositions, on en déduit, que si 1 < k < n,
Sn+1,k) =S(n,k—1)+EkS(n, k).

l.c Ona S(1,0) =0et S(1,1) =1, et la propriété (Hy) est bien vérifice.
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Supposons que la propriété (H,) soit vraie. Donc, si 0 < k < n
0<S(n,k) <2 1gm,
Alors, si 1 <k <n,

0<8S(n+1,k)=kSn,k)+ S(n, k—1) k2L 42 (R — 1)

<
< 2n—1kn+1%_2n—1kn+1::2nkn+1.

Par ailleurs
S(n+1,00=0 et Sn+1ln+1)=1<2"n+1)""".
Finalement, si0 < k<n-+1,0na

0<S(n+1,k) <2k,
ce qui montre que la propriété (H, 1) est vraie.
Il en résulte que la propriété (H,,) est vraie pour tout n > 1.
2.a Sin>p,ona

2n—1pn
n!

S(n,p)

1 (2plz|)”
n! '

2 nl

Comme la série de terme général (2p|z|)"™/n!) converge pour tout z réel puisque c’est la série
de 'exponentielle, il en résulte que la série de terme général S(n,p)x™/n! converge absolument,
donc converge, pour tout x réel. En particulier

" <

|z =

Par ailleurs on a toujours h,(0) = 0.

2.b La fonction hy11 est alors dérivable sur R et

— S(n,p+1 e = S(n,p+1 e P s Sh+1,p+1 n
;+1($):Z¥ L= +27( ) 1= —( )a:

X = — x = —+4
—1)! | —1)! | |
n (n—1)! Pt (n—1)! S el n!
En utilisant la relation de la question 1.b, on trouve
o~ (e+1DS(np+1)+ S(n,p)
pr1(z) = o + Z o z"
n=p+1
o o
Sn,p+1) ,  a? S(n,p) n
n=p+1 n=p+1
o0 o
Stp+1) o, S(n.p)
= (D) ) Tt ) St

n:p+1 n=p
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ce qui donne I’égalité
hpe1 = (0+ Dhpy1 + By

Donc hpy1 est la solution de I’équation différentielle

Y —(p+1y=hy,

telle que y(0) = 0.

On montre par récurrence la propriété (BP,) :
« pour tout z réel, hy(z) = = (e —1)P ».
p!

La propriété (Py) est vraie d’aprés 2.a. Supposons que (P,) soit vraie. Alors hy41 est la solution,
nulle en 0, de I'équation différentielle

1
y’—(p+1)y=lq(e’”—1)”-

L’équation homogéne a pour solution
y(a) = Kete,

ol K est une constante. On utilise le procédé de la variation de la constante, en cherchant une

solution de la forme
y(z) = K (z)ePt)7

On obtient
y'(2) = K'(2)e?™D* 4 K (2)(p+ 1)e®H7
donc I’équation

(@) — (p+ y(a) = ]% (e" 1),

devient
K’(m)e(pH)m — 1 (e —1)P
p! ’
ou encore )
/ _ = —(p+Dz/ p
K'(z) o e (e —1)7,
et finalement ]
/ _ = —T(1 _ ,—T\P
K'(z)= ol e “(1—e®)

On remarque que si

on a

Alors
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ou C est une constante, et
1
)= ———= (1 —e )P 4 ) eltr,
o) = (o -
La condition y(0) = 0 impose C' = 0, on obtient finalement

1 1
(p+ 1) T+ 1)

La propriété (Pp,y1) est donc vraie. Il en résulte que la propriété (P,) est vraie pour tout p > 1.

(1 —e®)Ptle (p+1)z (e — 1)PHT.

hpia (@) =

2.c On a
kkm
(@ p'z<> v

Puis en utilisant le développement en série entiére de I’exponentielle

%(w)zﬁg(,ﬂ) TR

Comme toutes les séries convergent sur R, on peut intervertir les sommations, et

(1< “kon) 2"
hp<x>=§0<;!;0(,€)<—1>p '“’f)m

Alors, par unicité du développement en série entiére, on en déduit

1 P
Stn,p) =5 3 (1) e

k=0
p —kin
—1)P7FE™,
<k>( )
En mettant p™ en facteur

o= (5 (e ()

Lorsque 1 < k < p —1, les suites ((k/p)")n>1 convergent vers 0. On en déduit donc que

i (= E Qe (8)) -

et, lorsque n tend vers l'infini, on a donc

ou encore, puisque le premier terme est nul,

ME

1
S(n,p):a

e
Il
—

S(n,p) ~ %
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3.a De I'équivalent obtenu dans 2.c, on déduit que la série S, a méme rayon de convergence que
la série géométrique de terme général p”z™. On en déduit donc que R, = 1/p.

On a

Si(z) = ix" S
n=1

1—2z°

3.b La série entiére Sy(z) est de rayon 1/p et la série S,_1(z) est de rayon 1/(p — 1), donc la
série pzSy(z) + xSp—1(x) est de rayon 1/p. Pour |z| < 1/p, on a

prSp(x) + xSp—1(z) = px Z S(n,p)z" + =z Z S(n,p—1)z"
n=p

n=p—1
= 2P+ (pS(n,p) + S(n,p—1))z""".
n=p
Mais en utilisant la formule 1.b, on obtient
prSp(x) + xSp—1(z) = 2P + Z S(n+1,p)z" ™ = Z S(n+1,p)z"
n=p n=p—1

ce qui donne en changeant I'indice de sommation

prSp(x) + xSp—1 = Z S(n,p)z"™ = Spy(x).

n=p
On a alors .
5y(@) = T2 5, (0),
et donc . .
Sp(x) = . 1_2$51(w)
On obtient finalement .
x
) = Ty o)
3.c En particulier
2
z
52) = T oA =

Si|z] <1/2,0n a

ol
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Donc
(o] o0
52($) _ l’2 Z(2n+1 _ 1)3}” — Z(Qn-i-l _ 1):L,n+2’
n=0 n=0
ce qui donne, en changeant I'indice de sommation,
o
Sox) =) (2" ' = 1)a",
n=2

et donc, sin > 2,
S(n,2)=2""1—-1.

Nombres de Bernoulli
Soit la fonction f définie sur R par

x .
f(x):{ pr— six #0

1 siz=0

On admet que cette fonction est développable en série entiére au voisinage de 0 sous la forme

avec un rayon R > 0.

1) Calculer le développement limité de f en 0 a 'ordre 2, puis montrer que agy,+1 est nul si
n > 1.
Sin > 0, on pose

2) En utilisant la relation
thiz =itanx

trouver, en fonction des nombres B,,, les développements en série entiére au voisinage de 0
des fonctions suivantes (prolongées éventuellement par continuité en 0) :

T T

, - , tanx.
tanx sin

Que peut-on dire des rayons de convergence de ces séries 7 Montrer que R < 27.
3) En dérivant la fonction g qui & x associe 1/ tan z, montrer que pour n > 2 on a la formule

n—1
2n
(2n+1)B, = Z <2/<;> By B,
k=1

et calculer By, By et Bs.
4) En déduire que la suite (B),),>4 est une suite strictement croissante de nombres rationnels
dont la limite est infinie.
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Z T
+ 7 +o(z?).

) Cherchons le développement limité & l'ordre 2 en 0 de la fonction f. On a
2 33‘2

o) g . 1
€Tr) = - = = —_
x+“"32—2+%3+0(a;3) 1+%+%+o(az2) 2 6
Donc
P
—1-Z 4+
Fa)=1-7 4+ +o(a?).
Alors 1 )
x xr et 4+ x
@ty = e -1 2mz

et f est une fonction paire. Les coefficients agy,+1 sont donc nuls si n > 1

Si x| < R, on a alors
T o0
fla)=1-3 Z

2n

2) On part de la relation
B

On remplace x par 2ix, en tenant compte de la relation
thiz =itanx .

NI 8
wla

On obtient alors une série de rayon de convergence R/2 et, si |z| < R/2
_1_ Z 92n B2TL 22

Comme la fonction précédente & une limite infinie en 7, il en résulte que son rayon de convergence

tan

est inférieur & 7, et donc R < 27
Pour déterminer les deux autres développements, on remarque que l'on a les relations (R)
2

+ tanx = — .
sin 2x

—tanx =
tanx tan 2z tanx
En combinant ces relations on trouve tout d’abord
2 B 2 2
sin2x  tanx tan2z
Alors,
z
T 9 2 _ T
i tan % tan z

sinx



344 CHAPITRE 10. AUTRES EXERCICES

est la somme d’une série de rayon R et d’une série de rayon R/2. Elle est donc de rayon R/2 et,

si |z| < R/2,

T = B
=1 n(22 — 2)p?n
sin +n§::1 (2n)! ( o

En soustrayant les relations (R), on obtient cette fois

2 2 1 2z 2z
tanx = — — = [ = — 7
sin2z  tan2z 2z \sin2x tan2x

qui est la somme de deux séries de rayon R/4. Son rayon est donc supérieur ou égal & R/4 et, si
|| < R/4,

[e.9]

B _
tanz = Z (2—;)' 22 (2% _ 1)zl

n=1

3) On a

20 — 2 x )2
g () x+<tanx '

On écrit les développements en série entiére des deux membres et on identifie les coefficients.

On part de

En dérivant

d’ou

Par ailleurs

o 2
() = (12 o)

En identifiant les coefficients de 22, on obtient

2B =1—-4B



345

d’ou

) nt1)B, =S <2"> BiBas.

On a alors

= - X =
) 36 30

1 (/6 6 2 (6 2 111
By=- B\B BB ) =2 (C)BiByo= 2 x15% = x — = —.
3 7<<2>12+<4>21> 7(2)12 7 XXX T 1

On remarque que les premiers termes de la suite (By,)n>1 s’ordonnent en décroissant.

puis

3) Le fait que B,, soit un nombre rationnel positif résulte immédiatement, par récurrence, de la
formule (x).

Il résulte aussi de cette formule que, pour n > 4, on a

1 o
B,—B, 1 = BB, — B,
n n—1 2n+1;<2k> kPn—k n—1
1 2 fon omn
= By B,,_ 2 Bi1B,_1| — B,_
1 kZ_2<2k> kDn—k + <2> 1 nl> n—1
n

-2
1 om 1
= BiBp_; + =(2n%2 —Th —3)B,_1 | .
2n+1<§_:<2k>k"k+3(n =3 1)

Pour n > 4, le trindme 2n% — Tn — 3 est strictement positif. On en déduit dans ce cas l'inégalité
Bn > Bn—l .

La suite (By)n>4 étant croissante, admet une limite £. Si cette limite était finie, on aurait

~N —

B, l
(2n)!  (2n)!’

et puisque la série entiére de coefficients £/(2n)! est de rayon infini, il en serait de méme de la
série entiére définissant f, ce qui est faux. Donc la suite (B;,) admet +o0o pour limite.
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Polynémes de Tchebychev de premiére espéce
Dans ce qui suit, pour tout polynéme P on pose

N(P)= sup [P(u)|.
ue[—1,1]

1) Montrer que pour tout entier n il existe un polynéme T,, de degré n et de méme parité
que n tel que, pour tout nombre réel ¢ on ait

T, (cost) = cosnt.

Préciser le coefficient du terme dominant et déterminer les racines de T,. Que vaut N(T},) ?
2) Donner une formule explicite de T,,(x) lorsque |z| > 1. En déduire que

E(n/2)
T(X)= Y <2n>X"_2p(X2 1.
p=0 4

Si t est un nombre réel, que vaut 7),(cht)?

3) Pour tout nombre réel u, déterminer le rayon de convergence R et la somme de la série
entiére de terme général T, (u)z™.

4) Calculer, pour tout couple (p,q) de N2, I'intégrale

5) Soit (P,) une suite de polynémes homogenes tels que P, soit de degré n. En utilisant
la question précédente, trouver une minoration de N(P). Que peut-on en déduire pour le
rayon de convergence r de la série entiére de terme général 2" /N (P,)?

6) Pour n > 1, déterminer les solutions de I’équation

T(x) = +1.

En raisonnant par I’absurde, en déduire que pour tout polynéme homogéne P de degré
n>1 ona
1

N(P) 2 .

1) La propriété est vraie si n = 0 et n =1 en prenant
T()(X) =1 et Tl(X) =X.

Remarquons que
cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cosntcost .

Si I'on suppose la propriété vraie aux ordres n et n — 1, on a alors

cos(n + 1)t = 2costTy(cost) — Tp_1(cost),
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et en posant
(+) T1(X) = 2X T (X) — Toa (X),
on obtient un polynéme 7,41 tel que

cos(n + 1)t = Tp41(cost),

de plus, 2XT,,(X) est de degré n+1 et T,,—1(X) de degré n—1, donc T},+1(X) est de degré n+1.

Enfin, 2X7,,(X) et T,,—1(X) ont la méme parité que n — 1. Il en résulte que T),4+1(X) a méme
parité que n — 1 et donc que n + 1.

On remarque également que le terme dominant de 7,41 est le double de celui de T,,. Comme
celui de T} vaut 1, on en déduit que le terme dominant de 7}, vaut 27! si n > 1.

Le nombre cos nt est nul lorsque

T
t=—+4k
n 5 + R
avec k entier, soit
po Tk
S 2n n
Posons
2k + )7
fp=— "
2n

Lorsque k varie de 0 & n — 1, on obtient n valeurs distinctes situées dans l'intervalle |0, 7| et

les nombres
(2k+ )7

2n
sont n nombres distincts situés dans l'intervalle | —1, 1[.

TR = COS

Comme 7T;, est un polynéme de degré n tel que
Th(xg) = Ty(costy) = cosnty, =0,

on obtient ainsi les n racines de Tj,.

Pour finir

N(T,)= sup [T,(z)]= sup |T,(cost)|= sup |cosnt|=1.
z€[-1,1] te [0, 7] te[0,7]

2) Pour x fixé tel que |z| > 1, la suite (T},(x)) est une suite récurrente linéaire, de polynéme
caractéristique
P(X)=X?-2zX+1,

dont les racines sont

Mz)=z+ V2?2 -1 et pz)=z—VaZ-1.
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On a donc
En particulier

et

Ti(z) = a(z)(x + Va2 = 1)+ B(z)(x — Va? —1) =x.

On en déduit

d’ott
2T, ( (x+ Ve — Va2 =1)".

En développant par la formule du binéme, on aura

k=0 k
d’ou
E(n/2) n
— n—2p(..2 p
T (x) I;) <2p>x (x® = 1)P.

ot E(u) désigne la partie entiére du nombre w.

Ce calcul est vrai pour tout x tel que |z| > 1, mais comme le membre de droite est un polynéme,
I’égalité finale est vraie en tant que polyndémes et l'on a

E(n/2) n
Tn — n—2p 2 1\p )
(0= 3 (5)xm e -
p=0
On a aussi
T, (cht) = (cht + V/ch?t —1)" 4 (cht — V/ch?t — 1)" = (cht + sht)" + (cht — sht)",
et donc

1
To(cht) = 5 (™ + e ™) = chnt.

3) @ Si |u| <1, on pose u = cost. On a alors

i T (uw)z™ Z T, (cost)x Z cosntz"™ = Re i et g
n=0 n=0

|cosnt| <1,
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et la série entiére de coefficient cosnt est de rayon R(u) > 1. D’autre part la suite (cosnt) ne
converge pas vers 0, sinon la relation

cos 2nt = 2cos® nt — 1

donnerait une contradiction. On a donc R(u) < 1 et finalement R(u) = 1. On peut alors sommer
la série géométrique et obtenir

1 1 —xzcost
e = )
1—etx 1—2xcost+ x?

i T (u)z"™ = R
n=0

Dong, si |z] < 1,

> 1—uzx
T, ()" = ——— "
Z n(w)z 1 —2ux + 22
n=0
e Si |u| > 1, on a cette fois

o 1 [o'e)
$ et = L S o VT 4 (o VT o
n=0 n=0

On obtient de nouveau des séries géométriques de rayons respectifs

1
:’U—\/Uz—l‘ et m:‘u+\/uz—l‘.

1
lu + vVu? — 1|
Le plus petit de ces deux rayons vaut

R(u) = |Ju| — Vu? —1.

Dong, si |z| < R(u), on a

00 . 1 1 )
;T"(U)x - 2<1—(u+\/u2—1)x+1—(u_m)x>
B 1< 1 . 1 )
2 (1—uz)—zvut—1 (1 —uzx)+avu?-1
1—ux
T 1 2uxt a2

Remarque : on peut aussi trouver la somme de la série en utilisant la relation de récurrence (x).
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On obtient en effet
o0
ZTn(u)x" = To(u) + Ti(u)x +ZT
n=0

= 1l+4ux+ Z(2uTn_1(u) — Th—o(u))x"
n=2

= 1—|—um+2uwZTn1 z" ! QZTnz B
n=2

o0
= 1+ ux+2uzx (Z Tyt (w)z™ 1t — 1) —z? Z Tp_o(u)x™ 2
n=2

e}

o0
= 1—ux+ 2ux Z T (u)z™ — 2° Z T (u)z™
n=0

n=0

On en déduit
> 1—ux
T n_—-__ - -
z:o n(u)z 1 —2ux + 22

4) En effectuant le changement de variable
u = cost

qui est une bijection de [0, 7] sur [—1, 1], on a
du
V1i—u?’

t =arccosu dou dt=-—

I'intégrale I, , devient
s

/ Tp(cost)Ty(cost)dt.
0

Comme on obtient I'intégrale d’une fonction continue, cela montre que I, , converge et 'on a

s ™

I, = /Tp(cost)Tq(cost) dt = /cosptcosqtdt.
0 0

Si p est distinct de ¢, on obtient

™

/(cos(p + q)t + cos(p — q)t)dt = 0.
0

N —

[qu -

Sip=gq#0, on a cette fois

™

Ipp = /COS2 ptdt =
0

DO | =

s
/(l—i-costt)dt: g
0
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Enfin

1070:/(#:71'.
0

La famille de polynomes (7},),>0 est donc orthogonale pour le produit scalaire

1
-1

5) Si n > 1, le polynoéme T;,/2"~! est un polynéme homogéne de degré n. En le décomposant
dans la base (1},)n>0, on aura alors

n—1

P, = % +3 T,
k=0
d’out
<P T>=STminZ _ fen T
Mais

< P, T, >< N(P,)N(T,) < Tp,Tp >= 7N (Py),

et 'on en déduit que

1
et donc )
<2m.
N(Pn)
Comme la série entiére de coefficient 2" est de rayon 1/2, on en déduit que
1
r>—.
-2
6) Les solutions de I’équation
Th(x) = +1
appartiennent a U'intervalle [—1, 1], car si > 1, en posant = = cht, on a

T, (x) =T,(cht) =chnt > 1,

et,six < —1,
To(x) = (-1)"Tn(—x),

donc
|T(z)| = Tn(—x) > 1.

Lorsque z appartient & [—1, 1], en posant x = cost on a

T, (x) = T,(cost) = cosnt.
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et I’équation se raméne alors &
cosnt = +£1

c’est-a-dire
nt = km

ou k est entier. Alors, les solutions cherchées sont les nombres

km
S} = COS — .
n

Pour k compris entre 0 et n, on obtient n + 1 solutions distinctes qui vérifient
To(sk) = (-1),

et ce sont les seules solutions car, si p est entier,

km . .
" L Cos o S1 p est pair
cos (k+ pn)m = (—1)P cos T
n n (n—Fk)m . , ,
COS —— sl p est impair
n

Soit P un polynéme homogéne de degré n > 1. Supposons que

N(P) < g
et considérons le polynome
o p Lo
On a
Un(sk) = P(sg) — (2_,11_)1 = (=) <2n1_1 - (—1)kP(8k)>
Comme ) )
57 — (FDFP(si) = 5 = N(P) > 0,

les nombres U, (si) et Up(sk+1), pour k compris entre 0 et n — 1, sont de signes opposés et il
résulte du théoréme des valeurs intermédiaires que le polyndéme U, s’annule dans chacun des
intervalles | s, sgt1[. Il posséde donc n racines distinctes. Mais comme U, et P,/ 27~1 sont des
polyndémes homogeénes de degré n, le polynéme U, est de degré au plus n — 1. Il en résulte que
c’est le polynéme nul. On a donc

Ty
P=g
ce qui est impossible puisque cela donnerait
1
N(P) = on—1
On a donc en fait .
N(P) >
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1) Soit la suite (Ap)p>1 définie, pour n > 1 par la relation de récurrence

—1
(n+1))\n+1:2n+1—n/\ ,

n

avec \1 = 1.
1.a Calculer Ay et 3.
1.b Montrer que, sin > 1, on a
1<, L2,

1.c Montrer que la suite (\,)p>2 est décroissante. En déduire qu’elle converge et trouver
sa limite.
1.d Sin >0, on pose

k=1

Trouver, pour n > 1, une relation de récurrence entre 3,41, Bn €t Bp—1-
2) Soit la fonction f définie sur | —1, 1[ par

x
f(x) =exp 1=
2.a Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par f et résoudre cette
équation avec les séries entiéres.
2.b Déduire de la question 1) le rayon de convergence R de la série.
3) On pose
an = f™(0).

3.a Trouver, pour n > 0, une relation de récurrence entre a,41, @, €t ap_1.
3.b Calculer a,, pour n compris entre 1 et 6.
3.c Démontrer la formule

n
n
pt1 = Z( )ap(n—p+ .
p=0 p

3.d Montrer que la suite (a,),>0 est une suite croissante de nombres entiers positifs impairs.
3.e Démontrer que, pour tout entier naturel n on a,

1+ (n—1Dn! <a,.

3.f En utilisant le développement en série de ’exponentielle, trouver une formule explicite
de a, sous forme de somme et retrouver le fait que a,, est entier.

1.a) On trouve



354 CHAPITRE 10. AUTRES EXERCICES

1.b) On a
2n —1 -2 1
A1 = 272 0 1
n n o Ap—1
R P S
n An—1 nAp—1

Comme Ay > 1, de la relation précédente il résulte immédiatement par récurrence, que, pour

tout n > 2, on a

A >1>0,
ce qui est encore vrai si n = 1.
Sin > 2 on en déduit alors,
1 n—-2 1
Ap=2———— <2
n n o Ap—1

1.c) Etudions maintenant la monotonie de la suite. On a, si n > 3,

2n—-3 n-—-3 1 2n—1 n-—-2 1
n n >\n—1
1

Aot = An = n—-1 n-—1 )\n_g_

_ 2n—3_2n—1_n—3 1 _ n 1 n—2_n—3
 on-—1 n n—1 \)A—2  An_1 An—1 n n—1
-1 n—3 >\n—2_/\n—1 2 1
+
nn—1) n—-1 XN_2A—1 nn—1) A1
2— )\n—l n—3 )\n—2 - )\n—l
n(n — 1))\n—1 n—1 )\n_g )\n—l ’

On en déduit que A,_1 — A, est positif si A\,,_o — A\,,_1 est positif. Mais

3 13 1
AQ—)\3:§—§:E>O,

et il en résulte que la suite (A;,),>2 est décroissante.

La suite (Ap)p>2 étant décroissante minorée par 1, converge vers une limite ¢ > 1. En passant a

la limite dans la relation

1 n—-2 1
m=2———— ,
" n n Ap—1
on obtient 1
0=2—-.

l

Cette équation s’écrit encore
2 —204+1=0

et a pour unique solution £ = 1.



1.d) Pour n > 1, on écrit

(Tl + 1)ﬂn+l - (Tl + 1))‘n+1 ﬂn
- <2n+1—n);1>ﬁn
= 2n+1)B,—(n— 1)%

= 2n+1)8,—(n—1)Bp1-
On remarquera aussi que I'on a toujours

Bn>1.

2.a) Puisque

, 1
f(l’):m (),

la fonction f est solution de I’équation différentielle

(1-2)*f'(2) = f(a),

avec
fO)=1.
En cherchant le développement en série entiére du membre de gauche, sous la forme
o0
n=0
et donc
o0
f(z) = anna:"_l
n=1
on obtient
(1—a)?f'(x) = (1-22+a%)f(x)
o0 o0 o0
= Z nb,x™ ' — 2 Z nb,z" + Z nb,x"
n=1 n=0 n=0
o0 [e.e] [e.e]
= Z(n + Dbyp12™ — Z 2nb,x™ + Z(n — )by
n=0 n=0 n=1

= b+ Y ((n+ Dbnss — 2nby, + (n — 1bu_1)a” .

n=1

En identifiant les coefficients, on obtient, pour n > 1, la relation de récurrence

by = (n+ Dbpy1 — 2nby + (n — 1)by_1,

355
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d’ou
(n + 1)bn+1 = (2n + 1)bn — (Tl — 1)bn_1 s

avec de plus
by =by=f(0)=1.

2.b) On remarque alors que la suite (by,),>0 vérifie la méme relation de récurrence que la suite
(Bn)n>0 de la question 1. Comme de plus

bo=0=1 et b1 =p =1,
il en résulte immédiatement par récurrence que, pour tout n > 0, on a

b, = ﬁn .
Alors b, est strictement positif et le rayon de convergence de la série vaut

R= Ilim bn = lim 1 :1:1.
n—-+o00o bn+1 n——+o00 )\n+1 €

Remarque : le fait que la série est de rayon 1 peut également se démontrer grace a un résultat
établi dans le chapitre 6 « Exercices théoriques » (Voir page 216).

3.a)Sin>1,0na

b, = n
n!
Alors
an+1 = (n+ Dby =nl((2n + 1)b, — (n — 1)bp—1) = 2n+ 1)a, —n(n — 1)a,—1 .
On a donc
(1) ant1 = (2n+ 1)a, —n(n — 1)ap_1,

avec ag = a1 = 1.

3.b) En utilisant cette relation de récurrence, on obtient facilement les premiers termes

apg = 1
ay = 1
as = 3
asz = 13
ay = 73
as = 501
ag = 4051
3.c) Sil'on pose, pour z différent de 1,
1
9(x) = =(1—a),
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on montre facilement par récurrence que

k!

g® () = R

Par ailleurs, on a
/ _ 1 _ /

et en dérivant, grace a la formule de Leibniz,
FOtD(z) = Z <n>f(p) (2)g™ P (),
—\P
p=0
d’otu, si x =0,
" /n
(2) Apt1 = Z (p)ap(n—p+1)! .

p=0

3.d) Une récurrence immeédiate utilisant la formule (2) montre en particulier que les coefficients
a, sont des nombres entiers strictement positifs. De plus, si n > 1,

n—1
n
apt1 — Gp :Z < )ap(n—p+1)! >0,
p=0 p
et la suite (a,)n>1 est strictement croissante.
La relation (1) peut encore s’écrire

ap+1 = ap + 2na, —n(n — Dap—1,

et comme le produit n(n — 1) est un nombre pair, on constate que a,+1 et a, ont méme parité,
qui est celle de a; = 1. Tous les nombres sont donc impairs.

3.e) On constate tout d’abord que I'inégalité
an > (n—1)nl+1
est vérifiée pour n compris entre 0 et 6, car les premiéres valeurs du membre de droite, sont
0,1,3,13, 73, 481, 3601.

Montrons par récurrence l'inégalité pour n > 6. Si on la suppose vraie jusqu’a 'ordre n ot n > 6,
on a, grace a la formule (2),
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anyl 2 (n+1)!+z<Z>((p—1)p!+1)(n+l—p)!
p=1

Y

(1t ko= i —p+ )+ Y (M) k1
p=1 p=1

v

n—1 n
(n+1)!+n!2p(n—p)+z <n>(n—|—1—p)!
p=0 p=1 p
n—1 n—1 n n
(n+1)!+nn!Zp—n!Zp2+Z< )(n—l—l—p)!
p=0 p=0 p=1 p

n(n—1) nn—1)2n-1) < (n
(n+ 1)+ nn! 5 —n! 5 —|—;<p>(n—|—1—p)!

(n+1)!+w(3n—(2n—1))+z<Z>(n+1—p)!

6 =

n2—n+6 <= /n
(n+1)—F—— +Z<p>(n+l—p)!.

p=1

v

v

v

v

Or,sin >6,o0na

2 _ _ _
n—n+6 _ +(n 1)(n 6)>
6 6 -

et, par ailleurs, on a toujours,

On en déduit bien que

ant1 > n(n+ 1)+ 1,
et I'inégalité est démontrée pour tout n.

3.f) Considérons de nouveau la fonction g. Pour n > 2, on a alors

qui admet pour série entiére de rayon 1,
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9" V@) = > pp-1)---(p—n+2)2P"
p=n—1
e i p' p_n"’_l
it (p—n+1)!

On en déduit donc, pour tout = de |—1, 1],

ou encore

ce qui reste vrai si n = 1.

Alors

| —

fl@) = 1+

<x>n
| _
1.13:
o0

n
"= (p+n—1
— - D
— Sy (T
n p=0

=1

3

o0 o0
p4+n—1\z"P
— ey (P
n=1 p=0

En regroupant les termes de méme puissance, on obtient

=150 3 (7)) 5

d’ou 'on tire, pour s > 1,

que l'on peut écrire encore

ce qui montre de nouveau que a,, est entier.
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Soit (an)n>0 la suite strictement croissante des solutions positives ou nulles de I’équation
tanz = x.

1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient a,,.
2) Pour x dans l'intervalle | =R, R[, on pose

S(z) = i anz™ .
n=0

Quelle est la limite de S(z) lorsque = tend vers 17
3) Montrer que la suite (b, )n,>0 définie par

b, =a, —nmw

est convergente et calculer sa limite /.
4) On pose
e, =4—0b,.

Quel est le rayon de convergence R’ de la série entiére de coefficient ¢, ?
5) Si x appartient a Uintervalle | —R’, R'[ on pose

T(x) = i ez’
n=0

Montrer que la série de terme général (—1)"¢,, converge. En déduire que T'(z) et S(x) ont
une limite en —1 et que

lim S(z)=— lim T(z).

r——1 rz——1

1) Pour tout nombre réel z distinct de 7/2 + km ot k est entier, posons
f(x) =tanx —z.

En dérivant, on obtient
f'(z) = tan®z,
et la dérivée de la fonction f est positive. La fonction f est strictement croissante sur tout
intervalle
I, =nm—7/2, nm+7/2].
Comme on a

frnm)=—nw <0 et lim = 400,
z—nm+m/2—0

il en résulte que f s’annule une fois et une seule dans l'intervalle I, en un point a, qui est tel
que

™
mrgan<mr+§.
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Alors

Qp ~ N,

et la série entiére de coefficient a,, a méme rayon de convergence que la série de coefficient n. On
a donc R = 1. On remarque de plus que ag = 0.

2) Pour = dans [0, 1| on a

o o0
S(z) > Wan" = ﬂxan"_l .
n=0 n=1

Comme

o0
n 1
Zx = 1 ’
—x
n=0
on a en dérivant

00
1
’I’Ll‘n_l =
nz::l (1 =2y

d’ou
T

S(z) > T

On en déduit que
lim1 S(x) = 4o00.

3) Comme a,, est compris entre nr et nm + m/2, on a donc

Vs
Ogbn<§.

Par ailleurs,
tan b, = tan(a,, — n7) = tana, = a,,
et on en déduit
b, = arctan(tanb, ) = arctan a,, .

Alors puisque (a,,) est une suite croissante qui admet +oo pour limite, la suite (b,) est croissante
et admet 7/2 pour limite.

4) On a donc
T T
cn:§—bn:§—|—n7r—an,
et (c,) est une suite décroissante de limite nulle. De plus
1 1 1
cp ~ tanc, = = —r~ —.

tan a,, ap, nm

La série entiére de coefficient ¢,, a méme rayon de convergence que la série entiére de coefficient
1/n. On a donc R’ = 1.
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5) La série de terme général (—1)"c, est une série alternée. Elle converge donc, et d’aprés le

théoréme d’Abel

o0

Z(—l)"cn = xl—i>n—11 T(x).
n=0

Par ailleurs, pour z dans |—1, 1[, on a
o T o
Sz)=m nx” 4+ = " —T(x),
() ;::0 5 ;::0 ()

donc
T T 1 oo 1+2x

Alors, puisque le membre de droite posséde une limite finie en —1, il en est de méme de celui de

gauche et
lim S(z) =— lim T'(x).

r——1 r——1



