Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L2 UE MATH3-2016

CORRIGE DU CONTROLE CONTINU FINAL
(Mercredi 04 janvier 2017. Durée : 2 heures)

Les documents, les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés. Les
exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. Toutes
les réponses doivent étre soigneusement justifiées. La clarté de la rédaction constituera
un élément important dans ’appréciation des copies. Le bareme est a titre indicatif.

Exercice 1. (3 pts) On munit R?® du produit scalaire canonique et on considere la
matrice

000
A= 0 2 1
01 2
1. Calculer les valeurs propres de A. (1 pt)
On a
2—X 1
PA(X):—X‘ ) 2_X‘:—X[(2—X)2—1].

Donc P4(X) = 0 si et seulement si X = 0 ou (2 — X)? = 1 si et seulement si
X =0o0u X =3 o0u X = 1. Donc les valeurs propres de A sont 0, 3 et 1 chacune
de multiplicité algébrique 1.

2. Montrer que A est diagonalisable et expliciter une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale P telles que A = PDP~! [On ne demande pas de calculer
P (2pts)

On remarque que A est symétrique et donc A est diagonalisable dans une base
orthonormée. On calcule les sous-espaces propres. Soit U = (x,y, z). Alors

vebye2y+z=0ety+2:2=0y=0et2=0.

Par conséquent le vecteur iy = (1,0,0) est générateur de Ey et (i) est une base

de Eo.

Pour Es3, on a
e b3 0=3vet2y+z=3yety+2z=3zr=0ecy==z

et par conséquent le vecteur uy = (0,1,1) est générateur de E3 et (uy) est une
base de Es.
Pour Ey, on a

vebk ©0=zet2yt+z=yety+2z=zr=0ecy=—=2



et donc le vecteur iy = (0,1, —1) est générateur de E, et (i) est une base de Ej.
Pour avoir une base orthonormée, on prend

— —

5 Ug R ’l_[l 1 1 5 U2 1 —1
Up = 75— =(1,0,0), ¥1 = 75 = (0, —=, —=), o = —=— = (0, —=, —=).
0= Ty = W00 A= =0 m B =g = 0 B

Done B = (0y, U, U2) est une base orthonormée et la matrice diagonale équivalente

a A est
0 00
D=| 030
0 01
On a A= PDP~! ot P est la matrice de passage de la base canonique a la base
B
1 0 O
11
P={0 7 &5
o L =L
V2 V2

Exercice 2. (4 pts) Discuter selon les valeurs des réels a,b € R ou a # 0, la
convergence de la série numérique de terme général u,, donné pour tout n > 0 par

aovn

R YTy

[Indication : Etudier séparément les cas |b| < 1 et |b| > 1. Pour chaque cas, trouver un
équivalent simple de la suite (up)nen, puis étudier la série associée. |

On étudie les deux cas |b| <1 et |b] > 1.

Cas 1 :|b| <1. Dans ce cas lim —= =0 et donc
n——4oo 2VN
VR 4 b"
lim =" = lim 1+ =1

n—-+00 ovn n——+o0 2vn

et 2V 4+ b ~ 2V D7oq)
|un| ~ |a|".

Si la| > 1 alors le terme général u, ne tend pas vers 0 et donc la série Y u, est
divergente. Si |a| < 1 alors la série Y |a|™ est une série géométrique convergente. Par
le critére des équivalents, la série Y |u,| est convergente et donc de méme pour » uy,
(convergence absolue).

Vn
Cas 2 : |b| > 1. Dans ce cas lim —— =0 et donc
n—+oo H"
an2vn b

lim X =1
n—-+oo 2V + b anovn



amvn anvn
. On pose v, =

et donc u,, ~

et on étudie la série Y v,. On peut utiliser

le critére de D’Alembert :

li ‘anrl‘ 1 ‘a’n+12 H |b‘n lim M % 2(\/@—\/5)

n—-+oo |’Un| o n——+oo |b|n+l |a|n2\/ﬁ - n——+o0 |b|

Comme lir+n (Vn+1—+/n) =0 (On multiplie par exemple par la quantité conjuguée)
n—-+0o0
on a

el o
11m = —.
we ol 10

On remarque que si |a| > |b| alors lirJlra lun| = 400 et donc la série Y u, n'est pas
n—-—+0oo
convergente.
la|

D’apres le critére de D’Alembert si m < 1 la série > v, est convergente et si

a
u > 1 la série Y v, est divergente. On conclut par le critére des équivalents que si

0]

la| < |b] alors la série Y u, est (absolument) convergente.

Exercice 3. (5 pts) On considere 'équation différentielle

(E) Y+ 22y + 2y =0

avec la condition initiale

(CE) y(0) =1, y(0) =0,

On suppose que (E) admet une solution développable en série entiere au voisinage de

“+o0o
0, y(x) = Zan:v”, de rayon de convergence R > 0 et vérifiant la condition initiale
n=0
(CE).
1. Calculer ag et aj. (1 pt)
D’apres la forme de Taylor-Maclaurin,

_ y(0)

aO—T:y(O):L a; = :y/(O):O

2. Montrer que a,, vérifie la relation de récurrence
—2
ap, = —an_9, pour tout n > 2.
n
(2 pts)
On a
Y (z) = Znanxnfl, zy'(z) = Z na,z",

n>1 n>1



et

y'(z) = Zn(n — 1)a,z" 2.

n>2

En remplagant dans (E),

v (x) + 2xy/ (x) + 2y(x Znn—lanx"2+22nanx —|—22an;1:

n>2 n>1 n>0
= Z(n +2)(n+ 1)ay 02" + 2 Z(n + Dayz"
n>0 n>0
= Z(n + 1)[(n + 2)an+2 + 2a, |z

n>0

D’ou par l'unicité du développement en série entiere :

Qpio = 2an pour tout n > 0,

ce qu’on peut réécrire

—2
Anp = —Aap_9, pour tout n > 2.
n

. Déterminer I'expression de agx, et montrer que agg.1; = 0 pour tout £ € N. (1 pt)
Par récurrence sur n,

L2 (=22 (—2)? .
ok P T eEy2(k— 1) Y T 2Ry 20k - 1) (2(k — 3)) 2

et donc

(-2)* (-2 _ (=Dt

ek —1) 20T 2k K

car ag = 1. De méme

-2 (—2)2
——Ay(f— = Ao (f—
2% + 1 2T Tk p )2k — 1) I

_ (—2)F
C (k+1)(2k—1)(2k—3)---1

A2k+1 =

ai ::07

car a; = 0.

. Donner 'expression de la série entiere obtenue et calculer son rayon de conver-
gence. (1

pt)

La série obtenue est




Calculons le rayon de convergence de la série ano %x" Par la regle de

D’Alembert
n! 0

lim — =
n—+o0 (n + 1)!
et donc le rayon de convergence est +o0.

.. —_1)" .
On conclut que le rayon de convergence de la série ), %x% est aussi +00.

Graice au développement de ’exponentielle, on voit que y(x) = e’

Exercice 4. (8pts) Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par
f(z) = (z — ), pour tout = € [0, 27].

1. Dessiner le graphe de f sur [—27, 27]. (1pt)

A i

- 27

2. Montrer que f est paire. (1pt)

Comme [ est 2m-périodique, il suffit de montrer que f(—x) = f(z) pour tout x €
[—2m,27]. Six >0 (donc x € [0,27]) alors =21 < —x < 0 et —x + 27 € [0, 27].
Comme f est 2w-périodique, on a

fl=o)=f(—z+2m) = (—z+2r —7)" = (—z+7)" = (z—7)° = f(2).

3. Calculer les coefficients de Fourier de f. (2pts)

La fonction f est paire et donc b, = 0 pour tout n > 1. On calcule a,,.

2 [T 2 (z—m)3,  2n?
ao—;/o(x—ﬂ)zdx—;[ 3 5= T

Pour tout n > 1, en effectuant le changement de variable t = x — 7 et en appli-
quant une intégration par parties, on a

" 2 2 (%, 2(=1)" [ ,
a, = — [ (z—m)*cos(nz) dr = — t* cos(nt+nm) dt = t* cos(nt) dt
0

™ ™ s

—Tr —Tr



_ 2(—=1)" ({# Sm(nt)}ir _/ 2tsm(nt) dt) _ Gt /0 tsin(nt) d.

™ n n ™n

—T

Une nouvelle intégration par parties donne

0 = —4(—1)"([—tcos(nt)]0 +/0 cos(nx) dx)

™ n xn

—4(=1)" o T cos(nm) 4
™m n n?

. En déduire la série de Fourier de f. On notera sa somme Sf. (1pt)

La série de Fourier de f est
2 I™
s 4
- + — cos(nx).
3 ;:1 — cos(n)

. Pour quelles valeurs de x € R a-t-on Sf(z) = f(x)? (1pt)

La fonction f est continue sur R. De méme elle est dérivable par morceaux sur
R. Par conséquent, par le théoréme de Dirichlet, pour tout x € R, on a Sf(x) =
f(z). En particulier pour tout x € [0, 2],

2  to

s 4
(z—m)P?=—+ E — cos(nz).
3 n
n=1
. Calculer les sommes des séries numériques suivantes

n +°°1

an > =

n=1 n=1

(]

nt’

(2pts)

Pour la premiére somme, on prend x = 0 dans la précédente formule

+oo
2 4

m _ 2
gﬁ—;ﬁ—((]—ﬂ')
et d’ou
fl 1(2 7T2) 2
— =—(r" - =) = —.
n:1n2 4 3 6

Pour calculer la seconde somme, on prend x =

——|—Z—Cosn7r (m —m)?



et donc
2 2

Y ik 5=

n2 12 °

n=1

Pour calculer la troisieme somme, on applique ’égalité de Parseval

a(z) 1 <= 2 2 1 o 2
— 4+ = b,)" = — d
4+2;(an+ =g | f@Pda
et donc .
2 0 27
™., 1 16 1 4
° il e _ d
( 3 ) 24=nt 21 J, (v =m)"du
D’ou
7T_4+8+§i4 — i[($—ﬂ)5:|27r _ 7-(-_4
9 —n 2w 5) 0 5
et enfin
=1 1 gt d
W55 9 T
n=1 n

Exercice 5. Bonus (5pts) On considere I'équation différentielle

(E) Y + vy = f(x)

ol f est une fonction 27-périodique de classe C! sur R et v € R*. On suppose que (F)
admet une solution particuliere yq, 2m-périodique et développable en série de Fourier :

yo(x) = % + Z(an cos(nzx) + B, sin(nz)).

a
1. Montrer qu’'on a oy = -2 et pour tout n > 1, on a
v

Yy, — nby, na, + vo,
an = T T 9 /Bn = T 5 5 -
n2 + ,}/2 n2 + ,-)/2
ap =
ou 50 + Z(an cos(nz) + b, sin(nz)) est le développement en série de Fourier de
n=1
/- (3pts)
On a
+o0
yolx) = Z(—nan sin(nz) + npB, cos(nx))
n=1

et en remplacant dans l’équation, on a

Z(—nan sin(nx) 4+ nfB, cos(nx)) + 7(% + Z(Ozn cos(nx) + B, sin(nx))) =



+oo
Qo 3
5+ E (an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1
et donc
« a o
0 0 ]
15 T T ; ([fyan + nf, — an) cos(nx) + [vBn — nay, — by sm(n:c)) = 0.

Par lunicité du développement, on déduit
Qo
ay = —, Yy, +nb, —a, =0, v6, —na, —b, =0, n>1.
v

En résolvant le systéme obtenu ou les inconnues sont oy, et B,, on a

_ Yan — nby, _ na, + by,
- n2—|—72 AL n2—|—72 :

. Exprimer en fonction des coefficients a,, et b,,, I'’énergie totale du signal représenté
par Yo

1 2
E=_— >d
27 J, Yol)” de
comme la somme d’une série numérique. (2pts)
On utilise ’égalité de Parseval
2 +oo 2w
o 1 2 2 1 / 2
-0, - = — dx.
4 + 2 ot (an + ﬁn) ot 0 y0<£L’> €z
On a donc
2 +oo
ag 1 1 [ 9 2]
e + 3 2 CEEEE (va, —nb,)* + (na, + vby,)
2 oo 2 +oo 2 2
ay 1 1 [ 2 2\(2 4 2 ay 1 Ay, +0
— U - - b :| _ 0 - n n
472+2nz:1(n2+72)2 (" + 77 (an + ) 472+2;n2+’)/2
et finalement
1 [ a2 1 Na 40P
2_ Y (%)2 dr = _02 Y 2 2
T Jo 4y 2 —~nc+y



