Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L2 UE MATH3-2016

CORRIGE DU CONTROLE CONTINU 1
(Mercredi 12 octobre 2016)
Durée : 1 heure (16h15-17h15)

Les documents, les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés. Les
exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. Toutes
les réponses doivent étre soigneusement justifiées. La clarté de la rédaction constituera
un élément important dans ’appréciation des copies. Le bareme est a titre indicatif.
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2
Questions de cours. On considere la matrice A = 0 3 4 | etl’espace vectoriel
-1 1 2
E = {i € R®| Ai = 0}.
1. Déterminer le rang de A. (2 pts)

On utilise la propriété suivante vue en cours : le rang de A est le plus grand entier
r tel que l'on puisse extraire de A une matrice carrée inversible de type (r,r). On
a

det(A) = ’ ~0

34| |30
1 2 3 4

et donc on ne peut pas extraire une matrice (3, 3) inversible. Par contre la matrice

( ? ;l )est une matrice extraite de A dont le déterminant est non nul. Donc
rg(A) = 2.

2. Ecrire I'application linéaire f4 : R? — R? associée canoniquement & A. (1 pt)

L’application linéaire associée canoniquement a A est l'application linéaire as-
sociée a A par rapport auzr bases canoniques. On a

T 1 % 0 T x+%y
fa: R =R fa(z,y,2)=A| v | = 0 3 4 y | = 3y + 4z
z -1 1 2 z —r+y+2z

ou tout simplement

1
fa R =R falz,y,2) = (z+ ¥ 3y +dz —r -y + 22).



3. A-t-on E = Ker(fa)? Justifier votre réponse. (1 pt)

Par définition .
Ker(fa) ={a € R | fa(a) = 0}
or fa() = A-u et donc E = Ker(fa).

Exercice 1. On consideére R?* muni de la base canonique C = (€}, €, €3). Soit B =
(1, U, u3) la famille de vecteurs
ﬁl = (17 Oa 1)762 - (27 17 1)a 63 = (37 17 0)
1. Montrer que B est une base de R3. (2 pts)

Pour rappel, B est une base si et seulement si det(BB) # 0. On dévelloppe suivant
la premiéere colonne

1 2 3
det(B)=| 0 1 1 :‘ bl ‘+‘ 23 ‘:—1—1:—27&0
10 11
110
et donc la famille B est une base.
2. Donner la matrice de passage Fep de la base canonique C a la base B. (1 pt)

Les colonnes de la matrice de passage Peg sont constituées des composantes des
vecteurs de B dans la base C et donc

1 2
Ps=| 0 1
11

S = W

3. Déterminer la matrice de passage inverse Pge. (3 pts)

On sait que Pge = Pc_Bl. On utilise la méthode du pivot de Gauss pour calculer

P

12 31 00 1 2 311 00 12 311 00

co1r1f0170}|—-f0 1 10 10]—=101 1|0 10

110001 0 -1 -3|-101 00 —2(-111
1231 0 0 12 0|-1/2 3/2 3)2

o110 1 0 101 0[-1/2 3/2 1/2
00 1]1/2 —-1/2 —1/2 00 1] 1/2 -1/2 —-1/2

10 0] 1/2 —3/2 1/2
~ |01 0]|-1/2 32 1/2
00 1| 1/2 —1/2 —1/2



et donc
/2 =3/2 1/2
Pse=PFPz =1 —1/2 3/2 1/2
/2 —1/2 —1/2

Soit f l'application linéaire de R? dans R? définie, pour tout (z,y, z) € R3, par
flr,y,2) =(x+2z,24+y+2z,—y+2).

. Ecrire la matrice A de f relativement & la base canonique de R3. (1 pt)

On a

f(gl) = f(17070) = (17 LO)a f(€2) = f(ov LO) = (07 1, _1)7 f(€3) = f(0,0, 1) = (27 1, 1)

et donc la matrice de f est

. Déterminer une base du noyau de f. En déduire le rang de f. (2 pts)

On a
Ker(f) ={(z,y,2) e R’ | f(x,y,2) = (0,0,0).}

Soit @ = (z,y,z) € R3. Alors

€ Ker(f) si et seulement si f(x,y,z) = (0,0,0)

r+22=0
. . . )z =-22
si et seulement si § T+y+2z=0 sietseulement si { _ .
—y+2=0 y=
On pose z = X\ ou X\ est un parametre. On obtient v = =2\, y =X, z =\ et

Ker(f)={(=2X\ X\, A) | A € R}.

D’ou Ker(f)=Vect((-2,1,1)). Donc la famille constituée du vecteur (—2,1,1) consti-
tue une base de Ker(f).

D’apres le théoreme du rang
dim(R?) = rg(f) + dim(Ker(f)).
D’aprés ce qui précéde, dim(Ker(f)) =1 et comme dim(R?) = 3, on déduit

rg(f)=3—-1=2.



6. Déterminer la matrice de f par rapport a la base B. (2 pts)

D’aprés la formule vue en cours

Mg(f) = PaeMc(f)Fes-

et donc
B = Mg(f) = P.3AP:p.
On a
1/2 —-3/2 1/2 1 0 2 -1 -2 0
PgA=| —-1/2 3/2 1/2 1 1 1 ]=1 11
/2 —1/2 —1/2 0 —1 1 0 0 0
-1 =2 0 1 23 -1 —4 =5
PigAPep = 1 1 1 01 1]=[ 2 4 14
0 0 0 110 0 0 0

et donc la matrice de f dans la base B est

-1 -4 =5
B = 2 4 4
0O 0 O

Exercice 2. (5 pts) Résoudre, suivant les valeurs de A € R, le systeme d’équations
linéaires suivant :

r+y+Az=1,
(S) A=1Dy+z=1,
r+Ay+ 2+ Nz =4

On utilise la méthode du pivot de Gauss. La matrice augmentée du systeme est

1 1 A 1
0 x—1 1 1
1 A (2404

11 A1 1 1 Al
0A—1 1 |1 ]=]0x=11]1
1 A (2+A) |4 0 A—1 23

On distingue deux cas : A—1#0 et A—1=0.

e Supposons d’abord A—1 # 0. Alors, en continuant la méthode du pivot de Gauss,

11 A1l 1 1 a1 11 A1
0x-11/1 =0 1 LHi&H]-101 L5
0 A—1 23 0 A—-1 2|3 00 1|2



11 X1 110 100
01 5|5 |—-1010 =% |—=[010 =
00 2 001 001

1—2)\+ L
Tr = —_ —_— o
1T a1

e Supposons maintenant A = 1. Alors on obtient la matrice

11
0 0
0 0

[N
W = =

Or de la second ligne et de la troisieme ligne, on déduit [’équation z = 1 et [’équation
z =3/2, ce qui impossible. Donc, dans ca cas, le systeme n’admet pas de solutions.



