Correction de ’exercice 3 du TD4
Nous noterons & = {e_{, ?2, e_;,} la base canonique de R3
Question 1
3 2 -2
Me(f)=[0 2 0
01 1
Il s’agit de la matrice dont les colonnes sont les composantes des f (ej) dans
la base &.
Question 2

Les valeurs propres de f sont, d’apres une proposition du cours, les racines
du polynoéme caractéristique de f. On rappelle que le polyndéme caractéristique
de f est défini de la fagon suivante :

Pr(X) = det(Ms(f) — XIs)

Il s’agit d’un polynéme de degré égal a la taille de la matrice A : ici 3. On
rappelle également que la définition de P;(X) ne dépend pas de la base de la
matrice associée a f choisie : ici, on considére la matrice A associée a f dans
la base canonique mais si 'on considére une autre base notée & de R? et la
matrice Mg(f), on aura également :

Py(X) = det(My(f) — X13)
car on peut montrer que :
det(Mg(f) — X1I3) = det(Mgy(f) — X1Is)

Calculons :

3 2 =2 1 0 0
det(Mg(f) — XI3) =det(|0 2 0 | —-X |0 1 0})
01 1 0 01
3 2 =2 X 0 0
—det(l0 2 o)-[0 X o))
01 1 0 0 X
3-X 2 -2
= det( 0 2-X 0
0 1 1-X

=B3-X)2-X)(1-X)

On résout :
Pi(X)=0



On trouve de suite :
Pi(X)=0B3-X)2-X)1-X)=0< X €{1,2,3}

Donc les valeurs propres de f sont 1,2 et 3. On notera : Ay = 1, Ao = 2 et A3 = 3.

Remarque 0.0.1

Rappelons ce que signifie que B = {171,172,173} est une base de diagonalisation
de f. Cela signifie que B est une base de R? telle que la matrice Mg(f) est une
matrice diagonale, donc de la forme :

w0 0
Mg(f)=10 p 0
0 0 pus

Par définition, cela signifie que U'on a pour tout i entre 1 et 3 :
— —
flui) = pi i
Donc cela signifie que les u; sont des vecteurs propres de f, et que les u; de
la diagonale de la matrice Mg(f) sont des valeurs propres, et sont associées
—

respectivement aux vecteurs propres ;.

Donc dire que B = {ui, 172, 173} est une base de diagonalisation de f revient a
dire que 9B est une base de R® composée de vecteurs propres de f. Et la matrice
Mg(f) associée a [ dans celte base sera la matrice ayant pq,pe et ps sur la
diagonale.

Remarque 0.0.2

Jusque ld, on a parlé de diagonalisation d’une application linéaire f : on rappelle
la définition : f est diagonalisable s’il existe une base de diagonalisation de f,
c’est-a-dire une base vérifiant ce que l'on a dit dans la remarque précédente.
Masis on peut également parler de diagonalisation d’une matrice A : on rappelle
la définition : A est diagonalisable s’il existe une matrice diagonale D et une
matrice inversible P telles que

D=P ' AP

Voyons le lien entre la diagonalisation d’une application linéaire et d’une ma-
trice : Soit f un endomorphisme de R3 par exemple et notons A = Mg(f) la
matrice associée a f dans la base canonique. Dire que f est diagonalisable revient
& dire qu’il existe une base B de diagonalisation, c’est-d-dire une base de R>
telle que Mg(f) soit une matrice diagonale. Or, vous connaissez maintenant
par coeur la formule suivante :

Mz (f) = Pz iy-Ms(f)-Ps



Donc on a Uexistence d’une matrice diagonale D (D = Mg(f)) et d’une matrice
inversible P (P = Pg g) telles que, en notant : A= Mg(f), on ait :

D=PtAP

On vient donc de montrer que si un endomorphisme f est diagonalisable, alors
la matrice Mg(f) est une matrice diagonalisable et de méme on montre que
cela est vrai pour nimporte quelle base &' de R3 : si un endomorphisme f est
diagonalisable, alors la matrice Mg/ (f) est diagonalisable.

Réciproquement, soit A une matrice diagonalisable de M3(R). Par définition
cela signifie qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P
telles que

D=P AP

Considérons l’endomorphisme, noté f, associé ¢ A dans la base canonique,
c’est-a-dire l’endomorphisme défini par :

X

flx,y,2)=A. |y
z

ou de fagon équivalente, défini par (entre guillemets) :
Mg (f(e;)) = ieme colonne de A

on a alors par définition :
A= Meg(f)

. — .
Notons par ailleurs u; les vecteurs dont les composantes dans la base canonique
sont respectivement la iéme colonne de P. On voit que par définition, on a :

P = Mg(u},us, us)

De plus, comme P est inversible, d’aprés le cours (ﬂ,@,ﬁ;) est une base de
R3, que l’on notera 8. On a alors par définition :
P =Pz
D’ou :
D=P AP
= Py - Ms(f).-Ps.z
Donc d’apres la formule que vous connaissez par coeur :
D = Mg(f)

Donc Mg(f) est diagonale, donc # est une base de diagonalisation de f et donc
f est diagonalisable.

On vient de montrer que si la matrice A est diagonalisable, alors l’endomor-
phisme f associé a A dans la base canonique est diagonalisable. De méme, on
montre que cela est vrai pour toute base & de R3 : si A est une matrice diagona-
lisable, alors l’endomorphisme g associé a A dans la base &' est diagonalisable.



Remarque 0.0.3

On rappelle que l’ensemble constitué du vecteur nul et de tous les vecteurs
propres associés d la valeur propre A1 de f par exemple est appelé sous-espace
propre de f associé a la valeur propre A1 et est défini de la facon suivante :

By (f) = {VER?|f(V) = A\, ¥}

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de R3, ce que je vous encourage vivement d
vérifier par vous-mémes afin de vous en convaincre définitivement.
Ona :

Ex(f) = {VER*|f(¥) = A1
— (Ve R3|f(V) — A
= (Ve R|(f — \.Id)(V) =0}
= Ker(f — A.1d)

ot Id est Uapplication identique de R? dans lui-méme.

Comme on sait que le noyau d’une application linéaire est un espace vectoriel, et
comme Uapplication (f — A1.1d) est linéaire (somme d’applications linéaires), la
derniére ligne montre notamment que les sous-espaces propres sont des espaces
vectoriels.

Remarque 0.0.4

On rappelle le critére pour montrer qu’un endomorphisme f d’un K-espace vec-
toriel E de dimension n est diagonalisable : f est diagonalisable si et seulement
si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pr(X) est scindé dans K[X].
On a alors Pr(X) de la forme :

Pr(X) = (X = A)™ x...x (X = Ap)™

ot les \; sont les valeurs propres de f et les m; leurs degrés algébriques
respectifs. On rappelle que l’on a toujours :

mi+...+mpy=n

2. Pour TOUT i entre 1 et p le degré algébrique de \; (m;) et le degré
géométrique de N\; (c’est-a-dire dim(Ey,(f))) sont égauz.

Remarque 0.0.5

On a "un raccourci” dans le cas ot l'on trouwve exactement autant de valeurs
propres distinctes que le degré n de E : un résultat du cours nous dit la chose
sutvante :

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n. Si f admet
n valeurs propres distinctes A1, ..., \n, alors f est diagonalisable.



Question 4

D’apres la remarque 0.0.5, f est diagonalisable puisque f est un endomor-
phisme de R? qui est de dimension 3 et f a trgis Xaleurs propres distinctes.
On cherche & présent une base = {uy,us,u3} de diagonalisation de f.

On commence par chercher les vecteurs propres de f associés aux valeurs
propres 1, 2 et 3. Calculons :

Ex (f) = Eu(f)
= Ker(f — Id)

On a donc :

On a 3 inconnues et seulement 2 équations : on passe z en parametre :

* r+y==z
Y GE)\I(f)@{
2 y=0

On trouve ensuite x et y en foncton de z "en remontant" et en remplacant y par
sa valeur :

z xr =z
Y EEAl(f)@{ B

z y=0
T 1
S|yl =210
z 1
1
Donc {| 0|} engendre Ej,(f). De plus, cette famille étant composée d’un
1

unique vecteur non nul, elle est libre donc constitue une base de Ejy, (f) qui



est de dimension 1.
On fait de méme pour déterminer une base de E\,(f) et Ex,(f) et on trouve
respectivement les familles

0

{{11)s
1

et
1

{o
0

On rappelle les propositions suivantes du cours :

Proposition 0.0.1
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Soit \i,..., )\, les valeurs
propres de f. On a :

fdiagonalisable < E est somme directe des sous-espaces propresEy, (f)

ot on rappelle que E est somme directe des E),(f) si :
1. E:E)\1+...+E)\p

2. Pour tous u;€ Ey,(f) tels que :
— — =
up +...+ up=0
ona:
Proposition 0.0.2
Si pour tout i, on note B; une base de Ey,(f), on a :

E est somme directe des sous-espaces propres Ey,(f) si et seulement si %1 U
..U ZB)y est une base de E

1 0 1
On utilise ces propositions pour conclure que : {{ 0], 1],[ 0]} est une
1 1 0

base de R3. Elle est composée de vecteurs propres de f (associés aux valeurs
propres 1, 2 et 3 respectivement) donc il s’agit d’une base de diagonalisation de
f que 'on note # et on a :

1 0 0
Mg(f) =10 2 0
0 0 3
En notant : D = Mg(f) et P = Ps g, on a alors d’apres une formule du cours :

D=PtAP



ou de facon équivalente :
A=PD.P!

Exercice 4
Question 1

Etape 1 : Calcul du poynoéme caractéristique :
Py(X) = det(A — X1I) et le calcul donne :

Pa(X) = (4- X)(~2 - X)

Le polynéme caractéristique est scindé donc on passe a :
Etape 2 : recherche des racines de P4 (X) :

Py X)=0< X € {-2,4}

Donc A\; = —2 et Ay = 4 sont les valeurs propres de A. Commme pour I’exercice
précédent, on a une matrice de taille 2 et on a 2 valeurs propres distinctes, donc
d’apres le cours A est diagonalisable. Faisons quand méme la méthode générale,
que l'on aurait appliquée si on n’avait trouvé qu’une seule valeur propre : on
n’aurait alors pas utiliser la remarque 0.0.5 pour conclure directement et on
aurait di comparer les degrés arithmétique et géométrique de la valeur propre
trouvée. Faisons le :

Etape 3 (ici inutile mais on s’entraine) : comparaison des degrés arithmétique
et géométrique de A\; et Ay. Pour \p :

Le degré arithmétique de A1, noté m; est la puissance du facteur (X — A1) qui
apparait dans le polynéme caractéristique, donc m; = 1.

Le degré géométrique de A\; est la dimension de E}, (A) : il faut donc par exemple
trouver une base de Ejy, (A) pour le trouver. C’est ce que l'on fait exactement

comme a la question 3 de I'exercice 3 et on trouve que {(11>} est une base de
E)\l (A) Donc dim(E)\l (A)) =1= mq

Pour A5 :
Le degré arithmétique de Aa, noté ms est la puissance du facteur (X — Az) qui
apparait dans le polynéme caractéristique, donc mo = 1.
Le degré géométrique de Ay est la dimension de E}, (A) : il faut donc par exemple
trouver une base de Ej,(A) pour le trouver. C’est ce que l'on fait exactement

1
comme a la question 3 de I'exercice 3 et on trouve que {(1>} est une base de

Ey, (A). Donc dim(Ey,(A)) =1=mgq
Donc f est diagonalisable.
Etape 4 : utilisation des propositions 0.0.1 et 0.0.2 pour trouver une base de

diagonalisation de f.

. .. . , 1 1
D’apres ces propositions énoncées plus haut, {(1> , <1>} est une base de f.



Comme elle est constituée de vecteurs propres de f, c’est une base de diagona-
lisation de f, notée % et on a :

wat = (50 4)

Donc en notant D = Mgz(f) et P = Pg g on a :

D=PlAP
ou :
A=PDp!
Question 2
A" = p.pr.p!

On fait le calcul, en sachant que :

Question 3

On a, en écrivant le systéme matriciellement :
Un+1 — A Up,
Un+1 Un
Un Vo

On calcule A™. u()) a laide de la valeur de A™ trouvée a la question 2 : d’apres

Par récurrence, on a :

Vo
Iégalité (1), on trouve un vecteur colonne dont le premier coefficient est égal a
Uy, et le second a v, ce qui nous donne la réponse a la question 3.



