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CORRIGE DE QUELQUES EXERCICES DE LA FICHE 12

Exercice 1. On considere I’équation de la chaleur

ou  O%u
gu_ U _y, Ve €0, L[, Vt >0, (1)
(BC) oy 2o, Vo € [0, 1), 2)
w(0,8) = u(L,t) =0, Vt>0 (3)

qui modélise le probléeme suivant : une barre métallique de longueur L, représentée par le segment [0, L],
dont la température a 'instant ¢ au point = € [0, L] est donnée par u(x,t). On cherche & déterminer u en
connaissant la condition initiale (2) et les conditions aux bords (3).

On pose D =0, L[x]0, +oo[ et on suppose que u est continue sur D = [0, L] x [0, 4+-o00[ et de classe C>
sur D. On suppose en outre que ug est de classe C* sur [0, L].

1. Montrer que si la fonction u s’écrit sous la forme u(z,t) = F(x)G(t), o F' et G ne s’annulent pas
sur D, et vérifie (1) alors F' et G vérifient chacune une équation différentielle linéaire de second ordre
qu’on déterminera.

En remplagant dans ’équation (1) :

ou 0%u / " _
5 @0 = 55 (@) = F@)G'(t) - F'(@)G(t) = 0

et donc il existe A € R tel que
F'(z) _G'(t)

= =\
F(z)  G(t)
D’ou les équations différentielles linéaires suivantes :
(4) F'(z) = AF(z) =0,
(5) G'(t) — A\G(t) = 0.

2. Résoudre ces équations différentielles en tenant compte des conditions aux bords (3).

Les conditions auz bords (3) donnent :
F(0) =u(0,t) = F(0)G(t) =0, Vt>D0,

u(L,t) = F(L)G(t) = 0, ¥t > 0,

et des conditions imposées sur F et G, G(t) # 0 pour tout t > 0, on déduit que F(0) = F(L) =0. En
tenant compte de ces conditions, déterminons les valeurs possibles de \.

Si A = 0 alors de léquation (4) on déduit F"(x) = 0 et donc o, € R tel que F(x) = ax + 5.
Or F(0O) =8 =0cet F(L) = aL =0 et donc « = 8 = 0, ce qui est impossible car F n'est pas
identiquement nulle.



Supposons A\ > 0. L’équation caractéristique de (4) est r> — X\ = 0. Les solutions sont r = 4/r. D’ot
la solution générale de (4) est

F(z) = CreV™ + Cge_ﬁ””, ot C1,Cy € R.
Des conditions F'(0) = F(L) =0, on déduit
F(0)=Cy+Cy =0, F(L)=Cie" N + Cpe= VM

et donc C1 = Cy =0, ce qui est de nouveau impossible.
Donc l'unique possibilité est A\ < 0. L’équation caractéristique de (4) est 12 — X\ = 0. Les solutions

sont v = £+/|A|i. Dot la solution générale de (4) est

F(x) = Cicos(v/|A|x) + Cosin(+y/|\|x), ou C1,Cy € R.

Des conditions F'(0) = F(L) =0, on déduit
F(0)=Cy =0, F(L)=Cssin(y/|\|[L) =0

et comme on doit choisir Cy # 0, on conclut que sin(y/|A\|L) =0 et donc \/|\|L = kx, k € Z*. D’ou

dk € Z* tel que

km
A= —
N="

et finalement
F(z) = Csin(k%a:), CeR, keZ.

Quant a (5) sa solution générale, en tenant compte de A < 0 et /|| = ’%, est
At K22y
Gt)=Ce" =Ce 7", CeR, keZ".

Enfin
k272

k
u(z,t) = Csin(%x)e_ v ! CcR, keZ".

. En déduire que toute fonction de la forme

22
(4) u(z,t) = Z ap, sin (n%x)e !

n>1

est une solution de (1) et (3) [On suppose que la série converge uniformément].
On suppose une converge uniforme, que ¢a soit pour la variable x ou t. Par la convergence uniforme

2

0 0 —n2a?
a—?(z,t) = ;ana(sin (%x)e 2 )

o? o2 ) 222
3 g(m t) = ;an@(sm (%x)e 2 )
2 - 2 2.2
%l;(x,t) - %(x,t) = Z an, {%(sin (n%x)eTt) — %(sin (n%x)e L2 t)} =0.



4. Soit g une fonction impaire et 2L-périodique qui coincide avec ug sur [0, L]. Justifier 'existence du
développement en série de Fourier de 7 et donner une condition nécessaire sur a,, pour que la fonction
u donnée en (4) soit solution au probleme (EC).

Comme 1y est une fonction impaire et 2L-périodique qui coincide avec ug sur [0, L] et comme ug est
de classe C' sur [0, L] et comme u(0) = u(L) = 0 =0, on conclut que iy est continue et dérivable par
morceauz sur R. D’apres le théoréme de Dirichlet, si Sug désigne la somme de la série de Fourier de
@ alors Stg(x) = ug(x) pour tout x € R et donc Gy est développable en série de Fourier.
Comme Ty est impaire, on a
do(x) = Z ap sin(nwx), Vo € R
n>1

_ . . . _ 2t _ w
et comme ug est 2L-périodique, w = 57 = T et donc

Qv sin( , Vo € R.
=2

n>1

En particulier
Z aup sin( , Yz €0, L].

n>1

—n2n2
t) = Zan sin (%x)e A

n>1

Pour que la fonction

soit une solution au probléme (EC) il faut
u(z,0) = ug(z), Yx € [0, L], (2) w(0,t) =u(L,t)=0, Vt>0 (3)

et donc

u(z,0) = up(x E anbln E auy, sin( —a:

n>1 n>1

D’ou a, = o, pour toutn > 1.

5. Justifier que la fonction ainsi trouvée est bien solution au probleme (EC).

Soit donc
Z ay, sin( , Ve € R,

n>1
le développement en série de Fourier de ug et
2.2

t)=> opsin (n%x)eﬂl; L

n>1

Soit t > 0 fizé. Comme T est continue et de classe C' par morceaus, sa série de Fourier converge
normalement (on utilise ici une conclusion forte du théoréme de Dirichlet qui n’a pas été énoncée en

—7127\'2
—nmy
cours). Comme e 2 " <1 ona

7n7rt

jawsin (o)
apsin | —zx |e
L

2 2

nm
’<Pﬁmﬂf@\

- . t s
et donc la série ), -, oy, sin (”%x)e ~2 ' converge normalement. Par conséquent

82 Cn2n2
t) = Zan@(sin (%x)e 2 ),

n>1




De méme, en utilisant la convergence normale, on a par rapport & la variable t :

2

0 0 —n?nx?
a—?(w,t) = ;anﬁ(m (%x)e z )

et donc

ou 0%u

E(Jﬁvt) - @(Ivt) =0.

Enfin, avec le choiz fait, on a

u(z,0) = up(z), Vo € [0,L], u(0,t) =u(L,t)=0, Vt>0.

Exercices supplémentaires

Exercice 2. Soit f: R® — R une application différentiable. On pose F(z,y,2) = f(z —y,y — 2,2 — x).

acuerax 8y 82

Corrigé. Posons

a:R®* > Ra(z,y,2) =z —y, b:R> > R,b(z,y,2) =y — 2, ¢:R> =R, c(z,y,2) =2 —

On a
oF I U L. N o vv—zz—a)x
%(Z,y,Z) - (‘)x(x 2 Zy % :L') X ax(xayaz) + 8y<x Y,y 2% £L’) X 8x(m7yaz)
af dc
Jr&(:rfy,yfz,zfx)x%(x,y,z)
= o yy—zz-m) - Ly -2z
axac Y, Y — 2,2 — T azx Y, Y — 2,2 — ).
OF . _0f ou O D
ay ('Tayvz) - ax(x vYy—z2=z 33) X ay(x7y72) + ay (.13 Yvy—z2z J?) X ay(xvyaz)
af Jdc
-l-a(x—y,y—z,z—x)xafy(x,y,z)
__of of
oF B U L o vy—zr—ax
a(xvyvz) - 61‘(m Y,y Z, % 1') X az(wvyaz) + ay(x Y,y Z, 2 .’E) X 8Z(x’yjz)
of dc
—&—g(ﬂc—y,y—z,z—x)x&(x,y,z)
I S SO < (P
prou OF OF OF
(%+87y+@)(x’y’z):0'



Exercice 3. Soient f : R? — R différentiable et ¢ : R — R définie par g(z) = f (ew sinz, In(1 + x2))
Montrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée en fonction des dérivées partielles de f.

Corrigé. Posons
a:R =R, a(z)=e"sinz, b: R —= R, b(z) = In(1+ z?).

Comme g est composition de fonctions différentiables, g est différentiable (sur R). On a

g (z) = %(egC sinz,In(1+ 2?)) x o' (z) + g—;(ez sinz, In(1 + 22)) x ¥ (z)

_ af T 2 Tl af T . 2 21'
= 8:5( sinz, In(1 + z*))e”[sinx + cos x| + ay(e sinz, In(1 + z°)) x T2

Exercice 4. Soit f une fonction de classe C2. Résoudre ’équation des cordes vibrantes
or_of
0x2  Oy?

a l’aide du changement de variables u = IT“’ et v =S¥

Corrigé. On pose f(z,y) = F(u(z,y),v(z,y)). On a

0f _0F0u 0F oy _10F oF,
dr  Oudxr Owdr 2°0u v
0% f 0 /1 0F OF 1,0 0F 0 OF
o = 50w * 50)) =35 G0 5 a)
_1(82F@+ O°F Ov | O°F @+62F@)
T2\ 9u? 9x  Ovdudxr  Oudvdxr 2 Ox
B 1(82F P, 62F)
T4\ Ju? Oovou = Ov?
0F _0Fou 0F0v _10F oF,
dy Oudy Ovdy 2 Ou ov
0% f 0 /1 0F OF 1,0 0F 0 OF
a7 =5yl a0 =25 ) )
L L(EEOu PF 0 FF 0w #E o)
Ou? Oy  OvOudy Oudvdy  Ov? dy

et

2
1 ’F  0*F 0’F  O*F
- i((w ~avou~ Guoe ~ a2 ))
B 1(82F _ g 0*F n 82}7‘)
4\ Qu? ovou  Ov?
D’ou I’équation devient
0*F B
ovou
En intégrant, par rapport a v, on obtient
OF
u a(u)

ol A est une fonction ne dépendant que de u. D’ot, si A est une primitive de a, on a
F(u,v) = A(u) + B(v).

ou B est une fonction ne dépendant que de v.
D’ou
Tty

r—y
2 )

)+ B(*

fla,y) = A




Exercice 5. Résoudre en utilisant le changement de variable x = w, y = uv ’équation aux dérivées partielles

suivante : an an an
212 2= =0
0x? +ary 0xdy ty Oy?

Corrigé. On pose f(z,y) = F(u(z,y),v(z,y)) ot u =z et v=y/z. On a
of OFOu OF v _9F y OF

dr  Oudxr  Ovdr Ou a2 v
aif_ﬁ(@j_iﬁj) _E(aj)_ ﬁ(iaj)
8r2  Ox\du x20v/ 9z du yax z2 Ov

0?F du 0%F v —20F 1,0 OF
= oz (a2 (5G)

ou? Oz + dvou oz !
O*F y 0°F 290F y /0°F Ou O*F v
T 0wz 22 0vdu E%iﬁ(auav% W%)
0’F y 0°F 290F y O°F y O°F  —y
T ou? 220v0u | a3 Ov 22 0udv a2 h? a2
0’°F 2y 0°F  2yOF 4? 0°F
T 0w 220vdu | 28 0v | at o2’

it done 0% f O*F O*F oF O*F
290 297 gl 4 opTt 2l
v 0z2 Y ou? ”“avau + v@v v Ov?

Ona 2f 8(8F y8F>

oydr  Ooy\ou 22 v
= o)~ (%)
PFou  O0*F ov 1 (OF 0 OF
=53y * 5wy~ o0 oy 00)
lﬁ_i(’?j_g(ﬁ@+5£%)
zO0vOu 22 Ov 22\ 0v? Jy  Ovdu dy
1 *F  19F y &°F

xOvou x?2 Ov a3 Ov?

et donc
0% f 0°F OF 9?
2zy

=2
Oyox Y 5vou s Ov?

On a

0f _0Fou  0Fov_10F

dy OJudy Ovdy x v

0 D 1ory 10 ofy L FF ou 82@)

oy?  Oy\z Ov x Oy \ Ov z\Qudv dy  Ov? Jy
1 9*F

2 Ov?

et donc ) )

4 Oy? Y he2

Enfin I’équation devient
0% f 0% f 0% f 0*F
222 49 2L 2= =0.
i + xyayam +y Oy? Y




Comme u # 0, on conclut
0’F
— =0.
ou?
Par intégration, on obtient
F(u,v) = A(v)u + B(v)

ou A et B sont des fonctions qui ne dépendent que de v. D’ou

[z, y) = Aly/x)x + B(y/x).
Exercice 6. En effectuant le changement de variables u = = + y, v = x — y, déterminer les fonctions
f € CY(R?,R) vérifiant
of of 2
Lo v R2,
ar oy (z,y) €
Corrigé. On pose f(z,y) = F(u(z,y),v(z,y)). On a
0f _OFou 0F0v_OF OF
dr Oudxr Ovdr Ou Ov’
et

af OFou 9Fdv _OF OF

oy —ouoy ovdy ou v

L’équation devient

OF
— =0.
v
En intégrant, on obtient
F(u,v) = A(u)

ou A ne depend que de u. D’ou
flz,y) = Az +y),
ot A:R — R est une application de classe C*.

Exercice 7. On note D = {(z,y) € R?|z > 0}. On considere ¢ : D — D définie par

o(z,y) = (u,v), avecu=uz, v= Q.
X

1. Montrer que la fonction ¢ est bijective et de classe C' de D sur D ainsi que sa fonction reciproque.
2. A Taide du changement de variables ¢, résoudre I’équation aux dérivées partielles

2 0f af _

3. Quelle est la solution de I’équation qui vérifie

f(1,0) =0, g—zjj(l,y) = sin(y) pour tout y € R?

Corrigé.
1. Montrons que ¢ est bijective.
Soient (x,y), (z',y") € D tels que p(x,y) = p(z',y'). Alors © = 2’ et y/x = y'/2’ et donc y = 3. D’ot
(z,y) = (2/,9') et donc @ est injective.
Soit (a,b) € D. On a ¢(a,ab) = (a,b) et donc ¢ est injective. On conclut que ¢ est bijective.
Montrons que ¢ est de classe C!. Les applications (z,y) — x et (x,%) + y/z sont de classe C* sur D.
En effet, chacune d’elle admet des dérivées partielles continues sur D. Donc ¢ est de classe C*.

On a o (x,y) = (x,7y) et de méme ! est de classe C'. Donc ¢ est un difféomorphisme.



2. Posons f(z,y) = F(u,v). On a
of _OFOu 9Fdv OF y OF

%_%8x+%%_8u z2 Ov’
et

of _oFou oFon _10r
dy Oudy Ovdy zov’

L’équation devient

Ty T o

uv.

x25’7f af 2 OF
ox

Comme u # 0, on déduit
oF v

ou u’
En intégrant 1’équation différentielle précédente, on obtient
F(u,v) =vlnu+ C(v)
ot C(v) est une fonction qui ne dépende que de v. D’out

flz,y) = %lnm—l—C(%).

3. Cherchons la solution vérifiant

of

f(1,0) =0, a—y(l,y) = siny, pour tout y € R.
On a
of / .
f(1,0)=C(0) =0, afy(l,y) = C'(y) = siny.
Donc
C(t) = —cos(t) + ¢, ouceR.
Enfin

B T —
f(z,y) = . Inx cos(x) +1.



