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Question de cours. (2 pts) Soit (u,) une suite complexe et £ € C.

1. Donner la définition de ce qui est un voisinage de /. (1 pt)
2. Donner le définition de hT Uy, = L. (1 pt)
n—-+00

Exercice 1. (8 pts) Soient a,b,c € R et A la matrice donnée par

1 a b

A=1 0 1 ¢

0 0 2
1. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques. (1 pt)
2. Montrer que si a # 0, alors A n’est pas diagonalisable. (1 pt)

3. On suppose que a = 0.

(a) Déterminer une base (ainsi que la dimension) des sous-espaces propres as-

sociés aux valeurs propres de A. (2 pts)
(b) Justifier pourquoi A est diagonalisable. (1 pt)
(c) Donner une matrice diagonale D est une matrice inversible P telle que A =
PDP™ (2 pts)
(d) Calculer A™ pour tout n € N. (1 pt)

Exercice 2. (6 pts) On munit R? de la base canonique B = (ey, e, €3). Soit ¢ : R® — R
la forme quadratique dont I'expression analytique dans la base B est

q(z1, T, x3) = 302 + 423 + 323 + V31179 + 2V 3013

1. Calculer la matrice A = Mp(q) de ¢ dans la base B. (1 pt)
2. Calculer les valeurs propres de A. (2 pts)

3. Déterminer une base orthonormée B’ dans laquelle A est représentée par une
matrice diagonale. (2 pts)

4. Donner l'expression analytique de ¢ dans la base B’. Est-ce que ¢ est définie
positive ? (1 pt)



Exercice 3. (8 pts) Soit E = Ry[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré au plus 2 muni de la base canonique B = (Fy, P, P) ou Fy(X) =
1, Pi(X) =X et P»(X) = X? On muni F du produit scalaire

(P e 5o (PlQ) = [P0 ar

1. Calculer ||P0||, <P0|P1>, P1 - <P0|P1>P0 et ||P1 — <P0|P1>P0|| (2 ptS)

2. Soit F' = R;[X] le sous-espace vectoriel de E des polynomes de degré au plus 1.
Soit Q1(X) = v/3(2X — 1). A partir de la base By = (P, P\), grace au procédé
de Gram-Schmidt, montrer que la famille C = (Fy, 1) est une base orthonormée
de F. (1 pt)

3. Soit f : E — F le projecteur orthogonal. Soit R(X) = X?2. Calculer f(R).
[Rappel : Si F' < E est un sous-espace d'un espace euclidien E, admettant une

base orthonormée (uq, - - - ,u,), alors la projection orthogonale f sur F' est donnée
par la formule f(z) = (z|u)uy + - - + (@|up)u,.] (2 pts)
4. Calculer la matrice A de f dans la base B. (1 pts)

5. L’endomorphisme f est-il symétrique? Peut-on le diagonaliser dans une base
orthonormée ? (1 pt)

Exercice 4. Bonus (4 pts) Soit R? muni du produit scalaire canonique et soit C la
conique d’équation
P+ oy +yt—-1=0.

1. Montrer qu’il existe une base orthonormée B’ = (u, v) dans laquelle 1’équation de
C est (3 pts)

1 12 3 /2
- Yy —1=0.
23: + 2y

2. Quelle est la nature de C? (1 pt)



