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CORRIGE DU CONTROLE CONTINU FINAL

Exercice 1. On munit R? du produit scalaire canonique et on considére la matrice

310

A= 1 3 0

000
1. Calculer les valeurs propres de A.

On a
3—-X 1 0
P(X)=| 1 3-X 0 |=-XB-XP +X=X(1-(3-X)?).

0 0 -X

D’olt P4(X) = 0 si et seulement si X = 0 ou (3 — X)? = 1 si etsuelement si
X =0ou X =2 ou X = 4. Donc les valeurs propres sont 0, 2,4, chacune d’elles
est de multiplicité 1.

2. Déterminer une base orthonormée dans laquelle A est représentée par une matrice
diagonale.

Comme A est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.
Calculons des bases des sous-espaces propres.

D’ou @ = (0,0,A) ou A € R. Donc Ey(A) est engendré par u; = (0,0,1).

U= (x,y,2) € Eh(A) ©3x+y=2x,2+3y=2yet 0=32<y=—xetz=0.

D’ou @ = (A, —A,0) ou A € R. Donc E5(A) est engendré par iy = (1,—1,0).

U= (x,y,2) € B4(A) ©3x+y=4r,x+3y=4yet 0 =4z y=zet z=0.

Dot @ = (A, A,0) ou A € R. Donc E,(A) est engendré par iy = (1, 1,0).
On a
] =1, [|d]| = ||7@] = v2.

La famille B = (uj, \ﬁ/—%, \%) constitue une base orthonormée dans laquelle A est
représentée par une matrice diagonale.



Exercice 2.

1. FEtudier la convergence de la série numérique de terme général donné pour tout

n>1 par
_ y/n+sin(n)
" In(n+1) 4+ n¥
On a
1+ s ‘ In(1
Up = ﬂ X + Sln(n)/\/ﬁ , hm Sln(n) — 0’ hm n( _'_ n) — O
n3 1+ 1In(n+1)/n3" note /n N0 n3
D’ou
n? )
li W X —= =
et donc u, ~ \7{_377 = —5. Comme les deux séries Y u, et Y =5 sont & termes

positifs et comme la série ) —> est une série de Riemann convergente (car 5/2 >
1), en déduit, par le critere de comparaison, que la série ) u,, est convergente.

2. Montrer que la série numérique suivante est convergente et calculer sa somme :
Z 1

nin+2)
e (n+2)

o L 1 s : 1
De méme ici, on a ———= ~ = et par le critere de comparaison amry est

n(n+2)
convergente.
On a
1 1 1
nin+2) 2n 2(n+2)
et donc
k=n k=n k=n k=n-+2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si=5( =Yg =5 2 D=5y )
kalk — k+2 2k:1k‘ — k 2 2 n+1 n+2
D’ou ] ! 3
lim S,==(14+=)=-
n=> oo ;3 =1

qui est la somme de la série.

Exercice 3.
I. On considere Ry[X | I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égale a 2.
On pose Po(X> = 17 Pl(X) = X, PQ(X) = X(X - 1) et B = (Po,Pl,PQ).
1. Montrer que B est une base de Ry[X].
Comme la dimension de Ry[X] est 3, il suffit de montrer que B est libre. Soient
)\1, )\2, )\3 € R tels que )\1P1 + )\QPQ + )\3P3 = 0. Alors
A+ X+ XX -1)=0

et donc A\;+(Aa—A3) X +A3X? = 0. D’ot1, par l'unicité de I’écriture d’un polynome,
A =0, 3=0et Ay — A3 =0. Donc \; = Ay = A3 = 0, ce qui prouve que B est
libre.



2. Soit Q(X) = X2+ X + 1. Calculer les composantes de Q dans la base B.
Cherchons donc Aq, Aa, A3 € R tels que

Q=M MP,+ P+ \3P3

ce qui revient a
LT+ X+ X2 =X+ (o — A3) X + A X2
On déduit, par identification, Ay = 1, A3 =1 et \y = 2.

II. On consideére la série entiere E an,x’ ou
n>0

_n2+n—|—1

Ap I
n:

1. Calculer son rayon de convergence.
On utilise la regle de D’Alembert

2 !
lim |anaa| lim n+1)24+n+1)+1 y n!
n—+too  |ay,| n—-+o0 (n+1)! n?+n+1
1) 1)+1 1
. (n+1)+(n+1)+ "

n——4-00 n>+n+1 n+1:
Donc le rayon de convergence est +oo.
2. Calculer sa somme (Utiliser la question 1.2).

D’apres la question 1.2, on a
n*+n+1=1+2n+n(n—1)

et donc, pour tout n > 2,

n*+n+1 1 49 1 n 1
n! "~ nl (n—1!  (n-—2)!
D’ou
St =143+ Y 22y L 5L
n! (n—1)! (n—2)!
n>0 n>2 n>2 n>2

oz ]' n—1 2 1 n—2
=e +2x+2xz<n_1)!x +x Z(n_Q)!x
n>2 n>2

1 1
= Bx =+ 2{[‘(1 -+ Z El‘n) —+ I’QZ gl‘n
n>1 n>0

= (1427 + z%)e".



Exercice 4. On considere I’équation différentielle
(E) y'—ay —y=0
avec la condition initiale

(CE) y(0) =1, ¥'(0) =0.

On suppose que (E) admet une solution développable en série entiere au voisinage de
+00

0, y(x) = Zanx", de rayon de convergence R > 0 et vérifiant la condition initiale

n=0

(CE).
1. Calculer ag et a;.

D’apres la forme de Taylor-Maclaurin,

2. Montrer que a,, vérifie la relation de récurrence

Ap = —Qp_9, pour tout n > 2.
n

y'(x) = Z nap,x" ", ry'(r) = Z na,z",

n>1 n>1

et

En remplagant dans (F),

y'(z) — xy () —y(x) = Z n(n — 1a,z" 2 — Z na,r" — Z a,x"

n>2 n>1 n>0

=Y (n+2)(n+D)ays0z" =Y (n+ a2 — ag

n>0 n>1

= (202 — ag) + > _(n+ 1)((n + 2)ansa — an)2™.
n>1
D’ou
1 1

Qo = §a0, Ap42 =

Qan pour tout n > 1,
ce qu’on peut réécrire

1
a, = —an_9, pour tout n > 2.
n



3. Déterminer expression de asy et montrer que asir1 = 0 pour tout k € N.

Par récurrence sur n,

1 1

Q2 = 7702

2k 270 T @k 2(k — 1)) P

et donc .
“F =GRk —1) -2
De méme
1 1
Gk = o 1T 2k 1 )2k — 1
1
T (2k+1)(2k—1)(2k—3)---1
car a; = 0.

4. Donner ['expression de la série entiere obtenue et calculer son rayon de conver-

gence.

La série obtenue est

1 n

n>0

Calculons le rayon de convergence de la série ano T%Z,xn Par la regle de D’Alem-

bert o)
n! _0

lim —— "~ —
nrtoo 20 (n + 1)]

et donc le rayon de convergence est +oc0. Il est en de méme pour la série )

1 2
n>0 2"n!x '

Exercice 5. Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie sur [, 7] par f(z) = z2.

1. Dessiner le graphe de f sur lintervalle [—3m, 37].

]
g
|

n



2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

La fonction f est paire. Par conséquent, b, = 0 pour tout n > 1. On calcule a,,.

2 [, 2 13 272
= — d = — —ﬂ-:_.
a0 71'/0 v 7T[3]0 3

Pour tout n > 1, en appliquant une intégration par parties, on a

a, = 2 /07T 2% cos(nz) = 2<[I2Mr—/oﬂ zxsin(nx) dx) _ /Oﬂq;sin(mc) dx.

™ n 0 n ™

Une nouvelle intégration par parties donne

n? n?

—_4([—1' cos(mc)]7r N /O’r cos(nx) dx) _ 4 cos(n) 4(—1)”.

ap = =
™ n 0 n

3. Pour quelles valeurs de v € R, a-t-on Sf(x) = f(x) ?

La fonction f est continue sur R. De méme elle est dérivable par morceaux sur R.
Par conséquent, par le théoréeme de Dirichlet, pour tout z € R,ona Sf(x) = f(x).
En particulier pour tout x € [—m, 7,

2 1
4(—-1)"
2? = % + ; %COS(TME).

4. Calculer les sommes des séries numériques suivantes

GDI="NNUD et

(a) En prenant x = 0, on obtient

et par conséquent

—~ n? 12

(b) Comme la fonction f est continue, on peut appliquer 1’égalité de Parseval, qui

donne .
2n2 , 1 Ie=4(-1)", 1 (™ ,
L4 o = dx.
<3) X4+2n:1( n? ) 27r/_ﬁx v
D’ou
=1 B 1( 1 [m5]ﬂ 7r4> B 1(7T4 7T4)77T4
et 8\2orls5le 9/ 85 97 90



