Correction des exercices 4, 5 et 6 de la feuille 1 de TD.
Exercice 4

On rappelle la

Définition 0.0.1 (espaces vectoriels supplémentaires)
Soit V un espace vectoriel sur R ou C et soient E et F des sous-espaces vectoriels
de V.

o
1. On dit que E et F sont en somme directe si ENF = {0y }.
On note alors F & G ’espace vectoriel F + G.

2. On dit que E et F sont supplémentaires dans V (ou que V est la somme
directe de E et F) si :
(o) E4+F=V
(b) E et F sont en somme directe

Remarque 0.0.1
Si E et F sont supplémentaires dans V, tout élément de V s’écrit de facon
unique comme la somme d’un vecteur de E et d’un vecteur de F.

Correction de ’exercice 4 :
Montrons que E est un sous-espace vectoriel de R2.

1. L’élément neutre du R-espace vectoriel R? est (0,0). Le vecteur (0,0)
appartient & E car 0 = —0

2. Soit A € R et soient (x1,y1) et (x2,y2) des vecteurs de E : c’est-a-dire

que : y; = —x1 et yo = —x3. Montrons que A.(z1,y1) + (z2,y2) est dans

E.

On calcule :

A(@1, 1) + (2,92) = (Az1 + 22, Ay1 + o)

On veut montrer que Ay + y2 = —(Ax1 + x2)

Comme y; = —x1 et yo = —x2, 0n a : A\y; = —Axy et

Ay1 4+ y2 = —(Ax1 + 22)
D’aprés les points 1 et 2, E est un sous-espace vectoriel de R2. De méme, on
montre que F est un sous-espace vectoriel de R2.
On remarque que E et F sont des droites passant par l'origine. On montre de
la méme fagon que précédemment que toute droite passant par 1’origine est un
espace vectoriel.

Montrons que E @ F = R2.

1. Montrons que EN F = {(0,0)}
Soit (x,y) € EN F. Montrons que (z,y) = (0,0).
Comme (z,y) € E,ona:y=—zx
Comme (z,y) € F,ona:y=uz.
Donc —z = x donc 2 = 0 et donc y = 0. Donc (z,y) = (0, 0).
Ceci montre que ENF = {(0,0)}.



2. Montrons que F + F = R2.

E + F est inclus dans R? donc il reste & montrer l'inclusion réciproque
c’est-a-dire montrer que tout vecteur (z,y) de R? s’écrit comme une
somme d’un vecteur de E et d’un vecteur de F.
Soit (x,y) € R2. On cherche (z1,11) € E et (w2,52) € F tels que :
(z,y) = (z1,v1) + (22, y2), c’est-a-dire que l'on cherche des réels 1 et o
tels que :

(z,y) = (z1, —21) + (22, 22) (1)

La méthode que 'on va utiliser est appelée méthode d’analyse-synthese :
Etape 1 : Analyse.

On suppose qu’il existe des réels x1 et zo vérifiant (1) et on cherche des
informations sur eux :

r =x1+ X2
(z,y) = (1, —21) + (22, 22) & {
Yy = —T1+ T2

r1+Tyg=2x
N 1 2
—T1+T2=Y
En résolvant le systéme en les inconnues x; et xo a ’aide de la méthode
du pivot de Gauss, on trouve :
x1 a=b
(xuy) = ($1,—1’1)+($2,x2) A a<2H7
T2 = o
Etape 2 : Synthese.
On vérifie que 21 = 258 et o =

p)
aux étudiantes et étudiants.

a+b

= satisfont bien a (1). Le calcul est laissé

On a donc exprimé (z,y) comme une somme d’un vecteur de E et d’un vec-
teur de F. Donc E + F = R2.

D’apres les points 1 et 2, on a bien :E @ F = R2.



Exercice 5

Question 1
Montrons que u est linéaire :

1. Soient (z1,y1, 21,t1) et (x2, Yo, 20, t2) deux vecteurs de R*. Montrons que :

U((l’l, Y1, 21, tl) + (an Y2, 22, t2)) = U/(xl, Y1, 21, tl) + U(Z‘Q, Y2, =22, t2) (2)
On calcule séparément les deux cotés de 1’égalité (2) et on compare. Les
calculs sont laissés aux étudiantes et étudiants.
2. Soit A € R. Montrons que :

u(A (21,91, 21, 11)) = Au(w1, Y1, 21, 1) (3)

On calcule séparément les deux cotés de I’égalité (3) et on compare. Les
calculs sont laissés aux étudiantes et étudiants.

Question 2 :
On détermine le noyau de u, noté Ker(u) :
On rappelle que :

Ker(u) = {(z,y,2,t) € R, u(z,y,2,t) = (0,0,0)}
On explicite ce que signifie appartenir au noyau de u :
S ((x+y+z+ty—tae—2z+3t)=(0,0,0)

r+y+z+t=0
Sqy—t=0
r—22z4+3t=0

On utilise la méthode du pivot de Gauss pour réduire ce systéme en les inconnues
X,y,Z,t et on obtient :

r+y+z+t =0
(z,y,2,t) € Ker(u) & (y—t =0
—3z2+t=0

On a quatre inconnues et seulement trois équations : on fait donc passer une
inconnue, par exemple t, en parametre a droite des égalités du systéme, ce qui



donne :

r+y+z=-—t
(r,y,2,t) € Ker(u) & (y =
z = %t
7
rT="-3
Sqy=t
z %t
7
e
1
& (v,y,2,t) =t | 1
3
1
_7
13
Donc {| 1 [} engendre Ker(u). De plus, il s’agit d'une famille (a un vec-
3
1
7
_1§
teur) libre puisque 1 est un vecteur non nul donc linéairement indépen-
3
1
7
_15
dant. Donc {| 7 |} est une base de Ker(u) et donc la dimension de Ker(u)
3
1
est 1.

Question 3

On rappelle que le rang de u est la dimension de I'image de u, c’est-a-dire
de l’espace vectoriel :

Im(u) = {(a,b,c) € R3 I(x,y, 2,t) € R* u(x,y,2t) = (a,b,c)}
D’apres le théoreme du rang, on a :
dim(R*) = dim(Ker(u)) + rg(u)

Dot : rg(u)=4—-1=3.

Remarquons que cela signifie que 'application u est surjective, c’est-a-dire
que son image est R3 tout entier puisque la dimension de I'image de u est 3.



Exercice 6

On rappelle que pour définir un endomorphisme g d’un espace vectoriel E,
c’est-a-dire une application linéaire de E dans E, il suffit de donner les images
par g d’une base (a1, ...,a,), c'est-a-dire les valeurs des g(a;) pour tout i entre
1 et n. En effet, par définition d’une base, tout vecteur u de E s’écrit de fagon
unique sous la forme :

u=MAai+ ...+ Aan (4)

c’est-a-dire que, étant donné le vecteur u, les \; sont les seuls scalaires a vérifier
(4). On peut alors calculer I'image de u par linéarité de g :

g(u) = Aiglar) + ... + Anglan)

ce qui montre bien que g est totalement déterminée par I'image d’une base de
E.

On rappelle que si ((a_{,e_;,e_;,) est la base canonique de R3, tout vecteur
(x,y,2) de R? s’écrit :

(,y,2) = x. €1 +y. 3 +2. €3

Question 1

Montrons que F; est un sous-espace vectoriel de R3.

1. (0,0,0) € Fy car £(0,0,0)=(0,0,0) par linéarité de f.

2. Soit A € R et soient (x,y,z) et (t,v,w) deux vecteurs de Fy, c’est-a-dire
que f(z,y,2) = (z,y,2) et f(t,v,w) = (t,v,w). Montrons que :

A(z,y,2) + (t,v,w) € Fy
On calcule :
A(z,y,2) + (tv,w) = Az +t, Ay + v, Az +w)
On veut donc montrer que :

fOz+t,  dy+v, Az+w)=Az+t, Ay +v, Az +w)

FfOx+t, A y+v, z+w) = fhaz, Ay, Az)+ f(t,v,w)
A3, 2) + (v, w)
= A(z,y,2) + (t,v,w)
=Ax+tAy+u,Az+w)

ou les deux premieres égalités proviennent de la linéarité de f et la troi-
sieme du fait que (x,y,z) et (t,v,w) sont dans Fj.



D’aprés les points 1 et 2, Fy est un sous-espace vectoriel de R?. On montre
de la méme maniére que Fh est un sous-espace vectoriel de R3.

Déterminons la dimension de Fj : on explicite ce que signifie appartenir a
F1 :

(Z‘,y,Z) €n <:>.f(x7yaz) = (x,y,z)
— — —
& f(x. e1 +y. ea +2. e3) = (z,y, 2)
s fley) +y.fles) + zf(e_;,) = (z,y, z) par linéarité de f.
S x.(13e; +12e5 +6 3) +y.(—8 ey —Tes —4des) + 2.(—12 €1 —12 €5 —5 e3) = (x,y, 2)
< (13z — 8y — 122,122 — Ty — 122,62 — 4y — 52) = (z,y, 2)
132 — 8y — 12z =2
S 122 —-Ty—12z =y
6x — 4y — bz ==z
122 — 8y — 122 =0
<122 -8y — 122 =0
6x —4y — 62 =0
S 3x—-2y—32=0

On a trois inconnues et seulement une équation donc on fait passer deux incon-
nues, par exemple y et z, comme parameétres a droite de 1’égalité :

(x,y,2) € F1 & 32 =2y + 3z

2
Sx = gy +z
x % 1
Slyl=y.|1]|+=2|0
z 0 1
2 1
Donc la famille {[ 1 ] , { 0 | } engendre F;. D’apres le théoréme d’existence des
0 1

bases, on peut en extraire une base. Si les deux vecteurs de cette famille sont
linéairement indépendants, alors cette famille est déja une base, sinon, une base
sera formée par 'un quelconque des deux vecteurs. Pour voir si cette famille est
libre, on résout :

1 0
+8.1o] =0 (5)
1 0

Q
O Fwin

On trouve :



2
£ 1
3
Donc la famille {{ 1 |, [0 |} est libre et est donc une base de F; dont la
0 1
dimension est 2.
2
De la méme fagon, on trouve que la famille {| 2 | } est une base de Fy qui
1

est donc de dimension 1.
Question 2

Montrons que F; et F» sont supplémentaires dans R3.

1. Montrons que F; N Fy = {(0,0,0)}. Soit uw € F1 N Fy. Alors u = —u donc
u=(0,0,0). Donc F1 N Fy = {(0,0,0)}.

2. Montrons que F} +F, = R%. On a F}; +F» C R3. Donc il suffit de montrer
que :
dim(Fy + Fy) = dim(R?) = 3

D’apres la formule de Grassmann, on a :
dim(Fy + Fy) = dim(Fy) + dim(Fz) — dim(Fy N Fy)
Or d’apres ce qui précede : dim(Fy N Fy) =0 et :
dim(Fy+ Fy)=2+1=3

Donc Fy + F», = R3

D’apres les points 1 et 2, F; et Fy sont supplémentaires dans R3.



