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Exercice 1.

On définit une suite (Fj,)pen+ de la fagon suivante : Fy = Fho =1let Vn > 1, F,i0=F,+ F,1.
n

Démontrer que Vn > 1, ZF,? =F, Fot1.
k=1

Solution. Montrons cette proposition par récurrence sur n > 1.

Initialisation : pour n =1, on a

1
Y R=F=1=FK-F.
k=1

Heéreédité : soit n € N*. Supposons que Y ,_, F¢ = F), - Fj,41. Alors,

n+1 n
ZFICQZZFI?_'_FT%JA:Fn'FnJrl"i_Fr?Jrl = (Fn+Fn+1)'Fn+1 :Fn+2‘Fn+1:Fn+1'F(n+1)+1
k=1 k=1

et 1'égalité est donc vérifiee pour n + 1.

On en déduit par récurrence que pour tout entier n > 1, ona y ;| FZ =F, - F41.

Exercice 2.

i /5 2

Solent . = e et w = a”.
1. Calculer o® et w®.
2. Démontrer la relation 1 + w + w? + w? + w* = 0.

3. Développer et simplifier 'expression A = o° (a + ofl) (a2 + 072).

4. En déduire la relation : cos g cos 2% = i
Solution.
1. On a:
o — (eiw/5)5 — o — 1 et W = (em/5)10 — it

2. Il s’agit de la somme des 5 premiers termes d’une suite géométrique de raison w # 1 :

1—wb

l4w+w?+w®+wt= =0.

1—w

(Autre solution : cette somme est nulle car c¢’est la somme des racines 5 de 'unité.)



3. On a:
A=ao° (a+a_1) (a2+of2) = (a3+a_1+a+a_3) = o®+a’+ab+a? = W +wtw = —1
4. Remarquons que o + o™t = ¢/ 4 ¢7/5 = 2cos T d’apres la formule d’Euler. On a de
méme : a® + a2 = 2cos %” Ainsi,
2m

2
A= —(2 cos %) (2 cos ?) = —4 cos T cos % et on conclut avec la question précédente.

Exercice 3.

Soit f la fonction de C dans C définie pour un complexe z par : f(z) = (1 +14)z + 1.
1. Déterminer le ou les points fixes de f.
2. Déterminer r > 0 et § € R tels que pour tout z complexe, on ait : f(z) =re?(z+1) — 1.
3. Exprimer f comme composée d’une rotation et d’'une homothétie ayant le méme centre.

Solution.

1. Soit w € C. On a f(w) =w ssi w = (1 +i)w+ i ssiiw = —i ssi w = —1. La fonction f a
donc pour unique point fixe —1.

2. Soit € C.Ona f(z) =(1+i)(z+1)— (1+4)+i=(1+i)(z+1)—1.0r [1+i| =2
et 1414 =+v2(v2/2+1iv2/2) = V2¢™/4, donc r = /2 et § = /4 conviennent.

3. D’apreés la question précédente, f est la composée de la rotation r d’angle 7 /4 et de centre
—1, et de I’homothétie h de rapport v/2 et de méme centre. En effet, pour tout z € C, on
a

roh(z)= r(\/i(z +1) —1)
— (V24 1) 1) +1) -1
= ™2z 4 1) =1 = f(2).

Exercice 4.
1. (Question de cours) Enoncer I'identité de Bézout.
2. Calculer le PGCD de 222 et 117.
3. Trouver un couple (zg,yo) € 72 tel que 222 x¢ + 117y = 6.
4. Déterminer tous les couples (z,y) € Z2 tels que 2222 + 117y = 6.

Solution.
1. Soient a et b deux entiers non tous deux nuls. Alors, il existe deux entiers u et v tels que
au + bv = PGCD(a, b).
2. Calculons le PGCD de 222 et 117 en utilisant 1’algorithme d’Euclide :

222 =117+ 105

117 =105+ 12

105=8x12+9
12=9+3
9=3x3.

On a donc : PGCD(222,117) = 3.



3.

D’aprés ce qui précede, on a :

3 = 12-9=12—(105—-12x 8) =12 x 9 — 105 = (117 — 105) x 9 — 105
117 x 9 — 105 x 10 = 117 x 9 — (222 — 117) x 10 = 222 x (—10) + 117 x 19.

On multiplie cette équation par 2 et on obtient 6 = 222 x (—20) + 117 x 38.
Ainsi, le couple (—20, 38) est une solution particuliére de 222z + 117y = 6.

Soit (z,y) € Z? vérifiant 222z + 117y = 6. Alors, 222 (z + 20) + 117 (y — 38) = 0 et en
simplifiant par 3, on a
74 (x +20) + 39 (y — 38) = 0.

En particulier 39 divise 74 (z + 20). Comme 39 et 74 sont premiers entre-eux, le lemme
Gauss entraine que 39 divise (z + 20). Il existe donc k € Z tel que x + 20 = 39k. Par
I'équation précédente, on a également y—38 = —74k, et ainsi (x,y) = (39k —20, 38— 74k).
Réciproquement, pour tout k € Z, on a 74 (39k—20)+39 (38 —74k) = 74 x (—20)+39 x 38,
et en multipliant par 3,

222 (39k — 20) + 117 (38 — 74k) = 222 x (—20) + 117 x 38 = 6.
L’ensemble des couples (z,y) € Z? tels que 222 x + 117y = 6 est donc I'ensemble
{(39k — 20,38 — 74k) : k€ Z}.

Exercice 5.

On note B = (e1,e2) la base canonique de R?. Soit p : R? — R2? Plapplication définie pour tout
u = (z,y) € R? par

=W o

2 1 2 1
p(u) =p(x,y) = 3T T3y 3T+ gy ).

Démontrer que p est une application linéaire.
Déterminer la matrice P de p dans la base canonique et montrer que p est une projection.
Déterminer un vecteur directeur de ker(p) et un vecteur directeur de im(p).

Soient u; = (1,1) et ug = (1, —2). Montrer que 3’ = (u1,u2) est une base de R? et déterminer
la matrice de p dans la base /3.

Solution.

1.

Soient v; = (x1,y1) et vy = (x9,ys) deux vecteurs de R?, et A un réel. On a

p(vr + Avg) = plzg + Aza, y1 + Aya2)

1

2
5(371 + Azg) + - (1 + >\y2))

(5
2 2 1 2 1 2 1
= <(3I1 + y1> + A (gxg + gyz) , (gl’l + gyl) + A (51’2 + §y2>)
2
(5

1 2 1 2 1
T+ y1,3$1+3y1 + A s22+ Y2, sT2+ Sy

= p(v1) + Ap(v2).

2 1
1+ Axg) + 3(3/1 + Aya2),

Wl

3 3773 3



L’application p est donc linéaire.

(Autres solutions : [1| On montre que p(v; + v9) = p(v1) + p(v2) et p(Avy) = Ap(vq) pour
tous vy, vy de R? et tout A réel. [2] On montre que p(Ajv1 + Aave) = A\ip(v1) + Aap(v2)
pour tous vy, vo de R? et tous A, Ay réels. [3] Par définition de p, il existe des réels a, b,
c et d tels que pour tout (z,y) € R?, on a p(z,y) = (ax + by, cx + dy), ce qui, d’aprés le
cours, caractérise les applications linéaires de R? dans R2.)

2. pler) = p(1,0) = (2,2) et p(ea) = p(0,1) = (1, %), et la matrice de p dans la base

373 303

canonique est donc

2 1
b |33
2 1
33
On a
2 2 1 2 2 1 1 1 2 1
s [3737373 373737%3| _[33]|_,
2 2 1 2 2 1 1 1 2 1
3373%3 3737373/ \33

Ainsi p? = p, et p est donc une projection (p n’étant ni Papplication nulle, ni 'application
identité).

. Soit (z,y) € R% On a (x,y) € ker(p) si et seulement si p(x,y) = (0,0) si et seulement si
(22 + 3y, 22+ 3y) = (0,0) si et seulement 22 + 3y = 0 si et seulement si 2z +y = 0. Le
noyau de p est donc la droite vectorielle d’équation 2x + y = 0, qui a par exemple pour
vecteur directeur (1, —2).

Soit (2/,y') € R%. On a (2/,y') € im(p) si et seulement 8’1l existe (z,y) € R? tel que
p(z,y) = (2/,y) si et seulement s'il existe (z,y) € R? tel que 2z 43y =2’ et 2x+3y =y
si et seulement §'il existe (z,y) € R? tel que 2/ = ¢/ et %:L‘ + %y = 2’ si et seulement si
=y

L’image de p est donc la droite vectorielle de vecteur directeur (1,1).

(Autre solution : p étant une projection, on sait que son noyau et son image sont des
droites vectorielles. Remarquons que p(1,—2) = (0,0), donc (1, —2) est un des vecteurs
directeurs de ker(p). Par ailleurs, p(1,0) = (%, %) est un vecteur non nul de I'image de p,
donc 'un de ces vecteurs directeurs.)

. Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de R2.
pluy) = p(1,1) = (1,1) = uy et p(uy) = p(1,—2) = 0. Ainsi, p(uy) et p(uy) ont respecti-

1 0 .
vement pour coordonnées et ) dans la base §’. La matrice de p dans cette base

0 0
vaut donc ((1) 8) )



