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Exercice 1. (Conditionnement, 5 points)
Soit n € N*. Soit || - || une norme sur R™.

1. Soit A € M,,(R). Donner la définition de la norme de la matrice A subordonnée a la
norme || - || sur R™. On la notera || AJ.

2. Montrer que cette norme est une norme matricielle, i.e. pour tout A, B € M, (R),
IAB]| < [[A[lllB]-

3. On suppose dans la suite que A est inversible. Donner la définition du conditionne-
ment de A. On le notera cond(A).

4. Montrer que cond(A) > 1.
5. Soit b € R™, b # 0. Soit 6b € R™.
(a) Justifier 'existence et 'unicité des vecteurs x € R™ et dz € R™ tels que Ax = b,

z #0et A(x + dx) = b+ db.

16
< cond(A)—.
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(¢) Que peut-on dire d’une matrice dont le conditionnement est trés grand ?

[160]]

(b) Montrer que

6. Soit AA € M, (R) telle que [|[AA| < m

(a) Montrer que A + AA est inversible.
(b) Soit x € R™ et Ax € R™ tels que Az = b, et (A+ AA)(x + Az) = b. Montrer

|Ax| [AA]
que ————— < cond(A)—.
|+ Az 1A
Exercice 2. (Interpolation polyndémiale et méthode des trapézes, 7 points)

Soit f : [~1,1] — R une fonction de classe C* sur [—1,1]. On note M = rr[lax]f”(m),
ze[—1,1

et m = min f"(x).
ze[—1,1] f ( )
1. Calcul du polynome d’interpolation.

(a) Calculer le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points —1 et 1. On

le notera P;.
1
(b) Calculer/ P (x)dz.
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2. Etude de la formule des trapézes.

(a) On fixe x €] — 1,1[. On définit la fonction v : [—1,1] — R par : pour tout
te[-1,1],

f(x) — Pi(x)
(x+1)(x—1)

u(t) = f(t) = A(t) - 4+ 1)t =1).

Montrer qu’il existe &, € [—1,1] tel que u”(&;) = 0. En déduire que

fo) - Aie) = T o 1y - 1),

(b) En déduire que

2m

2 [ e (504 s0) < -2

(c) En déduire qu’il existe n € [—1,1] tel que /1 f(z)dz — <f(—1) + f(l)) =
-1
_2f"(n)

5
Indication. Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

(d) Soit a, b deux réels, a < b. Soit F : [a,b] — R une fonction de classe C* sur |a, b].
Montrer qu’il existe 6 € [a, b] tel que

/abF(a:)d$ —(b—a) (—F(“) il F(b)) = E0 Gy

2 12

Indication. Utiliser un changement de variable.

3. Formule composée. A partir de la formule précédente, on définit la méthode des
trapézes pour le calcul approché de U'intégrale d’une fonction g sur [a, b]. Pour n € N*|

b
on approche 'intégrale / g(x)dx par

L(g) = b—a 2 9(7x) + g(Tr11)

n 2 ’
k=0

oﬁxk:a—l—kb_T“,ngSn.
(a) Faire un dessin illustrant la méthode.

(b) Montrer que si g est de classe C* sur [a, b], alors

(b — a)g "
o2 lmax 9" ()]

LZ@Mx—@@ﬁs

(c) Calculer I,,(cos) pour tout n € N* pour a = 0 et b = 27. Comparer avec

27
/ cos zdzx.
0

Indication. On pourra utiliser le fait que cost est la partie réelle de e®.



Exercice 3. (Schémas numériques pour les équations différentielles, 8 points)
A toutes fins utiles, on rappelle les deux développements limités suivants, au voisinage
de 0 : pour tout n € N*,

P = ldad e+ 0 (")
e = T 5 m x—>0x s
2 n
_ _.I‘_ o nfl‘r_ n
In(l+z) = =z 2+...+( 1) n+$go(:n ).

On s’intéresse a I'équation différentielle suivante

(1) = ~24(0)
{ 3(0) — (1)

Soit dt > 0 un pas de temps. On définit les suites (W, )nen €t (Yn)nen par

ot

wn - wn
—rtl T — 9w, pour tout n € N,
'l,UO = 1

50 5 pour tout n € N, (3)
Yo = L.

1. Calculer la solution exacte du probléme de Cauchy (1).

2. Etude de (wy)p-

(a) A quelle méthode numeérique correspond la définition de la suite (wy,)nen ?

{ Yn+1 — YUn — 9 Yn + Yn+1

(b) Calculer w,, en fonction de n pour tout n.

(c) Soit T' > 0. Pour tout N € N*, on note Wy I’élément wy calculé par la méthode
(2) avec 6t = T'/N. Montrer que

lim Wy =e 2T,
N—~+oo

3. Ftude de (yn)n-
(a) A partir de la définition (3), exprimer y,,+1 en fonction de y, pour tout n € N.
(b) En déduire qu’il existe r € R tel que pour tout n € N, y,, = r".

(¢) Montrer que pour tout §t > 0, || < 1. Pour quelles valeurs de 6t la suite (yn)nen
est-elle positive ?

(d) Soit T'> 0. Pour tout N € N* on note Yy ’élément yy calculé par la méthode
(3) avec 6t = T//N. Montrer que

lim Yy =e 2,
N—+o0

4. Vitesse de convergence. On cherche a quelle vitesse les suites (Wy)n et (Yn)n
convergent vers e~ 27T

(a) Pour chacune de ces deux suites, déterminer 1'équivalent, quand N — +oo, de
Wy — e 2T et YN — e 2T |

(b) Quelle est la suite qui converge le plus vite vers e ?
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5. Le schéma de Crank-Nicolson. La définition de la suite (y,,), correspond a la méthode
de Crank-Nicolson appliquée a I’équation (1). Pour une équation différentielle de la

forme
y'(t) = f(y(t)),
{ y(0) donné. (4)

le schéma de Crank-Nicolson s’écrit

ot

{ It 200 2 () + () pour tout n € N, 5)
Yo = y(0).

On suppose que f est de classe C! sur R.

(a) Pour tout n € N, on note ¢, = ndt. Montrer que si y est solution de (4) sur R,
alors pour tout n € N,

Y(tni1) = y(tn) + /t " f(y(t))dt.

(b) Sur quelle méthode d’intégration numérique appliquée a I’équation précédente
est basé le schéma de Crank-Nicolson ? Justifier la réponse.



