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2.Généralitéssurlesgroupes-Groupesdematrices

1.Sous-groupes.

Exercice2.11.Quelssontlessous-groupesde(Z,+)?

2.Déterminertouslessous-groupesde(Z,+)contenant12Z.

3.Soientm,n≥1.QuevautmZ∩nZ?

Exercice2.2Soitn∈N∗,onnoteUn(C)l’ensemble{z∈C|z
n

=1}desracines
n-ièmedel’unité.MontrerqueUn(C)estunesous-groupede(C∗,×).

OnnoteU(C)l’ensemble{z∈C|∃k∈N∗,zk=1}.MontrerqueU(C)estun
sous-groupede(C∗,×).

Exercice2.3SoitGungroupe.

1.Soita∈G.MontrerqueZ(a)={x∈G|xa=ax}estunsous-groupedeG.

2.SoitSunsous-ensembledeG.MontrerqueZ(S)={x∈G|∀s∈S,xs=sx}
estunsous-groupedeG.

3.MontrerqueZ(G)estungroupeabélien.OnappelleZ(G)lecentredeG.

Exercice2.4SoitEunespacevectorieldedimensionfiniensurC.

1.Montrerquel’ensembledeshomothétiesdeE,H={hλ:x7→λx|λ∈C∗}est
unsous-groupedeGL(E).

2.MontrerqueH⊂Z(GL(E)).

3.Soitu∈GL(E).Montrerquesipourtoutx∈E,u(x)estcolinéaireàxalors
uappartientàH.

4.Soitu∈Z(GL(E))telqueu/∈H.Montrerqu’ilexistedesélémentsx,f3,...,fn∈
EtelsqueB=(x,u(x),f3,...,fn)estunebasedeE.

5.Soitv∈GL(E)l’endomorphismedontlamatricedanslabaseBest
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Calculeru◦v(x),v◦u(x).
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Exercice2.181.Montrerquelacomposéed’uneréflexionetunerotationest
uneréflexion.

2.Endéduirequetouterotationpeuts’écrirecommecomposéededeuxréflexions.

Exercice2.19SoitABCDuncarréduplanR
2

dontlesdiagonalessecoupenten
(0,0).OnnoteD4l’ensembledesisométriesdeR

2
quifixentglobalementcecarré.

MontrerqueD4estunsous-groupedeO(R
2
).Est-cequeD4dépendduchoixdu

carré?(LegroupeD4s’appellequatrièmegroupediédral.)Décrirelesélémentsde
D4.LegroupeD4est-ilabélien?Décriretouslessous-groupesdeD4.
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6. En déduire que Z(GL(E)) = H.

7. Vérifier que le même schéma de preuve permet de montrer que

Z(SL(E)) = Z(GL(E)) ∩ SL(E).

8. Montrer que Z(SL(E)) est isomorphe à Un(C).

Exercice 2.5 Soit G un groupe.

1. Montrer que si {Hi, i ∈ I} est une famille de sous-groupes de G alors
⋂
i∈I Hi

est un sous-groupe de G.

2. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que l’union de deux sous-
groupes de G soit un sous-groupe de G.

Exercice 2.6 Soit G un groupe et H et K deux sous-groupes de G. On pose

HK = {hk ∈ G|h ∈ H, k ∈ K}.
Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

Exercice 2.7 Soient G1 et G2 deux groupes. Montrer que le produit direct G1×G2

est abélien si et seulement si les groupes G1 et G2 sont abéliens.

2. Morphismes.

Exercice 2.8 Montrer que tout goupe monogène infini est isomorphe à Z.

Exercice 2.9 Parmi les groupes suivants lequels sont isomorphes ?
(Z,+) (R,+)
(Z/6Z,+) R∗ avec la multiplication
(Z/2Z,+) R∗+ avec la multiplication
(17Z,+) Q∗ avec la multiplication
(Q,+) C∗ avec la multiplication
(3Z,+) le sous-groupe 〈π〉 de R∗ avec la multiplication

Exercice 2.10 Combien y-a-t-il d’homomorphismes de Z dans Z ? De Z dans Z/2Z ?
De Z/12Z dans Z/6Z ?

Exercice 2.11 Montrer que les matrices
(

1 0
0 1

)
,

(
−1 −1
1 0

)
,

(
0 1
−1 −1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
−1 −1

)
,

(
−1 −1
0 1

)

forment un sous-groupe de GL2(R) isomorphe à GL2(Z/2Z).
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Exercice 2.12 Montrer que l’application de GLn(C) → C∗ qui a une matrice as-
socie son déterminant est un morphisme de groupes.

3. Groupe orthogonal

Exercice 2.13 Soit E un espace euclidien de dimension n sur R.

1. Montrer que dans toute base orthonormée de Rn, la matrice d’un endomor-
phisme orthogonal u ∈ O(E) est une matrice orthogonale.

2. En déduire que On(R) et O(E) sont isomorphes.

Exercice 2.14 Pour θ ∈ R on définit la matrice Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

1. La multiplication par Rθ a quel effet sur un vecteur v de R2 ?

2. Montrer que pour tout θ1, θ2 ∈ R on a Rθ1Rθ2 = Rθ1+θ2.

3. Montrer que l’application f : (R,+) → SO2(R) définie par θ 7→ Rθ est un
morphisme surjectif de groupes. On appelera dorénavant les élément de SO2(R)
des rotations.

4. En déduire que SO2(R) est un groupe abélien.

5. Quel est le noyau de f ?

Exercice 2.15 1. Écrire la matrice dans la base canonique (e1, e2) de R2 de la
réflexion par rapport à Re1. Donner ensuite la matrice de cette même réflexion
dans la base orthonormée (f1, f2), avec f1 = e1+e2√

2
et f2 = −e1+e2√

2
.

2. Soit θ ∈ R. Donner la matrice dans la base (e1, e2) de la réflexion par rapport
à R((cos θ)e1 + (sin θ)e2).

Exercice 2.16 1. Que dire de la composée de deux réflexions ?

2. Calculer le produit

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
1 0
0 −1

)
en raisonnant uniquement

géométriquement. Vérifier ensuite le résultat.

Exercice 2.17 1. Montrer que les éléments de O2(R) \ SO2(R) sont de la forme(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
pour θ ∈ R.

2. En utilisant l’exercice 2.15, montrer que les éléments de O2(R) \ SO2(R) sont
des réflexions.


