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Question 1. Montrer que pour tout entier n > 1 on a
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Solution. Par récurrence sur n > 1. Initialisation : Pour n =1 on a
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L’énoncé est donc vrai pour tout entier n > 1.

Question 2.
1. Calculer le pged de 224 et 119.
2. Donner (u,v) € Z? tel que 224u + 119v = pged (224, 119).

3. Déterminer I’ensemble des solutions pour x € Z du systeme

=3 mod?224 et x =17 mod 119.

Solution.
1.
224 = 119 + 105
119 =105+ 14
106=T7-14+7
14=2-7.

On a donc pged(224,119) = 7.

7=105—-7-14
=105—7-(119 —105) =8-105—7-119
=8-(224—-119) —7-119=8-224 — 15 - 119.
Ainsi on peut prendre (u,v) = (8, —15).



3. Onal7—3=0 mod 7.1l yadonc une solution.
D’apres la partie 2. on a

7 224 119
l===8"—+—-15-—=8-32-15-1T.
7 7 7

On pose 9 =17-8-32—3-15-17=17- (256 — 45) = 17 - 211. Alors
xo=17(8-32—-15-17) 4+ (17—=3)-15-17=17+2-15-119 =17 mod 119
et
rg=(17-3)-8-32+3(8-32—-15-17) =2-8-224 =3 mod 224.
On a donc trouve une solution particuliere xy. Si x est une autre solution, alors x —xg = 0
mod 224 et x — o =0 mod 119. Ainsi
224-119  224-119

r—2x90=0 mod ppem(224,119) = Dcd(224.119) - =224 17,

et © —xg = 224 - 17 - nZ. Réciproquement, si x — xyg = 0 mod ppcm(224,119), alors
r=x9=3 mod 224 et x = 2y == 17 mod 119. L’ensemble des solutions est donc

{zg+224-17-n:ne€Z} ={17- (211 +224n) : n € Z} = {3587 + 3808n : n € Z}.

Question 3.
1. Déterminer les racines carrées de 15 + 8i sous forme algébrique.
2. Résoudre, pour z € C, 'équation 22 + (1 — 2i)z — g —3i=0.
[Indication : 15% = 225, 162 = 256, 17% = 289, 182 = 324 et 19? = 361.]
Solution
1. Soient z,y € R avec (z + iy)* = 15 + 8. Alors
2 —y? =15,
20y =8, et
2? + % = |r +aiyl? = |15+ 8i| = V152 + 82 = /289 = 17.

Ainsi z? = £ (154 17) = 16 et © = £4. Alors y = = = =+1. Les racines carrées de 15+ 8
sont +(4 +1).
2. Le discriminant est A = (1 —2i)2—4 (=5 —3i) = =3 —4i+ 18+ 12i = 15+ 8i. Si 6% = A,
les solutions de I'équation sont z = 1 (—(1 — 2¢) £ 4). On a donc les deux solutions
 —142i+4+4i 3 142i—4—i 5 i

3
= = — 4+ -7 et = - _Z 42
21 5 2+22 et 29 5 2—|—2

Question 4. Montrer que pour tous couple de réels (o, f) on a

cosa+cosﬁ=2cosa+ﬁcosa_ﬁ et sina—i—sinB:Qsina—'—ﬁcosa_ﬂ.
2 2 2 2
Solution On a
2003a+ﬁcosa_ﬁ+i2sina+ﬁcosa_6:2cosa_5(cosa+ﬁ+isinﬂ)
2 2 2 2 2 2 2
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= (cosa + isina) + (cos f + isin ).

L’énoncé en découle en identifiant partie réelle et imaginaire.



Question 5. Soit f : R? — R? I'application définie par f(z,y) = (2z —y, 3y — z).

1. Montrer que f est une application linéaire, et donner la matrice associée en base cano-
nique.

2. Calculer le déterminant de f. L’application f, est-elle bijective ?

3. Soit [ = { f(0):ve ]R2} I'image de f. Montrer que [ est la droite vectorielle dirigée par
= f(1,0).

4. Soit K = {27 eR?: f(¥) = 0} le noyau de f. Montrer que K est une droite vectorielle
et en donner un vecteur directeur s.

5. Montrer que @ et i@y forment une base de R2.

6. Calculer f(u;) et f(uy) en base canonique, puis en base (U7, us). En déduire la matrice
de f en base (i, Us).

Solution.
1. Soient (z,y), (2/,y') € R* et A € R. Alors

f((zy) + M2, y") = fle+ M,y + Ny') = (20 + A2') = (y + M), 5y + ) = (2 + Ny))
= (2z — v, %y —xz)+ (22 — o/, %y’ —a')y = f(x,y) + A f(2',y).

Donc f est une application linéaire. Sa matrice en base canonique est

eG)rG)) =05 )

— 1
det f = ’ 2 1 ’
-1
Donc f n’est pas bijective.

3. Soit @ = f(1,0) = (2, —1). Pour (z,y) € R? on a
fla,y) = (22 -y, 3y —2) = (x — 39) (2,—1) = (z — 3y) 1.
Or, z — %y € R et y prend toutes les valeurs (par exemple pour y = 0 quand x parcourt

R). Donc I =im(f) = R est la droite vectorielle dirigée par ;.

4. Pour (z,y) € R? on a (z,y) € ker(f) = K si et seulement si
20 —y=0 et %y—x:().

Les deux conditions sont équivalentes & y = 2z, c’est-a-dire (x,y) = x Uy avec Uy = (1,2).
Donc K est la droite vectorielle dirigée par iy = (1,2).

2 1

det(ﬁl,ﬁg) = ‘ 1 9

‘:2-2—1-(—1):5;&0.

Donc @; et @, ne sont pas colinéaires et forment une base de R2.
6. On a f(u1) = f(2,—1) = (5,—2) = 2y, et f(d) = (0,0) comme @, € K. La matrice de
f en base (1, 1) est donc
0
0 |
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