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Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.
Une grande importance sera accordée à la concision et à la précision de la rédaction.

Partie A (20 points)

On considère dans S7 les permutations :

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 4 5 2 1 7 6

)
et τ =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 5 6 7 2 1 3

)
.

1. Donner les décompositions en cycles disjoints de σ et τ .
2. Calculer l’ordre de σ et τ . Ces deux permutations sont-elles conjuguées ?
3. Calculer σ−1, τ−1, στ et τσ. Lesquelles sont conjuguées à σ ? Lesquelles sont conjuguées à τ ?
4. Combien y-a-t-il d’éléments dans S7 conjugués à τ ?.
5. Soit H = 〈σ〉 le sous-groupe de S7 engendré par σ. Montrer que H est abélien.
6. Quel est l’indice de H dans S7 ?

Partie B (20 points)

Exercice 1
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez brièvement votre réponse.

1. R∗ muni de l’opération a ∗ b = |a|b est un groupe.
2. L’ensemble {3n, n ∈ Z} est un sous-groupe de (C,+).
3. Les groupes suivants sont tous monogènes : (Z,+), (Z/6Z,+), (Q,+), (Q+, ·).
4. L’ensemble des éléments de S8 qui fixent le 8 est un sous-groupe de S8 et il est isomorphe à
S7.

Exercice 2
Soit G un groupe abélien d’ordre n et r ∈ N tel que PGCD(n, r) = 1. On considère l’application

φ : G → G

a 7→ ar

1. Montrer que φ est un homomorphisme.
2. Montrer que φ est injective. En déduire que φ est surjective.
3. En déduire que pour tout a dans G l’équation xr = a a une solution et que cette solution est

unique.


