’Wufeuﬁ Fack BZ

d'un ﬁuut carwhm&'?fm Ceo bowles Jermees cemhiees en
Ce (¥ gl

2.2.2- Proposition. sxent (XA, (V3) deux esperces
melizguca, £ X—>Y ume Jorebin, 2oe X of oY Lo
Con dibions wuvantes 4onfF equivalestes :

) tem gfz) =%

x> Xe
&) CVE?O)__C 3“9)0_)#'{‘& que :
dlx,x) £y —> DL€

(cic) Pourn toule ‘“""G: (‘x_:'z‘x__?)' . ) e X con I

%o, o wil (o), 41y, ) comrrge ver y,
Demonsliabion : (¢) = (). Sf-f-”-«réom quee Lm f—[x):g) ,
Coun bouk €20, £a boule V- B (4] cof wm vorbnage
Qc'go- Y e;a:sé done wunm vm‘h‘ni-g_e Wde ¥ tekque .

xeW =—> fx)e B&.(go/EJ *
lomme W ol wm Vo sinage de X, <€ easl >0 tek que
‘efm m*l-— 5a(zal'y]c W‘ @7‘[ L m .-

dCx/Zo)g-;y > xeBd(zo/p] = xe W == {i)e

=> §(§A)y.) <€,
e qou' demonhe ().
() = (c&). Soit (X%, ) une sul du X tell que
Lm x -x,. Fixoms €20 D'fa.facfé ﬁ%ﬂ%‘k
n - oo
(), <€ exxsla p>0 tek que
dlx,p)ysy —2 HEE, F)e €.

Comme Ham ‘tm.""-?,._-,) £l exala wm enlicn N=Z 1 €l Que:
n-» oo

rf ,drng"" qug -‘é;raf\ ' 3
nZN = 35D Y)E €

i
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ce qui prowe que LM EOX) =1

n P oo
(o) == (). Ralsonrone 1o £ osunde . S< () el foreste,
<l ecusle un W‘&;haﬁﬁ V de - Lel que, gour touls
Wiahage Wdex,, ona cCW)EV. Pon tout eslion
"nfzsl) soib W, = %’(xo)q&)_ Dapes ce qui petede,
€ exisla X eW, 4elgpe 5(9%’)¢ V. St E>0 tel
aue By, e)c V. Puwr towr mz1, ona donc
d (X x)<h @ XeWn, o

o Blseyy)ze, wh gop)eV e Bl
TL o'enowst que d(x, x,) >0 quand m=>+03, o
é’f} Awde (x, o, . ..) e Ve Xg- Drd-’/&e:
? ﬁﬁpo&?&‘& ((‘c'ri)) on a 5(‘9%) e 'Ho qua_nré N —p +40,
I 8§ ) —> O quaid 7 —>+<0-
On cecd cohicFdeb La nelalion

3(5C),Y,) Ze>0  poun boubaz d.

& a ans mﬁ‘»f-aﬁq £aksws & que (il = C::J.x

Foun. efudien €es Zemitas de fonclitns o valeuns
Sono un prodwt Desparces topolegiques, on cihliveta
€a 1/@.@',9@4&"&:& suvaenle .

2.2.23. PraPosFl‘fon. Scment X um “P‘l‘"ﬁwﬁoﬁﬁa‘:‘i’“* et

e :
Y=TC Y un produit 2eqpaces topotopdgues Y, (xen)
Mmusna Se fgmﬁgﬁgfg&clg_,fw_‘auié. Sa t £ X—~»Y une
calion ef notons { ){_::2-2; £ ’Za{’_@:r_a,&’&u fefonie
o<

o touf e gar |
§C)- (§0xY)  _quel quesnl xeX.
o S _

Soient_enfin x,eX of B=(£)eX. Lo condiliing
ol

duivantes sond” e,&gu;vaﬁgn;ﬁ e !

() Com  §G)=4;

e xS ——
oy Le )=l
(i) f%wcf‘?&}lj’}f iy 0’;»29%( :m);ﬁ__ oL

Demonoh alion . fc‘)@(&:‘)- SUMGW e ’&M%'?&): Jé:
%y
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el"ﬁsca%aef)_. St V um vorsinage de {?L Hdano Yu.
Comme V=VxTC st ol wn fv'm‘hha@c He bH Foun Cex
Bafoeoada 1/,,035:5{?( M Y el que L 5—(2):5) <€ ceile

x> , .
Len m‘n‘nq@e W de X, dans X --teﬁqtﬁs € on asl:

xeW => §e0=( fﬁ(x\_)ecf —> £V
4 )
Ceacc menhe gue Lim ff-t): & .
x> o o0 o
(&) =»(c). Sufpmon guc (i) 4ot veuf<ee, ef monda gno
que -&.m. 5:(2.): 6‘ S V Lemn mﬂﬁna_ae de ,E- dano X_
&L~ 0 -
Pan de‘.fc’nj‘n&n. Pe Ce tvpo—eoa-c’e ?m‘l_‘) <€ exisla wn
Ouo- ersemble [ Fde O e, four bt Kef, wn
”m“"‘ﬁa-'ge \'./c de & , Leko que ;

% )
7 vV xJ( Idc:\/
xefF X F

Peun tod (e F, ..Q'ha/\.ome‘u Cee) Cmpligue 0 wclence

dun voicinage W, do 2, dans X £el que € b
eW, —> :gt(x)._c_ \n/( .

St W=l W, . On aafeailranns un voinrageWide 2,
xek
Pans X, gus veufic s

xe W -,_m_z_—:>CVxe—,P\ y § (z)e\{(

ol
= £(x)e T \ér-jt Y. < V.
xeF agF~
Ll exxoE cu.Mr.) foun Cout Unimhage Vde & dan Y)
wm um‘ﬁ"n&.ae. W ae <, dans X £ Pre
XeW =3 cx)eV,
e qu-l: Trowre gue A'm )= &,
LS L o

2.24. Remarque . La demonshalion de éa propontion
2:2:) Afa.da.'oﬁ. a.semenl foun monﬁot. qu.'ume. vela
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(s, ) dlan space topologique uodul X=20 K

Converg e vers a=0a)) e X o e sewbement 4 ﬁbma}
ol

four toul e {2,

i — quand n >+ 0,

- £
o €ona ,f@@e" 9 = { :)Cm.,m‘) .
<228

2.3 FONCTIONS CONTINUES

2.3.1- Définitions. Soent X,Y deux espacce topofogeques
£ XY une fonchion de X dane Y. On dif que

c A w % 4 Aom £0xd=L£0). S¢
Foor sonbiie ow fonk e X 4 Lime §=4%): 5

§ eol contirue e: toul tocal xrelX, ocm il que § eol”

conbiiue awe X.

Une fonclitm £ X —35Y esr domc conlirue aw gt g
4 excs@, oW towl :-uv-iea‘naae. V de ﬁe’z@)} Ln
vntnage W ode x, tel que 5CW)C; V.

¢ CX,d) eJ‘(’.\/;é) Aont des espaces melugues, €6
Somelion £: X —>Y eob conli e au ToaAt X, A€ exsl,

wr ot €20, un n..e.‘e@:p?a’ C"de.‘PendaA.P‘ en genreral
do X ) tel que Lon at :
dCCl?j ‘.’toj é} i 8(53&),-3—(:0\)5;5 :
Cela aeverlle cmme dialement Be La fn.ofo&-f&%* 2.2.2.;
qles LMP_&QL&& eaafémemf que Lo conlheslE d&f
G g0t 26, egaivant” a Pce que
-4%—;{.” .5:(5(0_3::&(20)
toun boule auile (x4 %x,,.. ) de X Aetle que
d (=, 7%,) —>9 Quakd M= +60.

e C. X —»Y ume foncliin da X dano V- Led

Condslins Acivantes Aonk™ eqecvalentes

(f)_§ eol conlifue

Y e R il )

2.2.2- Pﬁqpasf Fron. Soend X, Y aewsx eopaced t@f’%‘?‘*ﬂ
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i

Demonstrabion. (¢) =>(&). Suppotons que § goil
contiiue ek ook U wun owert de Y. Four menlier gue -
§7C0) ek owvert dans X, mowo alond monlier qu'ic e
vorenage 84 hacwn de des pocnb . Sor'k done x e§CV);
alow Sigye U ef U eol wn vtrsmnage de £0%). Par
conlinuwli™ e £ aw il x, € ex5@ wn VoTRnage
Vde x, dans” X tek que “§CVIcU. MHad absis, on
@ Ve fh’('i.)))

el j—'_f(()) eol wm ’I/Zﬂ‘&-t‘ha-ge. de X, , 2o (cc).

(i) => (iic) Sl F un souwo- engemble f‘e&mrf de V. Alono
UJ=FE¢€ @l"aum%t", el E'hﬂ,.omé‘w () c.'m.fJ-&‘que Que
£7'C L) at ourerk. Mais akbnro,

STCF)= § CFE) = §CLY”
eo?'few: oW ().
(L) = (V). Poun Eoutle --rth,&".q’a AdeX, ona:

Ac s (5CA)
& £ (5A) e foune d'apes £'hygroffe (cic). On
([} 49'01'1(2- KC:- ’&-IC‘?_&)) 3
$CARIC §CA),
e qui prowe (V).

;
P oL

(V) =3 (¢). St x,e X e monfiono que § eol” conli hue
aun tont x, - Sak V oum voiarage de £4,). Tl exal
wn owrert U de Y contenant £a,) eb tel que Uc V.
Monbfiono gue zgh'{:()_) eot” ouvenl dans X - A cel eﬂd‘) <€
tafitde movie gue §'tP) eot femd’ dane X, ok F=US

{;.
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Posone G = g(.f:.) _ona "S.CG-)C.F‘ Y Py pelque
wf'fm }(G)c:.‘:»-F: Da-ftca Eka/w%w (cv) on o
§(G)a§(e>c1= 2ol Fc§UF)=6. Comma GC&
Onen&'?mf‘qu.e G- G, le. que & eof fomd . I’laeml‘
quefU) &t bien ouvnt Bans X. Prme W=£C0). On
defcnit aist um owral contenant Loy € el @ die wn
Voinage de X, dano X amme  fw)eUc v,
ona :

xeW =5 §lr)e V)

e qu powe €a crnliiwllde § an 1o X, -
2.3.3. Corollaire. Szt ()ﬂx) ((’zedlo__gg_
QEP %m e,rMMP&CMS‘Q X‘-'= xoc d.e.-ea

2SI - Adow, ,rom‘i"_i-o— twrozefz
-eau-&caﬁ-Z'L T, X —» X defentie far

-TC

= asnb-me

Démonctration: Pau towl owve U de Xm) on o

d‘PM cc-né-e@uem-“ 1 (()) a!‘um ouwed e lemenfn'ra
toun La tafaeo&‘e W?w.b Da-fw o pojontim
2.3.2 L’c;) —é’a"ﬂ.mitm T, col” condt e . &

FPoan etablln £a condetanla” deo fun;G:M o- valewra
Yano wn eo,bace. 7&.0‘31‘.44.(: on wliticra £e ¢ sulbal
dcavonl ;

2.3, "f PFDPG&I*‘:O"] -‘menr)( U eo’oa.ce tOPG&?d‘—u;ue. el
Y= TCX wn fd.o‘amtaedfaacm t"f"’e‘%“?f““‘ 1L (xe ),
'%g La topotogie wodwt . Scuf' X~—»Y wne

a.”&ca.&Rm dam@ et notons f X-—?Y eagmtza._
oy, ov pld=x,. Sl aeX. (ﬂoémd-ttimd
Atuvarkes tont equivelestes

() § cob confirume au -;ouuf‘xg

1)) Pam Eoul 0(6._(). f eorconﬁme A Tahrzo.

i
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Qf_mﬁa@m_ la f/l-q-oe-'(ian tesullz cmme Fa@menr Se
£a de}:.'m'ﬁ.éw de La conliwi’ de £ em wn -f.oc‘n.C af Se
'Eaf/topa@'(lh 2.2.%. &

La proroalion veiranl, fen que hz fadle a denabe
sot fon Damentale . # A fa

ql 2:3.5- Proposittion. Saent XY, Z Lo edpaces fopologquad
et £: XY, g:¥—>»L deo apbicaliono’ de X dano Y of
de Y dans 2.
() &£ eof combive aum focrl X e X, eri g el conlziue
< Mg—ow‘ £%), Q:._fﬂ;___..f of Mﬁﬁi%ﬁj
(i) S¢ § efg sonk conlidunes, abero gof ed conlidue.

Démonaf'r%th'on (<) Observono towl ‘o’a.bo’lg
Cmﬁ.ﬁ.tﬁfa. d'une :f-cnc.ﬁ_'o‘n X > Y aa .Toc.‘n.t X, e'qu.;.‘mu!‘
a” 2de que, foun toul Wisinage Vde f(x) (-Cy)
ol unm voistnage Je A, . Deo &n/.,/ st \/ nm Vrhnage
de g(§f)) eF monhono que (gof)'CV) ek wn vavenage
de X, ce qus ehablira (). "1 on a -
-..' i .

(gof) (W =57'Cg'cw)
o h'CV eot™ un viTean e e {fing), can colconliAue
‘e"‘gxa,)dc: oonle que T@ mﬁ‘;u'fg)“d.n.f 85“‘ 5
CMP&'q,ue que g“'(g""'fw) eor wm vinnoge de X,
AC'M':) (%oj;)"*(_" V) et wun m‘&haﬁm de loJ of (¢ ) eol
Se monhe .

que ta

(i¢) Resullz cmme'nalament de (¢).

2.3.6 - Continuite” de la restrickion & un sous- espace .

2.3.6-1- Topologie (n doide . Sotent X um wopace  (opoloriue
et A- jmazs_ de X. On veufc tmme dalem ewt que
éafaﬁllz deo ,{.cwa"eo e A 8= La {owme U')AJ ou (/
eoF wn ouvrenl 8e X, comafilae wne € ‘e dur A
Que £€on a..”-eé’fe @?oeoéth_ Cnowala fFar cede de X |
S (X, d) eot um sopace. méﬁiéue) om veufic (mmeNalament
que La dakance sun A de:ff.‘n.n‘t. S

dA [2,%) 2 (.r,g) (X,ge_A_)
munlt A dune topobogee qua eoF Lo topotogie (nduila

f
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-I_cm.ceﬁ& de X.

2:3.6.2 - Proposition- Sl £ X-—>»Y wne atiim 5l‘:_'~“
[béﬁgé‘::nx T‘"Eéo un_espace fgﬁ%&f%_m’ﬁb

A meﬂta&uﬂe- de X. On M'— A de bo ¢°_IW@'+_P"- cduwle,
eFon noe gA:A-a»Y Za neahediond= £ A. Abows,
4 5 el conihume en (.m.a'—OUlj- %&A_} da. Aeahaclion

Fp oot conlidne en %, .

Demonvhalion. Comndeiwome € 'ajecitn carougue
A X definde Far J-ZACJ:):JC. CoceA). Powr
Ctout oarent U da X, 'LA"‘CU)= ANU eol un owetdeA
PO La bofyoeogce MBu.iG.) e 0onlz que -f.;q_ el coniiue .
Lo 1,-%0?001‘&&1 nesulls aldw de 2.3.5 <o de La

elallon 5: _§a'{: ‘
P A é
2.3%.6.3. Soib C.Xxy —> 2 ume belitm Din
1,w8w:t XxYy B(e-oPcueo topelogeques un @wpace

tonotogique Z . Foun toul 3&‘/ fexe, notmo
5.3 t X i ga#,afcaa‘“m hifcm‘e. Y

&5 (x)= §Cx, ).
e MéEme wr towl e X {ire. nokmo g Y
-??Wﬁtaﬁ%;ro}t:ffn&c .’_M: f‘ 7 %c'

5. ()= 5,y
On dek gue :S.‘ e.rg aond Go gq.&.cnnbno pantttes
astoares o . ™ & !
Tdeltﬁ?\m Xa Xx{yﬁ) aloo Lo fDPaeﬂgcc. de X

< ‘denGfve & €a topologe cnFusl jan cetle aa X 1Y au
Xx‘{"a‘r. Tlresulls alord € 2.3.6.2 que, v € el

conlinue, € aplicalitn janlitibe § af wonliue. De méme,
F&([ﬁ‘c;ﬁ% 4-%&"&229 5& ol aspizkue pouwr t‘oul‘ael’
On notora qu 'l e deo k&cq. Gow C:XxY —>
dsnt &mte?} {eo aﬂ.&mﬁ‘%::{?mwea ; | L

- ; N ' X’ &a
Conllrnes , mauey qus ne dont- paoc conls Aues”
A Lo fonclom £ RxR —> R

defdince tar ;
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Flxy)= ;::.c’;— . ™ x%‘?zq‘o
O Mh: ;‘Cwa:—o

el pas colinue @ €oupie car boub voinn #e (0)
conkient deo ot de fo e Caa) o Lesqgueko i—(a,a_):i.
Pow\.l'mv?) 5-.2: -d";a Aond™ ded fun cing conAX hared quels que
sctent x et y neeko.

233 - Quelques résulkats uhiles sor les fonchions
continues -

2.3.%.14. St 5: X —>»Y wne fcn.ct.'i.lm condiAiue Den
Apace bor.oeos..‘q,u.c. X Pano Lim %Pace beceo&cqﬂg ?’
B¢ (96,x,,. - - ) el une s de faad‘a‘ de X qua
Converg e VO ::ce:—)() alod on e -
v&: C = (x).
n :;-00 5' xm') § 5
2._37'2 . daenk X >R wne

clitm condtiue sy
un espace to

glane X eb ac IR Alow,
jaeX | Stx)za eol'unfwf de X, et
fzex | jae) »al efF un owet deX.
Cela nesulle cmmechalement de Lo proporit bw 2.3.2.

.34 Sovent fLa:X_—myY o eqnx jlam_ctlbno condlAuecy
9'wn eopace fopologiaue X Bens un sipace Copolosiue
defoane Y- On f&u!fou que | (r):g(xj touwr bowf
x dlun aows - crvenble A dense dane X . Alos
Ce nesulial @b panfors e fe <« m“. "per_ e
-quecm&e,mm"d c‘d.f;e.n.&'(‘?g». >
Démonsffaf'l‘ﬂa" POW F= {’:CE-X ’ 5(3—“):8 (x")J
Monbiona towk 2abord Que F est feame” dano X. A

cef effel, notome A=3y,Yy) | YeY{ £o dlagonale de
NxY. Lt emaemble A ak ferme dans Yx Y. MHonAono
en effel que son w&hW& el owwvent Bano (xY.
SailF (y,y)e A Ona y,#y,, eF comme L eof
-ée'fpme") €€ i@ wn owral U, mﬁnmrg,, el um
ouvert U, conBranty, belo que U MU, =@ .
L'enpembie UyxU, e0F algo un owet d¢ LxY qud

P
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Cca.ﬂ.w (‘d"‘lgz') e"’qu...'c.ef'd\ceuo Panrc Ac' ag CrrtA€
8¢ banddatsn. U, ."]UL-.-.-.¢. Il vlenast que A€ esr ovwend

Dans YxY , eL donc que O el f dano YxY. Sat
alors X —»YrY .aa,r&'mn% dafcnde far :
Alx) = (Sox), ).

lomme "'e!'a Aok condEhtr6d, 'ﬁ eorconzimne en vertu de
2.3.4. Mass alow,

E= {'x:ex Ig-(in)::aﬁ;)j =K 'C&.)
eol‘fmme:en verli de 2.32.2. Pan 'ﬁafaméRJ 5&*):603:_')
dn toul e A, ce quisignfie que’ ACE. GmacF
wof femd, on en dedwtque AcF. 0w A= X, pusque
A eol tifpete’ dense dans X. On a duc XchkF et
fon creuint X=F, @ qui wgnfte que §=g.

2.3.8- Fonctions uniforme ment confinues

2.3.8. 1. Saek C )(,d-) d‘CY,ﬁ_) deu; eepaces melucpues .
On deb 'ume E&w e L XY el m‘&mM
m&}waq:'ie em?ei 3 poun. m‘f.r-e:» Q, wwn neel »Z>0
‘el que £'on ash:

A(xy) sy => S(§em), s <€

Une soncom wniformement conliiue cof” a forliond

conlinue (cg. 27 1emmqu.e.6 dedvant €a de;fi’mﬁh

2:3:1). Lareuprogue n "eot pao Viace en e.e’ne'!a.ﬁ .

Ao, €a fonelion IR —> IR defone gar £ix)=a”

eol covﬁhe.) masx elle a'wl poe W}Mehw

Conlrhune sun IR Fusique la duoffe’r ence

S+ #) -50x)= @?-l-h,)a'- 2% @x4+R)R,

;t:r_'ﬁe‘"a&e).'f'om tond R f(-ke; d es valeuns anbelicsre -

2.28.2. Sot ( X,d) wn eopace méﬁ;c?;u&- A&:w)

LapbreGm XxXa(gGy—>dinyle R ol
e roememend” conltnue . E'\‘W) N

l C’.(x)g) -d(U/ 7.7)' = l d(‘z,g)- d(.x}a) +d(’x/v‘) -»d(q'-u-)i
< lol(x,g)‘.d&,v), g v)-d g v
= d-cg"lJ)J- A(x,u) = 2 Max (d(x}u))d(&u)))



