’,

2-LIMITES ET CONTINUITE
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2’;- LIMITES ET CONTINUITE

R-1- LIMITES DE SOITES

2-11- DEfintion . Scient X un espace topcogrigue,
(x,) . une suls de pocnls da K effaeX. On ot

SN

que ¢a acuils ( (.Dc,,‘)“_’ comverge ves a qm‘p n - ¢ 80

ey
ou cque o eof” -ﬂu.m:& de €a aele (CC,..,)

zq Bufos
touk mhnaﬁe Vde._e.) 0 exila un ention Nz tel

Que: aZN =» & eV

Sc X eolr /&epme.« Lo Limi de la swula ()

1 )
-@wq“. e MG.. eal mque En G.J}c.)‘ M &
Agnd derex -&mf‘ed Se ha +ule () %

xvec a..:;ét&
nZ 1 -
€ exnle un ma-.n.n-se Vdea efun vTikAage w
de & teda que VIW=@. Far de.f—r_mb-cn de @
me(a ) o€ ecdle alows des enlicrs N2 1 o HZ |
Leds que

mMZN = x eV fFazn=— a,eW.

sok alows n =z Max (N, M), on a x,eVaW,
e qu amﬁe‘ad' fe 5:21-" que Viw=¢. Dano un
GDMQ.QCPMG -{_fya.&m:uma& 8e Lo Lim G

‘Il

done awle [J;‘) - S¢ a wF ba bmla &< £La
'“""‘(‘(‘f),“an nfoCEa.AMét
n -2 H0

DLano €a defpmﬁ-m 2-4:14, on dand caconpeaient”
tonderer. den vmnna.aoo vV ma-u-ahhf.nne«ra
une bawe dc vmhna-aeo Sdea, aun &::u Se conidenen
touo Len vorsmnages e a. Er\/l.an&cuﬂ‘u) wn

(X d.) éol” un espace mﬂ"ucaue a en conmderran
-?co boules Bla E)

X, > &=>(VerO)( INZ L) 4k que:
I & mZIN = X e Bfaj&))

o



<. 1.2 - Proposition - Sotend (X d) wm espace meluque
(xﬁ)nz' ume wdle ce T‘Oiri—"‘ X et aeX. Abow,
as= £Lim X > fi_(‘xnu,“) — >0 quax? NP hoo,

—_— N0 N

Fn /’.aa,&hbel-@i o¢ () el wme 4ula Le
At 2 ™ mr A
toinle 2 en @pace name’ g it-1) ek n aekE
J P
ona
Q= Lem DCM_ é-} Nxm-a.[l — o qM.a.u.? n—» ¢o0 .
n >4

2.1.3. Exe,mple_. Munissono E = C’CCC-’;'I-])R) de £a

noune Il Gll= Sup lf-fz:)l) el conerdeons Leg
Oexs g

Wl CLN s o G

ou & et g, eont les

.-n.; _[ .
foncliong conlinuey Dok Eeo qdaf-ﬁ’c.o Aok figunels
- dessows
Y.

s>

© % 4

%;a_Pﬂe k-{n.

On a f --—)O Can “5 ":i -——’po q\,.a.an'am——‘,.c.ﬁa.

mn T
La st (g, € couage . Ene +
) L ’ )mg' :td» S f"": (") IF:; >0
= amm ~al)l ——3
8 n_?mg’m ' c}_-_.x_ﬁ,"f gh.r 8 , v - Co )
e Sorc gt’x): Lim g (x)= 0. Mas alaw -
nDp " O
[ - = =1 —X>
[ Gn-gl= g, 4= 1 R

ce q;u' fm que La swle Cﬁ,,_)“:i ne Co'rqm.ﬁ_e foas.

2.1.4_ Suites eF ensembles fermés

2:44-1. Scienl X un eopace (Opologiame, £ Lme
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tanbie femee Be X ef (X0, ) wne swle de foinls
se F  5i fa sl (X)) converg e vers o€ X, alond

N nZd
aeF. Eneffer, & ogF , alows ae U= Fe o e
esr wm vorhnag e  ouwverd e a, el <€ w&i,rm
Sdft.'m‘ll?m de la”lemi@ un enltei NZ | Lol que:

mEN —> x, e U.
Mays alors gxﬂg.u:;:c) e qus b alosunde puusaue
ZNEF:. On a Sme e . Un fm’d_m wn &pace
t’oroﬁssa-"q,ue o Ponc La ’/Loya.&.'&" de coml@rurn £en
Covues se ouwiles ﬂe.jwmls de ce fwwf' Dane €&
Cas bco epaces meluqued, on e«

i i

(c) F ol fw’ d.a.mom?s)'

() Poun boul <@ (), ,, depont s F, o as

QA= £em o, o f’, f—mE )
— - OO S A
[l@:ﬂm}&ga&g;% (t:) == (g";:) ,131'&“&3_“ Se ’__4;4_(1.
(cc) => (). Su.ww crue. C(‘J) ,aﬁi}"r-e'uf&u)ce}“wm,o
¢ gl o~ Dire que U=FTesh cuserl
que F ef fewme, C 1 . Tt
sat xe U_) <€ nowo jl.:w.!‘ manlren qu;;.jb WG:J;: .
tel que B E)cU. Safferond por £ b que,
Four towt €70, f%("x,f)qf(._)- T ecold alernd

X € B, £) ek que x el Ea penant €=1 (aZ1)

n
- y " "

on meladvn en endence wne A e (.‘:t‘,,)ﬁtz')----) A element
se £ tels que e B, 1) poun cwur—miﬂ- Comme

" * . . __:‘&.. x
Al x)< 4 —>» 0, ona x=788 T |
“e'!"aﬁ"’m;” (&) empbque que X€ F, ce qes
o~ absurds sque xe (U=F" (e proure que o
e ou.uw) done qure F egl J'-Wﬂ,- -

Dano €eo espaces -ma‘ﬁn?(,ue-o) bes seten mell et
eédemw 8e caracteusen L adhchence dune

-1412«&'-'& . Plus .fl'ze'a.'&efmewf:, on .



S 1.4.%- pf‘csro&.ih'on- Soient (X, d) un espace ﬂneﬁ‘éu_e__

e A une e de X. Pown Eoul oce X, €es comcteltina
Acdvantes %{q%\rgﬁw“ D R

(f:) «2’:&2_\-,
(c) T( exis ume ale C&‘:,,}gb...._) ¢ eTo_o_n_Gk A qu
comm.ge. ver oc . ' )

Demonshation - (i) =5(z). Puique XA la boule
8(x, 1Y wnlient, rour toub enlith nzy, un ok
e A, La sl (3, x, .. ) @ donc cme swla de poinll
s A, qus comrerge Va0 X puuique

Gl(;t)‘za)éi "_“"’?O‘
n n->+00

(R)=(0) €0 (Xp,2,,....) eoF une 9wl depoinkde A
qes nveage vead o, on a
x eAcA four bl mZ 1

el <€ resulle 3{.;?--!-‘4-2 que xeﬁ") rsque A el
ne Ta/zﬁe. fmm de X. a

2;{-5- Suites bornezs de nombres reels

2.15. 1. Umne auwilc (-1',,,.'2:2).-..) de ne'els qus comrge
v un el x eof necemanement b{d‘lne'e- E_‘ne&ﬂ}
lexise un enbitn Nz 41 telgque €on achk:

nzZN == Ix -xled,
2’ €on dedwit que

Il £ L +lx] quel que st nzN,

Poone M = Ha.x{4+!:x,l) qu[).._.)|x~_il.§ , on a
lx,| =M quel que Ak m =z / |

@ gqu monhe gue ba Suile (;r,,)xz),,..) el loanele .

L ‘efide de fa convcrgence deo Acutes boneey 8
nombres teels nepape en grande qarlic qun Le
rale re -«imPPe seavandd-
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2 1.5.2 - ProP_QE{h'on. Toulz 4wl ooz Md"?__‘_’:ie..
de nombres reelo el convergonls - Toule sl Senorisanz
mintiee de nombies Neels el ‘9"“’0“8‘-"*5-

Demonoh alion - Sovt (o¢,x,,. .. ) une @ corisant
mafotce de nombres recks. Tl exiole dnec wm 1eeld M
telque € on al:

XYEX, & - EXEL L =M,
Llensemble A ded x, ool nom. nde e majne pan M
<€ adme donc ume bane ,a-u..f-t‘.u‘wme

a = S‘uPA.
Morthions gque o, —>Q quan?d n —»+e0. A tebeffeh
5‘3‘-07»0 E>0. Pudque a el la bnne \A—c.cfe‘.-u‘ame e
L'ensemble Ses x, <€ ecse un enlier Nz 1 el que
€on ot :

a-€ <x,6 za.
Pour toul enlien fng,;_N) on o dona

a-€ <Xy £ x, = < a+t+g,

Aoek: lx, -al<E-

Cece prouse que a=tm x, . %Y (:r,.,xa).. ) et
une dccle detrorisont T punctee Aa Jl.i')'r_v_t&?eé 1eels
fa Al (-t -y, .. ) el teme Acale uw»‘wq.a.fi

Ne' Y *) ¢ 2 i prece®
Maﬂfﬂt&-; elle conresgpe Sonc Vapes (€ G N P
el €a swle (Im)ﬂz__l c..ommae. et . p.

2.14.5.3. Soentt X wn enpenmble el CJC,,’.J(‘A),..‘._) ne
PYA P d,egod-»ﬁ de X. On ajetle s«b exba® (ou
)

<

40w - s ) de o awile («’.-‘t;,t)“_‘I une <wle
§e Ca forme -
(.x,,”xﬂ”.. .,Jc_,,,h_)__,._‘)
— t -
omw MmN, .- <"k<"" eol ume 4wild D enlens

4Rz mend creis anG .

2.18.4- Thdorgme ( Bolzaro- Weierstrs ) - be
towle ouile brine'e de rombies 1eels on P&J‘

—
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echaire ume anwo. vl convergonls

@é.m..."_nﬁtrahbﬁ' Sozl ("":11;"3!’:1.," ) ume sl brenee Ae
hagmifrce ecls. i ) riy _
tecdl Abc!a(;) Lo gl g‘ua

’an SU'P (':r-‘n)‘xnw)“" )
e deagrssan (L 2)‘ rm.:hm:'e.é- elle converge donc. verd um 1reel
x en verla de fa proponlion 2.1.8. 2.7 Monk 2"
-r-eu.!'e:tﬁcune e La’ 4wl ('xmxb...) ne 401:.3‘.*433& q.i?’
cowuﬁe, e . PmBque x = &m "%m) <€ el Fouwr

- npao "

bk € >0 b boul enlier Neg) Semne , wun ealier Nzwnie)
tel que €on act :

2 ) des:ﬂ“'e far :

mn = g - &
MEN = I-2<Y Jxt+E.

Comme w S s %
BzZ1 tel que £on ait -

x-&€< Dcﬂl-k = I.gm.. < x+& .

Porono ’TLCE._):N!-@‘-’ on a: =n(e)>NCe) e

' xfnce)_ x| <€

powr towr €20 et touf enlier N (&) dowme,
<€ exale wun entilen M(E) > N(e) tel que L'on il

lxﬂfe)—xke.

Preaoms E=1 et Need= 1. Tl exdl alow um
enier. M > 1 tel que

|l x, - x| 1.

Acnac

1 ’ - ‘
Prenono enswsle £- 1 eF N(e)=n,: Da-rlw pE Qs
precede, <€ excsl@ “um eali'es my>m, Lek que:
l2c, ~oc|lg X .
e LRrant ta pocede, on conolitdt une aw'l
-b QJ\EW Iﬂh“l (anz c i

g - AMp<cm, < ... . Aelle
que £ aity tow tout k2 g, T

,:xmk_"QCIC% '



rg A'wm‘l" que fa At-u-‘t&

-1)%'! ) q'wff'ﬁﬁm
X, ce qu achére la A . 2

maaﬁ-‘m d-(..g Fﬁe-&e‘me‘
[ |
i N S difrele de montier

qu'u.n-. Awle de
neely Wc) 4 €on a auwcure Jdee de 4a €in.@.
La nolitn de 4wz de C.”a.-.c&& fownt t_:’m:.ti.“yf!m‘; Lore
Uichere efftcace de ce ddes duwbes rugndhn eq

’26‘5&2 cgu.‘ he Sufiie fan La cwomnalance a P Se
La ™M .

Ma

2.15.S- Oetinition. On it gue'une 4wl (x

22 o s VR
nomnes reelo et de Cau *w elle ronede Ca propete
Acsvanle : ‘ﬁ-g =
(V_£_>c>) (IN21) tel que: MpZIN — |o, - Xalz€.

Pan e.xe.m.,bEe tounle Auala Canmgmi: ol‘e nombres 1eel,
ek une AWl de Ca.u.cﬂa En effel, + (24,
une Awlz g’ vers oc, <4€ ecnsl@ Four touf
E70 tm enlior N = 1 que :

"EN = lx,-x|<cE .

<
Maus ﬂ.ﬁch.o)c'n a poun n).PzN:
'Qcm-OC1L[ = 'DCm*DCIH.;bx?,[g %*gz,: €,
e qui’ [louve que Cafq,xi)---) € ume 4ula de
Caucﬂua En fa.:if,cmfa:

2.4.5.6- Théoreme (Critere de
une sl de namines
Yok equivalentes ;
({) L‘a -‘ﬁle de)_x‘l)"”) EOf_d& CGALC%*J
(&) la euilz (x,x,,. ) el conivergenta .
Oémonshalion. (i)— (&), Sak Cx, o, ..) une
Awl de Caw de nombrco reelsy Mmonhi ona
Qu ‘el e converge A cet e(fel, mantions tont YN
' €. Comme )

)z, W wme 9w
de Caudly, <€ exisl cm eubips N=Z7 tel que.

CQP._G_‘!.)’.) - SOL“- - .".(, x_..'b"_x‘g ) ___)
16els. Leo concliGine Aavaabed
_-_'_“""—--—~—_.._________
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LREN = | -0 1< 4.

En»’,an(f&u&'m) M a four L‘ouJ‘nZ'_.N:

>, 1< "xm“"rﬂ|+"‘tu| =

(+lx,|.
Prone M= Max CE NP

H-i‘) "1""2"”') 3 N a aluyy !

'QQ,..IE: i Ciuef-‘{ue -601”'1‘?1;!\-4)

e la qsuw'lz Cx, ) el botnde. Dayrcs le MHeoréme
de RBolzang .- Weﬁe&rﬁ‘i[&‘, ‘€ exsl wune 'l exliai;
('::c__,wvc,w.,,.) quit con vew um el oc, Membiong
que o0 = %—}W-X,‘ A'Cv"eﬂ'd:) f‘-:'LOM € 20. Conme
o= Lem

. Xy <€ ecse un entier k> 4 tel que
300

R ZK — [ -] S g, .
T weslege

el N2 1 telk que .

TpEN — . Xpls £
Frxono Q;.f:lc £Lel que ’nhzf\(. Forun, toed endlen MINJ
oM Q0

- i« , ) "
log, -oc| £ '%-%,,Mcr,.w-xi B X

‘ -, ,
e guw! prouve que T n::wg:m
((c) =>(:). Revudle CmmeN alimest de 2.1.5E .

L1 6- HZries dans |es Zspaces normes. Solt
E wn es

e nowne el Conaid e rona wne Acela
D delements e €. Formema Les Aommes
8_1 :U..f’

Sn=U Gt U,

« -
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S¢ da oudle (s ) >4 admel wune me S C}LLMD

M—> +0@ , on auf que €o senu'e tOt - 4 Ut (o a
dence de teeme @ener.a.Q ) esl cg'nwl.ﬁ.zn.li, dc 4omme

S el on ecwlt

S=UHU - H Ut = Z u,n .

EXZMP‘Z Solt E-= CCC—IZ 7C] R) -EedPace des fonclions
continues sun [T i, a vexleivio veelles , muns Sc £a

norme d.e la co ce wfmﬂ'e Cormdea.m fa
sle d'etemens Be .fuue.
u,,(z:) = CosX
.f,
Gz) = - cos(2.X)
2.
Uy () = cos(3x)
3.«:.
U fx) Cl) cos (nx)

n*
Alow, €a 4cnie C+U,+- es€ mwmgaﬁ' dano E,
el a fowr domme é‘a fcnc&an S d-l.fcm%:

S(x) = z*
= 5

En effet; €e develofement en schve de Fowner defa
fahcﬁ.bh Te?u‘(p?c'que. de fe."u'@at.e 27C d::fc‘n.tc- o
;glf'x):acz four -JLEX <TC

2
ol Pfé‘ga&bﬁa ‘et »}.watou.t en vcm& A e néme
de Oiudlbel. On a Sonc :
CXXL _ 82X o cos 3X _
1 2% 3%
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T€ slenot que €om ) en posarl Six)= T2 2,

12 &
| Stx) ~ (u,(:c_)-p-qz(x_) +"+U”‘(x))|=(6')n*'%ﬁ].y+
e
el)-hfz-wbgﬂ.@}f).‘_“. . Ié
+00 ’11-4'2)2‘
- -----if'..:f__ s & dx 4
G @ =) Hm=go
et Jonc ™
IS -Cotg+-+0f= Sup | S@-U,)--- = Ul
LEXETT
£4d >0,
N watoo
Ce qud monhe que Sn:(g,ﬁ.i.,.----l-u“ —> O quan?
n — +60 .

-2 LIMITES DE FONCTIONS

2.2.1- DZfinikion. Socenk X,V deux espaces bope
5: XY une fonctitn of xeX. On dit que

e L (

Cendt v une Lmie y €Y quard x > X, <€ exa
towt Lowt vgi&ha.ae__“y_d.c Yo, un_vorEinage Wde o,

——

«Cé_qae- ;

—————————

On el allow Lim  S(x)- Yo

x-S, —
% Y eob um espace f'&éf:\ane.') on mondhe comme en 2. 1.
que €a Leme dﬂf(x) qwo-n?x—-*r{o) éauqu'aﬂe m}sﬁ)
s wniciue.. Dang Ca dsj(c.mb-bn. 22 -1, on

o 5 o
rem er vano c(nconvenient Go £ocubions < tow)”

v M-a.l. Vde Yo 2> el & wn ’u‘&i‘%\‘ﬂa—gz Wda g, »> Fan
& towlt €@ment V d'wune base Se Vm‘&‘nagu de Hﬂ >> o
< wn ement W 4 ‘\wne base e vnenogede 2, 2. Ep
Fulicale, 5 X efY sont deo wpaces melbiques,
on dbtent on contderant €a bas e VIR N ages

-



