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1. ESPACES METRIQUES ™oy fok: 1

4.4- NOTION D'ESPACE :ME,TR(@UE

1.4.4- Definkion. ©n appelle islamce sur un erserdoe X
une cabion d : XxX —>[0,+oo[ qu veufie fes

axiomed Aayaals :

(c) d-C’-ng ):0 ac el geudement & c=q:
() dlxy)=dLly,x) quelo que 4m‘ubg‘;5,ge_§)
i) d.(x,y) é.al&zjg)-f-d.g)a,)_que& que evienfx y zeX .

FPar ea(mpée l’anp&mﬂ' on (x )1—-—9-' dlxy) =lx-¢| e
une Bushamie cwe X=IR. Da.t:ogea. dx.fuuégt a‘-dgdug,

Lo nelaliin (o) abapeles € iheyolila” Fua re . Elle
th&éa.&e &mn;‘;(‘mﬁ.:fet" ba ‘e'@ndﬁ{a“
1.4.2- ﬂ‘ppos{h'gﬂ. Sock d wune ichamce sun wom ensende X.
Soienk Y, 3 des poinlo de X. Ona:
latz)-diy | < déxy).

Pemonshabion: On a ) e verk de E'r.'neac&i&"
Dib-h—gu.@:ﬁte. :
Epd S dlay)+dlyy), I

Alx,3) - d.(qa'g) < dxy).
29 [ J )
En efJaa.aeaA}' Leo Mioles Sleg:r ej‘g) on oflenl .

dly,3)- A3 S dlzy),
dow Eua.Qe!nmt
|drn)-dyp| < daxy).

1.4.%- Déanit[g_a - On %ﬂe edpace. melrrgue f‘& donnee
'B;'_c.m wupee CX}aL) chamg’ dan espemble X eF dune




isFamce L sur X,

%W&é&y < Lo Vshamee (:r‘,a)g-%»(:r-gl esl

1.4.4- Bouvles dans un espace metrique - Sot (X )
Un espace meluque. Soent xeX e 270, On appelle
Youle owrerle de cenhe oz eh de rayon 2. £ ‘ensembo

BGx,n)=1 gex< | d(z,g)<rz_} .

Acnse, dans IR muni < €a Daskance (xy) —>lx-ygl,
La boule ourerle E:C'x/fz.) alr 2'itowraldle ~ ouverts

Jocr, e+n [

De méme) on a_ﬁ._g@@g boule ‘Fezméb. de cenlre oc et de
Yo n v O Llersemble

Bz, n] --—-{refe)c ] déyyy=n}.

1.2- EXEMPLES D'ESPACES METR(QUES

4-2-'1-Espace:s R™ Bur :r:(x,,)..,xm)e R™ et
§=YrYn)e R™, ~osoms
A y) = VZ_:, (o-y:)?.

On d-e'fiﬂ—t"" ainde une askamce oun R'j qui esfl”
appelis” diktamce ewdl Sreane )£ CR™ d) esf um
&pace me‘ﬁﬁ.?ue. Poure rencCeen qu.e) d esl wume
‘Qcéf‘me) <€ sudt de monlier qu' ele verfie
Gilen .Q'ohe%jaﬂt"l @Wa&e- On Qe Naomene
faa'eeme.d' a Prourr que Lona.;




_ Thicwg ol - 5
m m s
Vet 2z e 20 g
qu.e& que sgient Qo nomines neels Toe-.'&}'s ':rf_-d‘bo‘:_
En elerant au. came | cec’ nenent o rehler que :
22 %y = z\Jzz;sz,gf-.
< t g d

En clesont ume rowueldae fa-n‘.r au cmé on eol f'?.a.me.n-e-,

@ vendperque : o

(=) 22 xZy)
Mass cela nesulle Cm.‘m'ﬁ'qﬁ-guf S lo nelalion :
2
(? %) C;ng;) & (,_Z wY:) + %}J Ry -2y

1.2.2- Espace C([ablR). Soienk a<é eux
homlored ac‘e%) eb notoms  C ( [—a‘b-fl IQ_) ¥4 'e.oface
des :foncfi.oné 5: [a,f:]——>ﬂ? qw. sond conlinwnesd.
Sc e CClabl R), La fonclion §£-g eo
cvmaéuge Qun fe searmnk compact: Ea,géj) donc
elle est boande oun La ] ' Pgagrs .

dff,g): fcfxab I.ff.r)-g('-r)[.

On defcnt auinse wme Diskamce sur CCLabl, 32),
qu.; €o a.”.efe'e Lo duistamce Se La convengence
wrnifoune. Le aeul qocnl non endent est gue
d wéifie £'inegalle’ (margulane. Cec neviewt

Al

a re‘m?f-.‘eiz que :




Theewsy FacR - 4
Sup |§E)rgol £ Sup 156 +Sup  ged)

asx<hr - agxsé@ asxs b

welles u..e.dcneﬂ-t € CClaktl R). Oz, gour
zel_a b] .ﬁxe fg S re

| §G:) +g | £ 1500] +Hglx|
£ Sup 1§+ Sup g .
asxsf asxsé

Comme celta inegaldle” al voae 4oun tout xelakb]
Cnctern que fe. deconld memine eafme cono/‘m&‘.)) on

en 4&9ult que:
Sup l§®+8fx)[ < Sup [£&)|+ Sup lgfc)[.

Cléa:ég, asxsé aEX<l

1.2.3- La droite numer:quz achevee . Ona.juy.cﬁe

oﬂve' Z'ersemble IR oflir
oz n-u-mz/uque adle ea,_,_, et.;.go ) 3

en iy ou.ba.nt J:LO
numefique IR. mmut R A'une iskance d_ S
Qcm.c. ?Lm.e. ruclive Beof)ace rme.bu ue) en cd.en.ﬁfna.a.t‘

R & [-7¢, 7T] - an mogen Se La -@'Ldeoam
£ R —>[LTT] definie e madak

Ac = - 00
§Co= { Ancliy Cc) #i xelR

+JC 4 ox=+00.

(Dn'fo"'e alons :

dlxy)= | §E-£)|.
Comme g est ﬁ-: ‘eclitre, £€ et cmménat Be
ru.Ete/L que d_ eol ume. Qist amce sun IR .

1.2.4- Distance induite. Soieab (X,d) wn eopace



"f'h_tr'/u.xd Fack - 5
nnéu;.%ue. eL Ya X une e de X. La reslcltion
de d.rchxY ConeF (munalemenl une Ocslance Adwr X
appeles d...‘d—an’fe. nwla Larn d duh-ﬁf Cells dilance °
cnPuwla Sefuu. e alors wne Alﬁ.&c@e 2'epace melugue
s Y - A'M') toula Tﬂﬂ-ﬁ-a ?'an eof):ca meligue
hen:i(e a_u.f..‘OnmIL%uemeJ‘ 2 'une olctidinne a'euface.
melieque . Fanr e.xen..f-ee.) 2a neslichGon 8¢ 4a. ddhance
dan R™ conasderee on 4.2.1 & fa nla o equaltion

z:&':'--xé:: .- =%=‘. ()
est donnee 1_an.;

d.((x)g---,o)) (3}0}0.-2,'0))= |:x_8|
C ook la distance wonele oun celll daoil, cdenlifree

a IR tan -Q'a(r&tdtﬁh (a—/o/..,o)k—a»x.
Dans £ exemple 4.2-%) Lo vesluclion de Po duslamce

d. oun R & IR me oa-i'nc{d.c/:ao avee La shamce
wonelle 8e IR T.u.-;cque Ll ‘a:

d.(=, O = IA-QCIBCX;)I # |x-0| = (el

4 xelR-19

4.3. TOPOLOGE DUON ESPACE HEITRI'CQUE

4.3.1- Notion despace E (ggt_'__ ue . Un espace

T 6 = I.O : “:fo'b.' qm ensemble X meens
Cpologeque _esl gan defn 22 L
D une Ne (J 8e 1anfies de X (a.'ﬁ,!\gge% .l,r_aeﬁé.g
ouwenbed de X) vendfcak €ep coocbng cuvantes :
(D) B eEX appartizment o B
(i) Touls adanson de yanbies Ouxorbes AeC el

onccre ourerle, e

bas W Lo > N p: wvenkes
i) Toue inbewechon fuue de ,f,agz_.lie.o oulrenie.

P

Me & eor encone owverke, ie. A,'f\--f]Ame@_




Tﬁiw_gpacﬁ— 6

o aue : 2
VT LR St e e el
1*05"-(7 . ((fw&‘; s dun Tomt :fc-‘:fe- PLeeo ﬁe’a’&ehu«{;
daenl X wun espace bolwfoacfcy.te el x= X. O)'L?_oia.'
q:..t'u-nc. 1045-}. V de X eof‘cmw_}ﬂa.sgaex 4
exdE un ouvert Ufr) tel que :

xel)e V
vV

Tnliutvement, 40 <<V esk Meo ,rel:-.'t >, La nelalon

(de\/ e_,clm‘me. que 'g colr « Reo Me.»»alg. 2

L w n espace tvgo&n ique X eol‘,@_é&_e.f'oﬂ'l
@n.%toéaqﬁéf;;kﬂzu;mm : c?izﬁo que doieal xcel”
chw X owec a::fg A€ exssle um VD&hoge W x)olex

2

ef un wmitinage V(Y)de Y telo que
V) (\Viy) = &
V() Vi)

&

Le Lecteun vendeera autement Qu.'uft AM-WMH‘E.‘
U de X e owetl ac ebveuwlements S U eof un VoTGage

4.3.2 - Ouverts dun eepace mé"ﬂ'qg@_ : Sm'“CX,d._)
" . » ~ / . ® r'e
un eopace meliuque. Sc xeX ol §exé, Lo poxinie




—WWCM-% Fack- .F
.a'a“" ""’t (= X de oc ek mesenr b
Dishance d iz, Y). 8¢ dz 59 o

<E awe E—f-etzt on
dua que '-ﬁ eo" <« e m&n» alf--m Auwlile ment 34‘“ Peo

B E) costiluent Jes voienn b 3&::

ﬁbgztwn&; éu.a.n.&}wz. La proximi ~ de r&

ye Bxe).
Cea_ coruil o frover

1.3.2.4- Dé&finition. SekF CX ) un eopace mebugue .
On 2k gu'an eous-ensemble Uc X de X esh owe
0 (€ venche Qa condclion ouivanle .

G’-’te:—U) (de>0) telque Bixe)aU.

Avec cella De‘fcuabn. on uem»f-v- fadlemur que fes
boules ouvertes 4ot Lfen oles owenls :

1.%.2.2- pr‘opo&:ﬁoq St CX d-.) wun eopacc: 'ma&q&c

A Lond mtou!.xex et toudf 70, Lo bouble
omg Bl

@) = eX | dlx,u)<nrn | eoF un emesble
g — {8 1 G sk €0l tiw eab@MDe

Oémonslration - Sl ye B(gnr) e+ monhions
qQu 'l exis@ E>0 Atel que By e)c Bxr).

Comme Y e B(xn), on o d(xg)('b, et Sonc
- d(&'/g)?o C—ﬂ_ms:c:.m E>o 4el que

E<r- d.(a:g),
el momlEeono que B(g,€)c: Ea('z;’z.). St ZGB@,E).



The_‘&md Fad - S
On a d.(z,g)('s) Do :
d(x,z) & d(z, 8) +dly2) <dx y)+ € <2,
et done zeBlx,2). Ao, By e)cBi?), ef lo
Propositiin el pelmonbice. g '

De 2a. Gon 1.3.2.2, on dBuil mme' Ntz ment

qu.‘me. n,e.um'm'd.a. borules BC:‘:/-'Z,) es-un puwvert auw
sens de Lo JefinaEon 1-3.2.1. "Honbione que towd
owvent none e e ume relunlon dc boules owuertes.
Sotk U un ouvert aon wide $e X. Poun tout xce O, <€

exis(@ g, >0 Lel que. :
xe B(x,E.)c U.

On en 8eQulr que U/ Bx,E)=0, & U esf
xeU
dien wne néunlon de boules cwwerteb.

4.3.2.%. The'or'é‘mcz: . St (X, d) un edpace melrucpre -
Alos, muuna de lo f.aun.iﬂe deo curerfo_ar seng Je
Za ¢ kﬁu:i'—“_'_tm 4521, X eol un_espa ce bopologique
4e]ga.nef- En oulie, Ve X eol um VY& Nage du
/Foc‘n.t‘xe—x Ac‘aﬁaeaa.ee:an_evd‘o'.‘e il €>0 el
que Blx,£)aV. -

Demowlration. Notons G La famille ey surends
au ¢ens de Ca definibdon 1.3.2:1. TR eol lour que
(;25) X e(9 el qu'une neurdon O cucds el encene wm
ocweal (uftbier fa renargue el - Dewus). Poun
mgier que O eoF ohable fan entersedions JCCM-'es 5
L€ suffF oe prouwrer que, ¢ U,Ve &, ales

ONVe B. SakxzeUnV. IR exsle £ ' m>0
/
Lelo que :
e B('.a.:,a)c: U & xeBxp)c V.
Sait r;_—:aninca‘/y)ro. On a alono :
By r)c Bix,e)cU of Bxn)cB&y)cV,
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el donc f?(‘x/'z.)c: OUNV. GComme cecd esk vial rour

tovJ‘_‘Df) L ' enpemble UNV esr cuvernts, On a adnn

monliz” que X eof um espace topefogeque - Monbors
LY . I'g .

qu'i€ eor ¢eparé. Sorent x, e)( arec -’-'-?:#-g Comme

==y , rr._.-:-d.(:r/g_) ek slicement LoelLl. Fosono

V=Bx2) & W=Bly%).

O-ndeye.‘hﬂ-m‘ des voisinaged ¢ d-deg qus
reufient : VnW-_—.;é- En % 4-:‘. ze\/f)W) on a.:

R=d(xy) £ dixz) +A(2Y) <E+Z-n
Ce gus eol alosunde . Ceec prouve que X e,ef‘n":omaf.
Erﬁch)a‘ V eol um wi&-ina.aue AT Tamtx) V4
cokient com oavert (J avec e (). Tl exco@ onc
€>0 tel que 5('2:/8)CU) e~ donc B(x)&“_):.—_\/. |
Trvewemenk , 4 Bxe)cV, Vel wun vitrnoge S
4oint sc can <€ contionls ~Lourert (U=BE)
orlenantoc. &

1.3.2.4-~ Exmple. Cormidewne L'envemble R oles
Relels , muns 3 La Ddslance canrongure (:r,&)l—-*rlx-gf.
Dapés A-44, wn ouwvert de IR eslaci vide, Aol
réunion D'aterralles owverts. Pluo ﬁc‘a‘ae'wj « U
eoF un owert rom ide de ﬂ?) on .Pe_,fowx.tmnt
xrel:

T el T |
T cntewalle owml
xeJec U

On ale.}'c}u'f‘ ainte wn cnbewalla owrall T Qs eof™
'ee»fﬁué%/za.n-? ;_h!‘a/w;aﬁzﬂ. owver conlenant Dc el
nddus Sans U. Sc x/ge(}) on a. ol
Izq%=¢) st Ixﬂ%,‘é¢ e alono

I.r: Ig_ C Car_ sinon I v eoF wn ntewolle
owart conlinank o ef qut o dWImW




