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Feuille d’exercices n° 3

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Ensembles

Exercice 1.
1. On note A ={1,2,3,4} et B =1{0,1,2,3}. Décrire les ensembles AN B, AUB et A x B.
2. On note A = [1, 3] et B =]2,4]. Déterminer AN B et AU B.
3. Déterminer [3,8]NZ, [-3,2][NN et |0, 1[NZ.
4. Déterminer le complémentaire dans R des parties | — 00, 0] et [1,2].
5

. Déterminer | — 2,3]\ Z, | —2,3]\ [0,4] et | —2,3]\ [—4,4].

Exercice 2. Soit £ un ensemble et (4, B,C) € P(E)3.

1. Montrer ’équivalence des propositions :

(a) AC B;

(b) ANB=A;
(¢) AUB=B;
(d) A\ B=0.

2. Montrer I’équivalence des propositions :
(a) AUB=ANC,;
(b BCAcCC.

3. Montrer I'implication

(AUBCAUC e ANBCANC) = BcCC.

Exercice 3. Soit E un ensemble. On note P, = P(FE) \ {#}. Déterminer

Ut N U A e ()4

zcE zcE AEP, A€EP,

Exercice 4. On note, pour tout (i,5) € Z x N, A; ; = [i — j,i + j]. Déterminer

X:ﬂUAiuj et Y:UﬂAZJ

i€Z jEN JENI€Z



Exercice 5. Soit E un ensemble et (A, B) € P(E)2.
1. Montrer ’équivalence des propositions :
(a) AC B;
(b) P(A) C P(B).
2. Montrer que P(AN B) = P(A)NP(B).
3. Montrer que P(A) UP(B) C P(AU B). Etudier le cas d’égalité.

Exercice 6. Soit £ un ensemble et (4, B, X) € P(E)3.
1. On suppose B C A. Montrer 1’équivalence des propositions :
(a) ANX = B;
(b) il existe Y C E\ A tel que X = BUY.

2. On suppose A C B. Comme précédemment, résoudre en X 'équation AU X = B.

Applications

Exercice 7. Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications qui suivent. Lorsqu’elles sont bijec-

tives, donner leur inverse.
1. R—= R, z > cos(z);
2. [m,27] = [-1,1], x > sin(z) ;
3. R R (z,y)— (4 y,z—y);

4 N—=R,z— x;

5. R—)R,xr—>{ —h;w L2

T sinon
i sixzx <0
6. R—-R,z— 5 ) ;
x sinon
1 siz=0
11 siz=1
. 1,2 1 11 :
7. {0,1,2,3} — {1,7,9,11}, v — T Gp_9
9 six=3

oo

- {0,1,2} = {=1,0,1}, 2 — —(z — 1);
9. F(R,R) = R, f— f(0).

~—

Exercice 8.
1. Soit f: R — {0}. Montrer que f est surjective mais pas injective.
2. Soit F un ensemble, n € N*, (z1,--- ,x,) € E™ et f: {xz;|i € [1,n]} — R. Montrer que f n’est

pas surjective.



Exercice 9.

1. On note F,, I'ensemble des fonctions paires de R dans R et F; celui des fonctions impaires, puis
I’on définit
F:FR,R) = Fp x Fi, f = (fp. fi)
ott fp: R—= R,z 3(f(x) + f(—z)) et fi : R = R, 2 — 3(f(x) — f(—x)). Montrer que F est

bijective et donner son inverse.

2. Pour les notations de la question précédente, donner des bijections de F}, dans F(R4,R) et de F
dans F(R%,R).

Exercice 10. Soit E, F' et G trois ensembles non vides. Soit f € F(E, F).
1. Soit (g,h) € F(G, E)% Montrer que si f est injective et f o g = f o h, alors g = h.
2. Soit (g, h) € F(F,G)?. Montrer que si f est surjective et go f = ho f, alors g = h.

3. On suppose que, pour tout couple de fonctions (g,h) € F(G, E)?, fog = foh implique g = h.

Montrer que f est injective.

4. On suppose que G a au moins deux éléments et que, pour tout couple de fonctions (g, h) € F(F,G)?,

go f =ho f implique g = h. Montrer que f est surjective.

Exercice 11. Soit E, F' et G trois ensembles non vides. Soit f € F(E, F) et g € F(F,G).
1. On suppose g o f injective. Montrer que f est injective et que g 'est aussi si f est surjective.

2. On suppose g o f surjective. Montrer que g est surjective et que f ’est aussi si g est injective.

Exercice 12. Soit E, F et G trois ensembles non vides. Soit f € F(E, F).
1. Montrer que f est injective si et seulement s'il existe g € F(F, E) tel que go f = Idg.
2. Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe g € F(F, F) tel que fog = Idp.
3. On considére maintenant f : R — R™ x RT, x + (max(z,0), max(—=x,0)).
(a) Montrer que f est injective et donner g : R™ x R — R tel que go f = Idg.
(b) Quelle est I'image de f?

Exercice 13. Soit £ un ensemble non vide et f : E — P(F). Etudier la surjectivité de f en considérant

A={zeElz ¢ f(z)}

Exercice 14. Décrire les ensembles qui suivent.

1. tan({0});
2. sin }({2});

3. cos~1([0,1]);
4. (cos‘[gyﬂ)fl (10,1]);
5. (cos‘[om])_l (0,1]);



6. f71([0,1]) pour f;R = R, x> 2?;

7. F01]) pour £ 1 [<1,4] = R, @ v 2

8. f71([0,1]) pour f: R* = R, z — 22;

9. v ([0,1]);

10. f7H([=1,1[uf2}) et f([0,1]%) pour f:R® = R, (z,y,2) = y;
1L |- [([-2, -1 U [2,4]);

12. (|- 1y-sm) " (12:3);

13. |- [7H({1)).

Exercice 15. Soit FE et F' deux ensembles non vides et f: F — F.
1. Soit B C F.
(a) Montrer que f(f~1(B)) = BN f(E).
(b) A quelle condition a-t-on f(f~!(B)) = B?
2. Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout B € P(F), f(f~1(B)) = B.
3. Soit A C E.
(a) Montrer que A C f~1(f(A)).
(b) Que peut-on dire si f| s-1(f(a)) est injective ?
4. Montrer que f est injective si et seulement si, pour tout A € P(E), f~1(f(A)) = A.

Exercice 16. Soit E et F' deux ensembles non vides et f: E — F.
1. Soit I un ensemble et (4;);e; € P(E)!. Montrer que
fOJm):[Jﬂm)etf(ﬂAQ(_ﬂfmg.
i€l i€l i€l i€l

2. Montrer que f est injective si et seulement si, pour tout ensemble I et toute famille (4;);c; € P(E)?,

f(ﬂAz) = /(4 .

i€l i€l

on a

3. Soit I un ensemble et (B;);cr € P(F)!. Montrer que

1 (UBZ) = UJrtm) et (ﬂ Bi) = (3 .
icl el iel icl
Exercice 17. Soit FE et F' deux ensembles non vides et f : F — F. On définit
S ={AePE)| fF(fA)=A4}.

Montrer que, pour tout A € P(E), on a f~1(f(A)) € S.
Montrer que S est stable par réunion et intersection quelconques.

Montrer que, pour tous A € S, B € P(E) disjoints, A et f~1(f(B)) sont disjoints.

Ll

En déduire que S est stable par différence.



