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NOMBRES REELS - BORNE SUP - ENSEMBLES

1 Manipulation des nombres réels
Exercice 1. Soit  un nombre réel. Démontrer que pour tout entier n > 2 :
[x>-1, 2#0]=[1+2)">1+na].

Exercice 2. Soit A une partie de R. A-t-on équivalence entre les deux propositions suivantes ?
e da>0, Vxe A z>a.
e VxeA x>0

Exercice 3. Pour toutes les fonctions f suivantes, tracer lallure des courbes de f, |f|, f+ = max(f,0) et
f— = —min(f£,0) :
f@)=a® 32, f(@)=cos(z), f(@)=In(2z+1), f(x)=exp(-3z—6),

Exercice 4. Soit z € R. Montrer que : (VE >0, |z| < 5) = (x = O).

Exercice 5. On considére un intervalle ouvert I C R, et « € I. Montrer la proposition suivante :
Veel, Je>0, |Jr—e,z+e[Cl

La proposition suivante est-elle vraie ?
de>0, Veel, Jrx—ceax+e[Cl.

Exercice 6. Pour un nombre réel x, on notera F(z) sa partie entiére et [x] sa partie fractionnaire.
Tracer Pallure des courbes des fonctions suivantes.

E(x), E(l), E(z%), E(sin(z)), [z].

z
Exercice 7. 1. Montrer que V(x,y) € R?, E(x) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1.

2. V(z,n) eRxZ, E(x+n)=E(x)+n.

3. Montrer que Yn e N— {0}, Vx e R, E(z) = FE (%)

4. Déterminer limE(z) et lim[z] lorsque = tend vers —14 et lorsque = tend vers —1_. Ces fonctions ont-elles

une limite lorsque = tend vers —17

Exercice 8. Soient r € Q et z € R\ Q.

1. Montrer que r +z ¢ Q.

2. Montrer que, sir # 0, rz ¢ Q.

Exercice 9. Soient z, y € QF, tels que /z ou /y ¢ Q. Montrer que /z + /y ¢ Q.
Exercice 10. Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux :

L(z2eQueQ) = (z+y€Q).



2. (zeR\Q, yeR\Q) = (z+y e R\Q).

3. V2 e R\Q, Vy e R\Q, (2 <y = Fz€Q, z<z<y).

4. Vr e R\Q, Yy e R\Q, (r<y= FzeR\Q, z<z<y).
5. Vn €N, (n >3 et nimpair ) = /n e R\ Q.

2 Borne supérieure et inférieure

Exercice 11. Soient A, B deux parties bornées de R. On pose A+ B={x+y; z € A, y € B}. De méme, on
définit A- B = {zy; = € A,y € B}.

— Montrer que sup(A4 4+ B) = sup(A) + sup(B).

— Comparer sup(A - B) et sup(A) - sup(B).

— Montrer que sup |z —y| =sup A —inf A.
z,y€A

Exercice 12. Soient A et B deux parties non vides de R vérifiant la propriété suivante :
Vre A, VyeB, xz<uy.
Montrer que A admet une borne supérieure, et B admet une borne inférieure. Comparer sup A et inf B.

Exercice 13. Donner, g’ils existent, le sup, I'inf, le maximum et le minimum des sous ensembles de R suivants :
1 ,
[0;1], [0;1], Q, QN[0;V?2[, {, n e N*}, {(-D)", neN*},
n
1 n+1 1
(—1)”+L,n€N* , i,xeR* .
n 1422

1
Exercice 14. Soit J =qz € R; -2 <z + o < 2}. L’ensemble J est-il un intervalle 7 Déterminer, s’ils existent,
x

la borne supérieure, la borne inférieure, le plus petit et le plus grand élément de J.

1
Exercice 15. Soit A=< (-1)"+ —; n¢€ N*}. Montrer que A posséde une borne inférieure et une borne supé-
n

rieure et les déterminer.

;meN, neN s,
mn + 1

Exercice 16. Soit A = {
Montrer que 1 est un majorant de A et que 0 est un minorant de A. Montrer que ce sont respectivement les bornes

sup et inf de A. Le nombre 1 (resp 0) est il un max (resp min).

Reprendre 'exercice avec n € N.

Exercice 17. Soient A = {2° + 3% 2,y € R, zy =1} et B = {zy; =,y € R et 22 +¢* <2}

Donner, §’ils existent, le sup, I'inf, le maximum et le minimum de A et B.
1

Indications. Pour A, on pourra étudier la fonction = — x2+—2. Concernant B, on posera x = r cos(f), y = rsin(f)
x

avecOgrgx/i,OSHSQm

3 Ensembles

Exercice 18. 1. On note A ={1,2,3,4} et B ={0,1,2,3}. Décrire les ensembles AN B, AUB et A x B.
2. On note A = [1;3] et B =]2;4]. Déterminer AN B et AU B.
3. Déterminer [3;8[NZ, [—3;2[NN et ]0; 1[NZ.

4. Déterminer le complémentaire dans R des parties | — oco; 0] et [1;2].



5. Déterminer | — 2;3]\ Z, | — 2;3] \ [0;4] et | — 2;3] \ [—4;4].

Exercice 19. Soit E un ensemble et (A4, B,C) € P(E)3.

1. Montrer ’équivalence des propositions :

(a) AC B;

(b) ANB=A;
(c) AUB = B;
(d) A\ B =0.

2. Montrer I’équivalence des propositions :
(a) AUB=ANC;
(b) BCAcCC.

3. Montrer 'implication

(AUBCAUC e ANBCANC) = BcCC.

Exercice 20. Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Pour X C E, on note X¢ le complémentaire de X

dans F. Démontrer les propositions suivantes :

1. (ANnB)UC =(AUuC)N(BUC);
2. (A% =

3. (ANnB)¢ = A°U B¢,

4. (AUB)® = A°n B-.

Exercice 21. Différence symétrique
Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. On appelle différence symétrique de A et B, notée AAB,

le sous-ensemble de F :
AAB={x € AUB;z ¢ AN B}.

1. Interpréter les éléments de AAB.

N

. Montrer que AAB = (AN (B°)) U (BN (A°)) ou A° désigne le complémentaire de A dans E.
3. Calculer AAA, AA(, AAE, et AA(A®).

4. Démontrer que pour tous sous-ensembles A, B,C de E, on a :

(AAB)NC

(ANC)A(BNC) ;

(AAB)UC = (AUC)A(BUOQ).

Exercice 22. Soit £ un ensemble. On note P, = P(E) \ {0}. Déterminer
Uz, N, U A4 e [ 4.
z€E z€E A€EP, A€EP,

Exercice 23. On note, pour tout (¢,j) € Z x N, A; ; = [i — j;i + j]. Déterminer
X:mUAivj et Y:UHAW

€7 jEN jeNiez

Exercice 24. Soit F un ensemble et (A, B) € P(FE)2.



1. Montrer ’équivalence des propositions :
(a) AC B;
(b) P(A) C P(B).
2. Montrer que P(AN B) = P(A) N P(B).
3. Montrer que P(A) UP(B) C P(AU B). Etudier le cas d’égalité.

Exercice 25. Soit E un ensemble et (4, B, X) € P(E)3.
1. On suppose B C A. Montrer ’équivalence des propositions :
(a) ANX =B,
(b) il existe Y C E'\ A tel que X = BUY.

2. On suppose A C B. Comme précédemment, résoudre en X 'équation AU X = B.



