Exercice 128
Donner une expression raisonnablement simple des dérivées des fonctions suivantes :

2

x+1 et T
flx) = / " dt glx) = /0 [Arctan(t + x)]” dt.

Exercice 129

1
1) Calculer I = / In(1 + t%)dt.
0

1
2) On pose u, = / V14 t2dt (pour n > 1). Calculer lm .
0

n—-+oo
3) a) Soit u > 0. En introduisant la fonction auxiliaire ¢, définie par:
2
ou(t) :et—t—l—f—ﬁ(l—i—u—e“)
et en la considérant sur [0, u] montrer I'existence d'un d €]0, u[ tel que ¢/ (d) = 0.
b) En déduire I'inégalité :

1
e —1—u| < §u26“.

d) En déduire que pour tout ¢ € [0, 1],

1 1
V1482 —1—=-In(1+¢*)] < =
n n

puis trouver un équivalent de w, — 1.

Exercice 130
Soit f de [0, 1] vers [0, 1] une application continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. On suppose que :

/0 f(tyde = f(1).

Montrer qu’il existe un ¢ dans |0, 1] tel que f'(c) = 0.

Exercice 131
On désigne par f une application continue de R™ dans R. On suppose qu’il existe un nombre réel strictement
positif k, tel que, pour tout x de R*, on ait:

0< f(=) Skz/ozf(t)dt.

1) On définit application H de R* dans R en posant, pour tout x de R™ :

H(z) = ek /O oL

Montrer que H est dérivable sur R™ et calculer H'(z) pour tout z de R¥.
2) Montrer que pour tout x de R*, H(z) = 0.
3) En déduire que f n’est autre que I'application nulle de R* dans R.

Exercice 132

1) Soit w une fonction continue de [0, 1] vers R. On pose, pour tout x tel que 0 <z < 1:

o(z) = \/g/ozu(t) cos( ) dt



Montrer, en appliquant l'inégalité de Schwarz, que pour tout = de [0, 1],

[v(z)]* < /Om[u(t)]2 dt.

2) Soit ug une fonction continue de [0, 1] vers R. Pour tout n > 1 et tout x de [0, 1], on pose:

vn1(z) = \/g/o 1 (00 feos() e

puis un () = Vnu,_1(x)

a) On note M = M[ax] [ug(x)]?. Justifier pourquoi M existe.
ze€|0,1

b) En utilisant le 1) et en faisant une récurrence sur n, montrer que :

pour tout n > 0, pour tout = € [0, 1], [u,(2)]* < Mz".

1
¢) En déduire que la suite (un (§>> est convergente, et déterminer sa limite.
n>0

Exercice 133
On définit une application f de [0, 1] vers R par:

f(t):% pour 0 <t <1, f(0)=0, f(1)=1

et une application F de ]0, 1] vers R par:

2
|

1) Montrer que f est continue en tout point de [0, 1].

2) Soit = dans lintervalle ]0, 1[. Quel est le signe de F'(z) ?

3) Montrer que F' est dérivable en tout point de ]0, 1] et calculer sa dérivée.
)

4) a) Pour z dans lintervalle ]0, 1[, montrer que

IZ 1
/ —— dt =1In2.
» tlnt

b) Pour x dans lintervalle |0, 1], montrer que

2?In2 < F(z) < zln2.

¢) En déduire lexistence et la valeur de la limite

z<1

5) Montrer que F'(x) tend vers 0 quand z tend vers 0 (avec x > 0).
6) a) Montrer que quand e tend vers 0 (avec 0 < e < 1)

1—e¢ 1
/ f(t)dt tend vers / f(t)dt.
€ 0

1
b) Déduire de ce qui précede la valeur de / f(¢)de.
0



Exercice 134
Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :

t2
2 4 sin?t

f(@) pour t # 0 et f(O):%.

1) Montrer que f est une fonction continue. Est-elle dérivable ?
2) Déterminer la limite de f en +oo (sans présupposer son existence).

3) Pour tout x réel, on pose:

Fay= [ f)d.

xr
Montrer que cette fonction est dérivable sur R, et expliciter sa dérivée. Montrer qu’elle est impaire.

4) Pour z > 0, montrer I'inégalité:

2 t2

et en déduire que:
x — Arctan(2z) + Arctanz < F(z) < z.
Exercice 135

Soit f une fonction de classe Ct de [0, 1] vers R telle que f(1) = 0.
Montrer que :

A[ﬂﬂ+@mﬁm]ﬁ:/[HM(ﬁi/V®]ﬁ

0 0

En déduire I'inégalité :

[veras [Cyora

Exercice 136
Soit f lapplication définie sur ]0, +o0o[ par:

1 et
f(x)/o t—f—xdt'

1) Montrer que f est décroissante.
2) Montrer que f est dérivable et exprimer sa dérivée.
3) Montrer que f est de classe C*.

4) Montrer que f admet une limite quand x tend vers +o00. Déterminer cette limite, puis fournir un équivalent
simple de f en +oc.

5) a) Montrer que f(x) tend vers +00 quand z tend vers 0%.
t

dt quand z tend vers 0.

1
b) Montrer que f(x) + Inz tend vers / ¢
0

¢) En déduire un équivalent de f en 0F.



