Trucs en vrac pour ne pas perdre la main

Exercice 16

Montrer que la fonction sinus n’a pas de limite en +oo.

Exercice 17 1

Etude et tracé du graphe de la fonction définie sur R par: f(z) = 3 cos(2z) — cosx, et résoudre f(z) = 0.

Exercice 18 |
Soit f la fonction numérique définie par f(z) =z — iy
x

1) Soit g la fonction numérique définie par g(z) = 22 — 1 + Inx. Dresser le tableau de variations de cette
fonction, et en déduire qu’il existe un et un seul réel zy tel que g(xzg) = 0. Déterminer xg.

2) En déduire les variations de f.

3) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

4) Déterminer l’asymptote au graphe de f.

5) Tracer ce graphe et son asymptote en faisant figurer les tangentes remarquables.

Exercice 19 o

Soit f: RT — R lapplication définie par f(x) = {:lr : i i 8

Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers 0 (avec z # 0), puis étudier en quels points de R™ la fonction

f est dérivable. Etudier ses variations et tracer sommairement son graphe.

Exercice 20
Discuter 1’équation exp(—ae™*) = x, ol le parametre a, est un réel donné vérifiant 0 < a < e.

Exercice 21
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue réelle x :

3 1 = .
1) In <$+ > = 5(1nx+1n3) ;2) 2(=Y7) = (z*)Ve;  3) 29 — cos g ; 4) sin(cosx) = cos(sin x).
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Exercice 22
Montrer que pour tous x et y réels distincts :

(w—l—y) e + e¥
exp < .
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En trigonométrie non plus, ne perdons pas la main

Exercice 23
Soit # un réel. En utilisant 'exponentielle complexe, retrouver les formules permettant de calculer cos(36)
en fonction de cos @ et sin(36) en fonction de sin 6.

Exercice 24
Linéariser les expressions cos® @, puis cos* 0 sin® 6.

Exercice 25
Soit n > 1 un entier et  un réel.

1) Calculer les expressions
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2) Calculer les expressions



Cn =) cos(kf) et S, =) sin(k).
k=0 k=0

Exercice 26
Etablir la formule suivante :
tan(z — y) + tan(y — z) + tan(z — x) = tan(z — y) tan(y — 2) tan(z — z).

ou x,y, z sont trois réels pour lesquels les trois tangentes apparaissant dans la formule sont définies.

Trigonométrie hyperbolique

Exercice 27
Montrer les formules suivantes, valables pour tous réels x, ¥ :
(1) ch® 2 4+ sh®y = sh? z + ch? y = ch(z + y) ch(z — y) ;

(2) shz+shy:25hzT+ych$gy ; (3) chzfchy:QShzgyshx;ry.

Exercice 28
Résoudre le systeme:

chz+chy=3
shz +shy=2"

Exercice 29
Calculer ch(3 In3) et sh(1In3).
Utiliser le résultat pour trouver les solutions réelles de ’équation :

2 ch(z) 4 sh(x) = V3ch(5z).

Exercice 30

1) Résoudre I’équation différentielle :

y”’ —y=4cht

dans laquelle I'inconnue est gy, fonction deux fois dérivable d’une variable réelle notée ¢.

2) Résoudre 'équation différentielle :

y cht+ysht=0
dans laquelle I'inconnue est gy, fonction dérivable d’une variable réelle notée t.

Exercice 31

1) Soit u un réel. Exprimer ch® u en fonction de puissances de e®.
2) Méme question avec sh* u.

Et voila les fonctions réciproques

Exercice 32
Calculer :

a) Arcsin (?) b) Arcsinsin(%r) c) shArgsh(é) d) Argchch(l —1nb5)
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e) Arctantan(g) f) Arctantan(Tﬂ-) g) Arccoscos(l—lﬂ-).

Exercice 33
1) Pour z réel, déterminer une expression de Argth x n’utilisant que des fonctions plus élémentaires.
2) Méme question pour Argch z.
Exercice 34
Tracer les graphes des fonctions 6 — Arccos(cos @), 8 — Arcsin(sin ), 6 — Arctan(tan6).
Exercice 35
2

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = Argth (Q—il)

x

1) Préciser 'ensemble de définition de f puis ’ensemble des points ou elle est dérivable.

2) Aux points ou f est dérivable, calculer f'(x), et en déduire une expression plus simple de chacune des
restrictions de f aux trois intervalles | — oo, —1[, ] — 1, 1[ et |1, 4+o0].

Exercice 36

1) Montrer qu’il existe un polynéme P du quatrieme degré tel que pour tout réel z :

162° + 242* +92% + 1 = (2® +1)P()

et expliciter ce polynome.
2) Soit f la fonction numérique définie par f(z) = Argsh(3x + 423).
a) Préciser 'ensemble de définition de f, puis ensemble des points ou elle est dérivable.

b) Aux points ol f est dérivable, calculer f/(z). En déduire une expression plus simple de f(x).

Exercice 37
2
On considere la fonction définie par f(z) = Arcsin (sz)
x

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Déterminer les limites éventuelles de f aux bornes de son ensemble de définition.

3) Calculer la dérivée f'(x) en les points ou ce calcul ne pose pas de difficulté sérieuse (en étant précis pour
expliciter olt on travaille), puis étudier les variations de f.

4) Discuter l'aspect des tangentes ou demi-tangentes éventuelles au graphe de f aux points d’abscisses
respectives —1 et 1, et tracer sommairement le graphe de f. En quels points f est-elle dérivable ?

Exercice 38

2
Mémes questions pour la fonction définie par f(x) = Arctan (1 x 5 ) .
—x

Exercice 39

Dans certains des exercices de tracés de graphe qui précedent, on a trouvé a posterior: des réponses
étonnamment simples, notamment des dérivées tres simples. Recommencer en s’y prenant plus astucieuse-
ment, afin d’obtenir les mémes résultats autrement que par le calcul courageux mais volumineux de dérivées
de fonctions composées.

Exercice 40

T ™
1) Montrer que pour —3 << g ona I’identité :

tan ¢
V1+tanZe

2) Pour z réel, transformer les expressions sin(Arctan x) et cos(Arctanx) en des expressions ne faisant pas
apparaitre de fonctions trigonométriques.

sing =



Exercice 41
Soit f la fonction définie sur R par f(u) = 3 chu—4 et soit g la fonction définie par g(u) = Arcsin(3 chu—4).

1) Montrer que pour tout réel u :

uw€[-In3,In3] < f(u) € [-1,1].
2) Déterminer ’ensemble de définition de g, et préciser ’ensemble des points ol g est continue.
3) En précisant son domaine de validité, montrer la formule :

3shu

9w = V/3(chu —1)(5 — 3chu)

4) Déterminer les limites de cette expression aux bornes de son domaine de validité.
(Suggestion : pour 1'un des calculs de cette question, écrire shu et chu en fonction de sh(u/2) et ch(u/2)
peut étre éclairant).

5) Déterminer ’ensemble des points ou g est dérivable.

6) Dresser le tableau de variations de g puis tracer sommairement son graphe.
Exercice 42

7r
1) Montrer que 0 < Arcsin% + Arcsin 1% < 5

2) Résoudre I’équation d’inconnue réelle x :

4 5
Arcsin x = Arcsin — + Arcsin —.
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Exercice 43

On considere I’équation d’inconnue réelle x :

(E) Arcsinz + Arcsin g = %

1) Montrer que toute solution de (E) est positive.
2) Résoudre (E).
Exercice 44

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue réelle x :

(1) Arcsin(2z) — Arcsin(zv/3) = Arcsin x;
(2) Arctan(z — 1) + Arctanz + Arctan(z + 1) = g

Exercice 45
Montrer que Arcsin% = 2arctan %
On pourra utiliser la formule donnant sin 6 en fonction de tan(6/2).

Exercice 46
Montrer que Arctan 1+ Arctan 2 + Arctan 3 = 7.

Exercice 47
Montrer que pour tout x > 0,

< Arctanz.
2 +1



