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2.2.1.1. Om monhe S meme qQue,, K eof -meswrable
alovs g eet p-masmable , ce qus flowure € Cmplication
(¢) =2 (il)

(i) =3 (C)- SQIHW"V.) que j d‘g aonend 'u.—-madmabl% ef
mond gno qme 4. eo"’.z.-—medma.ble.- Comme fo G b deo

Borcliiens de IR cof engendrce fan Leo rectangles Be
£a foume

[ad)a,_jx [@4} g.;,] (Q,‘CQL

6. < 6y),
<€ aufnl de monkien que £ 'ersemble

E=fxeX| Rix)e [ai,a,Ix [4, 4,1}
at p - meowrable Ciu.e&n que 407ent {eo 1eeba q":a&z@vﬁ
reuftant a,<ca, e 6,<6, - O2 ona:
Ezjxex | §xdela, a,] ergﬁc)e-lf&.,ﬁ]_}
= §CCa,a,DN g '(C6,67)

<t paldque era vond - mestadles, E el p-mewable
? 1 3 .
Com me afefwcc‘g.?m. a).e Mf Avue- envembleo fa-mesurakles

se X - o propontitn ek Some Semmbia . g

2:2.2.2. Proposition - Saent” ( X 1) tm copace mesure’
o £, : X—» IR deux foncl p- meowrakles . Absn,

€eo ayplicaliino f-p—a gfjig M'F-mwuufdea.
Demonahation . L/agplicoliin §t+g (1e0p. £9) eol™
Compoies Se £ aylicaliin T i—> (F o) gpr)), qua’ eol”
p-mesurable en verli de La piopontion 2.22.4, el
de -P'a.“-&‘co.ﬁ% condpue ('.’:c-,a)r——-‘;-x+-g (reop
(’:r-,a‘)r-—a».'z.%_)- Tlrerla odod cleo proporlion
2:1.3.2 e 2.2.11 que 5-+8. («teof:. j—g) esl f_l-—meao;m%.

Celle 'jn-omhan sleten?d cmme’nalimend aw cas cu

§,g onl" des fc.\oc:.}m nime e qued Honlire a
con & Se cowerun gque O x)=0.



Thierry Fack 44

2:2.2.3- ponof‘,‘ons S,‘mFlQS- sl (X,P-) wn eop ace
meomne . On dit quiuse fonclibn £ X — IR eof elaget
41’ o ;,‘mmae &of wum dvuo - ensenbole feni de IK . Unme
Sonclion ehxe.e: P-—nuu:a.bla &l LG mg_g Toule
Jondzom ej'ag,za :f: X = IR 4e de’com-fﬂc cancnigurement
en wme comPinaison €irdane de fmgﬁm caradersbques
Soient en effed” a, aq,. .., a, +£eovaleuwns dislihites Puies

)2 G
toan fa fon clEom &), o povono
A= {ach | §ex)=a.} ( 1S CEm).

On venifie <mmeNn'alzment que Lona:

5= E'CRL/HAL-

S¢ Seot p-maowmable, cAague Ac=5 (fagy) eal",.t-

M oL . I?NWE.M%J; 41 chagre Ag cof F-muma_lo(g)
;f—eol"ﬁ-maawable en verlio de 2.1.3.4 o de 2.2.2.2.
Acne, §eob mmple a’ek sevlemet n chaque A; esl”
- masunable. e foncliom »n‘-.fte est™ donc ume
comernaséon Cineane de fociinb cara. cercsigyued
de rous -entem bles ;-L-Me—ewfaiﬁf-%- Om rofra que, 4

§ ek ponlie, €eo weffraado Q@ vok foelifs.

2.2.3- Limikes s:‘:r_:,:lws de fonchons mesovrables

2.2:31- Limte Sr'MP|¢ el limitz presque P_@rf‘ouC Sorent
(x’r‘) un eopace meswre el J—n:)‘(—-rﬁ une Awls
de fonciomd aumeriques (m=1,2,..-.). Onoil que ta
swla (5*)1.,; | coverge gimplement vew fa foncliim
§: X —IK &, o towfceX, €mn § omx)=5x).

nas oo ™
On deb que ba sule (5— W nmpe mond™
FL-_PWOQLL& '}awo-l-tt ana{ f‘mct;'cm, 5"_‘ % “?U-%-
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o'ce 24?66(1 wn ATUD- Me -neptagealle Ne X el
que €'on b, fown touk o N, $@)= &m £ (x).
o T

Dano ce caas 5, §CGO m leot de'}é}m‘ne’ REme'LZ oed
Fax) que pour X N- En 2aukio teames, £ m'aol™
delnmanee £ eo fn_ qu'a wn entemble fa- ne‘a-&‘acabla
1/16"6. Cec' a'el Mﬂéheﬁlﬂé‘um}' Zom elehide de £a P
meawralcal de £ fusqu Ui forcG om eaale. p-presque
tantout & ume fonclion P-mm&le eof‘{.;-meamwde en
ver i e Cao 1/3.0/:0&'7&&& 21413 -
Prun examiner £a -maow_taf&‘ﬁk’alum bomila nwmple
P,-Pmeaq};.e.fmaf'b e Sz Se -fmdl"bwo,.msduraablw) o
whlwaa ne'tultal gadrand™:

2.2.3.2 . PFQPQ_&_}h‘on. Sﬁz?' CK,’J.) wn_espace mesne”. Poun
towle otllE ‘s: r X =2 IR de f«mdl‘}m Mt meraqired ki~
me-owraﬁaeo’, " €eo fbna&M_MQﬁ'uﬁf*w §‘-ff§ " ed

gxe?( [ gﬁ)gajz l) éxe X | §'_‘_0x) ﬁaj

Y xexX l8&)<’a3 & k{{xe-)({ 5, <)
el €a '.;meeu.raﬁ.‘&‘ﬁf def el'g; et UL Cuu'h‘aﬁuwr}e
2.4.2.2- @

2.2.3.3- Corollaire - Sa.-urcx,rxg_m espace medue el
£+ X —> R (w=A, ?.j----r) tne Al %_f‘nd*%_w f-nrteowa.B(ea.
L PR

mz1

Demonohali'omn . On a !
Z s 1=%up (2 181},
2l NzLl “AsmsN

oF La conclusion mesulls 9e £:2:13,2222 2232

N owe wvsne masrlEnant” eracen fe tevulbal ,-yb.‘nq‘Pal
de celCe «ectidn :



2.2.5.4- Théoréme - Smienk (X,p) un copace meowe’
a:-:fm.: X—>R (n=12,.) une awle de foncdiind

Musmengued U-mewrakles. On aujioe que €a swln

(§ L, ‘cowge aimplement” F;Pﬁue. rerd
Mdﬁr?_{:;oﬂ:ctﬁ% £ X —> IR - Alow, & eol ,.f.-maufzalole-

Demonohaliin.. St NC X wun 4tuo- encesmble -
hegligeakle de X tel que § (x) —>L0c) powr Couk
e Quulle & r1emplacer £eo £ of & tan €eo fomcling
§ o sefonces pan |
:,Fv(")-‘—“ 5, ) w x€&N , ol ¢ i:?fx-) ' xg N
- O mxeN O n xeN,

on pead - en wltbsont 2. 1.1.3 — ®rjmer aue £ ac) > pa
foun tout e X. Massalors, on a: " .)

§x)= -&mm-LPJC ) = l‘ngn SuP(;g';_(a-_,))g_M_'(;b,,,,)j

n-vo0 ™
of La conclusion re sl cmne'Nalement™ o< 2234 -

¥ * ” d—
2.2.3.5. Corollaire - Soienk (.X,}-L? um_copace meume
£ . x—>R (-n:—tz)....) une 4wl de SN - me-oq.fa.ble,o.
.

a (x) converge o [ -predque
On que fo_serie 2 3,(%) converge ;
e Alho, toulE fomclidn §:X—IR teele que
reoque boud o€ X eal” p- mesusable.

5‘“&): 2 £ ,00) pour p-preoque
nZ)

Demaondlialitm . Cela neeulls cmma'NalZ mewt™ de 2. 2.0.4. -

Teamsingne (el 4ecliim o un ne‘:;%_f'eqm‘ el £a
oy ence """“f’ fe p-proque «Hwba a fa ce
wufyume sun ded «[;a':a"eg Se ‘meswre ankhad cﬂe.’
Se eameamed.ex) Lo qpre (X,r.n)so?‘unaopqae.- ure.

$end.

2.2.3.6- Thdoréme ( Egorov). Sovent (X, 1) wn eopace
meoune ot £ X —» IR wne 4ub de foncliond nuumeuguesd
p-—meowablef." On Al que ba dula (£ ) cﬁmg
-g-.i-t{;emad‘ f‘f-' qmemeiﬁ% -
§: X >R . Abns, pouwr toula tanlie B -meswmable
Ac X Lekhle qpre CA)<+00 et WE?OJ <€ exiyla
L_m_&_ﬁfmakf_-— mesmable A»EC.A telle que € 'on ault
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(c) {-LC A\A-e_)é_{i)

(cc) La. 4wl : : 7
) A duula ‘(‘F")n;i (-mus\?e Mfouemurvuﬁ_f Aur A .

———— T

Demonohralion. . (Reula a remplacer. X f Bk A, on fewd=

‘ufpoder que ,;CXQ_<+M- ﬁr— A €a d&bmt‘&) e’ feniifant
£a, l':opoecaét e R - CcTunc--Qeo,_f‘. el £ vond p-meswrasle,
et que -Pa.{r&&ait?m, (x,¢4) p> d.(x‘g) € t*

3 e, -eé.,/.&'.
Calron. x> (£, ), 500)) eoF - naswmable - T'( slepsut

ne, four toul enlxen 9= 1, L'ervemble

B s ~
nqT{xeX| dlf ey g mD;-%j-

eof F—hﬁoMﬂ-ugﬂ wm q,u.e) TOM- WMEQ/?;L

N _
I'*(Ngi L Eug)=0

Faz Hese, <€ exnla wun 4oue-ensendole p-ne }lﬂJofe.
Ecxhﬁgoeﬂ qde £ on a.f.f‘) founr w::eft% 8&
A(§ (), ) —> O guandm —>4+00. On a dme :

'-7:.‘¢5 == qui, ANZ L el que d('ﬁ;h";&""aéi
Hour Cowl m 2ZN. 4
Paa cowciapom'l.ﬁvn, on a gpour tvwl e X ;

G!q__?i VNZ1 dnZN pel que d"fﬁ""ff”")?é,i)

—_ EZ‘GE)
dcit
L/_! ( *"\ u En,cl ) e B y

9=Z4 Nz4 m2n

el donc M L/ Em,ch-E -foun tout enlicn 92 1 .
Nz nZ AN
Comnme H.C,E)—_: O, on an 2wl que
PCr’q u E,,'q>=oq
Nz24 *ZN
Macs &o onsendoleo  F = C/ En,q P
Awle detros csanle b,

‘T nzZN
€ e Que FCF °

Conme ,.ch)c-i-oa on en
M,q)_"‘"o quaad N —» + &0,
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Powr b €20 donne’. on .

rﬂ-uc Jom.c G&O(“;ﬁ_ toeSq > -
ton enlien N{q)__?_; 1)4:62 que 2'm auf: < i 9= 5

CFE < £
F= Py q) PY
Poomnos X =( U F g =
= =/ E N o
Ea c"_gl M(‘ﬂ,‘]) q]i N(q)’? —tw (/] E"’\!" —
= 121 MZN(
Ona: K ‘v
924 4 qz1 29
fa con2litm __c:). Pour Cterminer 4La Semenahalin mohions
qQue f;k S (& (fn—)‘ng_g converge vew m-dj-a'une-medf
dur Ag - Or, # xe XE) o o goun tewS gx L .

d'CS‘m'(x)/‘S: 0&’) = ol Crute que s m ?—:N(?))
e qua prowve Lren que
S dCf‘&))f-h)) — > O quard m —»too.
-rexa -

R.3. APPROXIMA TION DES FONCTIONS MESURABLES
PAR DES FONCTIONS SIMPLES.

R.31. Saent ('K,!".)w"- espace mesune ek (f,,,;fz)._.)
une dle de jonctiono m‘m.P-é'ao § X -—=>IR. S .
£a yuilz (£4,5,..-) m‘m_f,"’ée.mw-m £:X—>R,
alore & eof P-maom:.:ufale en verlin P 2.L0L.3 eb pa
2.2.3 .4, Inmemeal;ma:

2.3.2 - Propasihbn- Selent LX,J'.:) un_espace mesne el

5 X—>IR une W&b—;r-m-&omaﬂe- On a:

(;)43;2 26&!5 u:ne. awclz (f-'.yf?-)"—’-) w@
impted qui wnierge -ee..ur—mi_/i

(éi) o & est en ouha «foe'-'ﬁkl <€ ecila une deula
(fnsliyy. ) e Sonbine Sapita wabijioer

OS85, ---- 2§

ok qu converge avmploment vers S

C;&;) G{f el en cula bd'lht'e, <€ exitli wume quws
(Fa&y- - ) do forclins oap@o qu comige vers §-
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(tj Psun toulr ewlilen "YL;*'T) _T_G—VM_.

oo ix@.}( | 56 <-m}

-"H-)(-

|
¢

im

. = £
- pxex | £ &gl | pows I
mpoe = [XEX| mo2 5G0S

@ndeﬁ' o asngn ded o - ensend €0 ’A-mauaa.k(eo Je X
qc.u.' deus &8 deux ’Bc‘cab-r.‘a.s el oont &
e?

nz.l
')"'J

fa 1€union eol”
o X. Paons RPN
5= —n’ﬂc w2 zi’ﬂg ‘ +m..’ﬂ€ .
n00 (=M e n, + 9o
O def:.n.J‘ alde ume fm;—.&“'&m ) e dur X Poca
xe X ek que

f(xje R, <€ exale NZ 1 el que
-N gf(xjd N)d'o‘na)-'l—ﬂ% m ZN .

| §a)-§ )| £ 2

3:;3!: £€on dedaut que J-&ﬂ:) —> 3-/%) Qu.mD m -y 490 .
el Func &nfg)~§+ﬂo :f&) qmg n —+60.

o¢ 5-&.)-_--90 , on a gm@):m foua Crut n2 -1,
e donc :S‘m("x) -a-;;..ao-_-ﬁ;fz) qum‘am > 4+E0. On

a e jlcaé)z fu:@ &‘ﬂ(x) fow forent xeX 2ea (¢).

(cc) Suppaionn  que §ix) =o gow tout e X.

Poun towtr enlilern < tel que A= C2m2™ zome
= X | <=t ‘ :
Bao = {xenl S asm<z ) o
En

o = ére-)(l m :::j—"‘k)}' '
A‘L«rv-)) £a fzxfﬁm
':En: Z Sl ’ﬁ__‘ +"'7L’ﬂ,_,
=1t 2™ En,. Ep
eolF imple - En au.l&) P

bouJ‘n_,d,.eJ"_‘fngf_ ou
Yans ((:)) mwﬁfuﬁ-

S N o
tout m :3*}. Laomme

. 5 Convetse 4ump Comant-
red £3 20 £ asenllim gc?),) ~=1 P
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(&) Sa¥ 5:X~—?ﬁ Une fomclim -medusabls banee.
Aé’uw) f_'_’g_ X > IR we‘aaeu.w brne'es <f
Comme 5:3%"?__;_ y 1€ Aufr Se prouver que _-F_’_ et
5. o Lmite undforne de fonclilong n'm.P(ea. On
doF aint ramene aw cas ou f el Lommbie ef basek .
Cry Banrs ce can, €a conaliincldn uih'h‘oe:z en ()
fowrnih wne 4l e fancliomq rinples el
c-mw-..a.e w‘fﬂ‘«.mcmww 5' LR Tl.



