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K~ FONCTIONS MESURABLES

2-1- DEFINITIONS - EXEMPLES

2.11- OEFIN/TIONS

2.11-1- Fonction mesurable - soveal ¢ X, M) et CY, )
deux espaces {rnaowzaﬂéé- Ondit que f: X—Y eol”
mesrable 4¢, toun bouli Ae\P) '(,}na?l. recaprocyae

$HA)= jxe X| grx)eA}
ajparkient & M.

Um eo MCWCO‘ e Y ne, 4 menlion conlzaine
-WRQQC €a mba(;qt;;):: @y d.u) B:i&w de Y. A-ch-«_';‘

s (.X)’Pn) eol” m oo ce mesuwrable e Y wun espace .
C‘Dp-o&.‘) que, cn Bc'f‘qu.e. £ X—=Y eof mesunakle n
foun Boneleen A d.c.)f, on a:

$CAYe M. .

2-11.2 = Foncdton pnmesurable— Scvenl CX;{".) W' Cspace
mesuwr e ek Y un eopace C‘Df.oeoa"auxc- On o que
£:X—=Y cal"g—meowzabbe n, o toul Bareben A
de Y) -Ei‘m;ua:. A@Wc :S:—'(A_) esl em sus -enseaddle
p.-—maéwza.fole. de X.

: ; sond” egaley

On diho que o S e T8 o e

P-ng‘a&‘?aa.ble. Nc X el que £(x) -..-.8(::) quel que

2113~ Propostion - Saeal (X} um _espace mesune S

Y un eopace topefagaque. Abow, taule aylicabom

§:X Y qui e egolippresque parlouf o une apbicalion
prmoanable q:X =Y el e - mime - megualble.

— ity

Démenstration. Socenl @: X —» Y ume a.”-&izal'i"m
p-moow‘ld-@d d"f:X-—q qw.‘ oina'de awec g Koo
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'Bfwt_ SOUA - ensemble nazﬂﬁ-ew&e N X. Pour toud
Boneblen A de Y, am. a

CA)-_-[N NGAY U [N S
o N€N 'CA) ol p - meomadole (con NC e!' > (A) ok
-mewmallles), eF AL NALEA) eof -nei (c_cw. .(.E
aofcqnfinu Sand N qm ea"f—ne.éeta—f jt Il alensedd
que £ CA) eal"f.(-maowmﬂe qu..f/z.owe. que.aC e-arf.;_-
’MMWLGJO'-& &

2-1-1.4 - Fonctions numzr:que:s Dengnense an =3
-€a. dno-:E Mm:mq,cu'. ad eree oblanue en ft.admta.u.r
m‘; +oo a IR, On munt R de faac.fa.&Jn

'bm e noli cblo bogquelle - ao aar-ea.f-éuo
‘temewl‘ e +e0 Yo TM'-& element. 'On
que ?a@?:ah Se Komines ol hfcme de Ma.um

éhda-G. Pars !12 eauﬁ w & az.».fle (~v2,+00). be
meme & ek Z:u nomleres Se rR eol defend,
«u..ﬁ Four en.a wupleo (O +ev) er(g,- o).
on munF R de bo. dathance &ef(m.e for

d(x,¢) = | Aackan (@) - Archan ()]

ouw Archan(t a-;,) -+ L. Gmme eofoac“e fo pokoga'que,,
R ﬂ"--R-Gh 'm...:m ’e da a%—-'e
© )‘e?.-]) baw @—-—- {?

Canoniqpue. Ll o'
Boebens se R eol‘ emaa?xen an eo cdmvaﬂﬂ&o

fa%](l_ﬂqp Jq+ao] [-w0,a], Cﬂoa[)

PfN

vaue Dans K.
RDanre Ya M MOUS QLN f}ouvod‘ & conandenea
Bes cEono a.. wlemns Bans IR, ¢ zol o dire mcera bley

Se r;f::m¢ Leo rafewrs + oo .

DQFfmhon anreﬂajma mmmcﬂx AU
enremlde X ume a.”-&wﬁm 5 X — R .
Les Foncliine x__}Lo-l-ooJ seonS ,&E’ew,m
actenmm j’—aﬁc.:gmho NALME e G pned Pﬂ“'gt"e‘o Ieg-a donc
n 4€nd a. ,(mf’ea. de fomcliong numergues meswables,

= 71 f-l—'hfoma—bldé-
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R1-2- CARACTERISATION DES FONCTIONS MESORABLES

2:1.2.1- Proposition. $genk (X, M), CY, ) dewx
espaces mesunahleo, ef@’%mc Lane S¢ ';f-at&"ed&e_ Y
Wnai‘yht \(_‘f‘) “omme f.bw - /"I&M, FOoun. t'q_uCE-_

calion £ X—Y, Leo conIiliong vausranted “aond”
-eﬁu.ivafe.mtéo_ :

(c) & _eol maam_a_g_e.)'
(@) YAed, , §CAYEM.

Démondhalion : ()= () eot endel . Monbione que
(&) =>(c)- A cet effel, poroms .

AR ={A= ]| Sayem
Des nelabino  §(AS) = $7CA)C o £ CUA)=US (A,),
viades quelles gu m‘@ﬂ:ﬁ j 5, )

Leo forllles ™ A o™ A,
‘94'.‘1:) on dedust &hu‘alhf'émmrque G b ume ubw

comme M. Cella Gabu conbdd &) ;m hypoHer, =
Fonc eele conlient €a huba e.na.ma c'e far ‘?o) 0 0ra
e @ .

Moy oo, pour boul Ael] £CAdEM, o qu
demenie que § sl meoumahle . g

R-14.2.2 - Corollaire. . Screnk C X,r.l.) un eopace Mmeswe

e £ XK --2.,@_- une f—mé_"g}_‘wue'rnlq&te- Led csnduTimo
owvantes Aont g&lc.dvnfute.o :

70 ¥ eol” p-meswrakle ;

) Pour ot ae IR, L'enpemble E.‘o_-'-‘- jxeX | f‘&)éa&
eb?‘t-nmu@_a__b_(gfj

!
Gid) Poun tndrae R, €'emvemble €, = pxex '3&)5“}
eoF - m@dMakle;

(iV) Poun nbaeiR €lermemble = §xeX | sa)cat
eF L1 - meouroblé § )
(V) Pour toutaclR, €ersemble P! = sxex |
® Bl Sox) >a
eof (- mesunable . - - =

Oemonshalion . C @ ume comegquence (mmedali de £
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Wtﬁh 2-1.2.1, conple tenuw deo nemargues sun
e«e.namas?cmoﬂ'ﬂt ba Babu des Boyliens Se 75} 5&5& en
2 4. 1.4

w

2.1.3- EXEMPLES DAPPLICATIONS MESORABLES

243.1- Sotent X Y deux espaces bopofogiques. On
aet qu'une alication §: X —>Y el Boclionne + ele
aoF meowmable fouqu'on “munit X (nesp.Y) de £a
frebu deo Bereliens @K (/wo,o.@y). |
¢ Xal un e to ‘Gue. MuAl D cne meduae
Roackieane Ko P;:; a{!‘;fjgzh Borelieme £:X—> IR
eot ’.;—meaMa,ue..

2-1-5-2* pr‘o‘posf"ic_?g. Saorend” X el Yy d.m___wpaf"_g
(Bogejaf%ea. Toula a’r&!caﬁ& cnlitue f : X—Y
est Borelienne .

Demgrnabiabion - Cbmnc.f esl“cf:uﬁ-ﬁue) om sl que
toun Gt owert U de Y, §(V) estum puwerk da X,
Bonc um Ronelien 8 X. Gmme @Y eol oaau’mnf
fon led ouents de Y) -f&lf&‘cah'w JC et Baclleane
o verlia Se La 7Aof.orhrlf&n. AL g

. eol egale o wne Sy
s ot o qontet o fontin

on/ meduwiLakle .

2:1.3.3- Corollaire: Touls oylicalitn {: R*—» R

Pemonshiolibn - Dapne fa G 2-4.1.3 <€

sufpt da mamb er. qmmmﬁ"’ar;o“cg&& M*&e

5: 'Eﬂ“%’R el L&b&ﬁﬁ#& -megurakle . O Cfear'
Borelienne en verlu de fa-fxl-q-o-m'tih 2-A4.3.2 eF,

Comme toulr BorcGen Se Hz"'edf"auf-vwa\.{ Lﬁb&ﬁ.q_ﬂﬁ
Meounalole) f ol Le,bpo?lu.- mednakble . s

A, tould fonclon §: RT—> R oblrue &
'faJ'l.tl-/L?Me forcdion coli ue :?.J: RP > IR e~
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’m-oal:ft'am'" ankbdranemend +eo vafleura AL um enteskle
Lebeoﬂu.z -ne‘a&'gea-blc ( yon exemple sur @PTc IRT) eot

Ldoa)aue.- mestrable.

¢:1:3.4. Fonchions caractdristiques - Soeat CX, )
un epace meowme e Ac X. La fonclim carachervifique

8:’:/?: st an ar-’f-dmftth €o. foncti ZAI P K > K Sefonee

U ey - 1 x xeA
A O n xgA
Pour towl ae tfe) on a

E.a_':?xex l’llAfac) _E:__aj = g AC O‘f"_

de 4ol que €ona:
’UA 2ot - meduralle == A eof ,...—numa.u.g.

2.4.3.5- Remarque. Comnderwms €'opace R, mun de

€a maume Be Lebeogue A- O a ruw qu'tl ecl@ ey
res Ac iR qw ne sont™ pao lebecogie -meswr alles -

Dapcs 2.1.3.4, (€ exsla done deo fonelitno numerncueo
Tomm 5- lfi——;[‘q-;-aaj gu ne me be.leao?ue..
mawrables. On megnhe ce Danl que £L%Sn ne eu_.j_‘
pan conohuire de fonciim ‘non. meswralole 5 IR ~»IR
sane faire a.”.e,f o €oxiome Pu che'x. En a'm.ae..g
teames, 4 a fe JCa.&c ecfico en wlbiant £asame du
aix, “toutds €0 fonclitns §: IR —» R que mous
Conoﬁw-wm en Jraliqu e W,mﬂbmoﬁ cpremead
Lebeague megurakles. Le fauk dcha Lelocogua - mesurakle
eor done une teahiclom Hus falble que €on capere
QR K. ‘f‘M‘&M &: R —> [R .

’ -, v \ Ve
2.2. THEOREMES DE STABRILITE

————

2.2.1- ComPosih'on odes tonctions mesuvrables.
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2:2:4.1- Proposition. Saient (X, M), (Y, P) e (Z,Q)
Bais eopaced meswrabled. Sc L X >y e g: Y2 Z gont
deo ajpbicalitns mesunakles, alows gof i XK —Z eyt
mesunable. B

De"manct‘rah“cm. Poun f:awf“‘AeG.Z) gh"CA)exP con
eol meounadole , e dome £ 7'(ocan m '
8eohe‘aa£¢me.-.r :'\éOlMaJO’-B §H a.to'2oe-. Fesae §
e = .
(gof) CAd = § Cglem)em,
ce quu prowre que aaf eal” meswable . o

f: X —> FE" une fmcﬁ-h Mmefu-'t_'puf f-l.-_q'l__edgm.alole_.-

s e

Ataw, pouwr boule foncbin codfaune O : IR —> fé':) La
fonclion pumugue “ogc: X —> 1w gaf‘_fx;__»yww—a.b_lg:_.

Demonstration - Resuliz Cmmne' N alzment™ des 140{0&&&44
2432 e 2.2.11. @
Par exemple, w £: X —> [040] eot une foncliim
numeMque onte p -mesuralle, £ aylbicalt o )
-&tf: X —> IR &t -meou:aide) 14443%0. Q'Etff-&’cnbm
On : Lotoo] —» IR dafcnce fon:

, - M x=0
o (x) = {%C’n) N ©<XLo0

oo 4T xXx=+00
eol~ conlinue.

2:2:4.3« PPoPosfh'on - Sovent Cx)f."'-) wn_espace mesuce
ef 5 XK —» IR unme Sonclidn numeugue p-medurokle.

Alow .e‘aﬂ,e..c.a.(i‘h lﬁl(: X—-)I'Ci,-f-oo:l eol” F.-mcoumfa(e.

Oemorvhalion . Conmdevomo £a fonclion o : R -—>IR
Adatate. cf-ﬂ/l.—:

T 490 B I g A )
0‘(&'—):% &

la| “dn -0 x C Do
oo a1 x=-00.

Cell j‘-mca'c‘m eol condi nue e"‘) -f—aﬁ.icy.:.e |-§l=9(05)
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€a caclumon reeulls du corollewre 2212 . @

Cn qrendna gande au fa.a.'c que Ifl: X —>[0,+0]
teuwt éha p- mcoumable dans que £ €e worl.  FPan
€x > 4w Ac L'o/j,] col m ATUG - ensenble non
(elocogua mesuakle de- R, €a gonclibn £:IR —>IR
!z\i"‘?\ \e- .
Ly 1 n oceA
Fx)= 5 ~1 w xe [g1]N\A
O = axe[ol]
=
n'ofF pao Lebéogue-maow\.able can SCHD=A n ‘eaf
pac Leb%- meoutalole. Pantant

1§1= 1

Lo1]
eof Lebm@,ue.- maousalde .

2:2.1.4- Oe’composition canenique dvne fonchion rezlle.

Socent X wn ensemble e C:X—> K mefmd:ﬁn
rneelle defenic awr X. Pan éhadvern £, <€ eoF raafos
ultle. 8e Co. k'wmfwm em difference de S foncbons
']-W(Lﬂ‘eé. A cel~effel, on fove

§+= Su.PC;f) D.)

& = SMF(-EIO)

Poseno d_‘_(-‘X_):: Sur)(z‘/O)) ol_(x) = SU'P(-'DCJO)) —
it acrar dews Fanchong condi et S R Bans

[0,+00], Bont €eo qraphes ok figunes o-desdoue

. ¢+ - ¥
On a: g,,:o(*og') § =Ko, fon Lae Be
fa nelalion : o (x)-o (x)=x o tvuh xR
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