Université Claude Bernard
MATH II-Algebre

FICHE N°6 :

Exercice 1. Calculer les déterminants des matrices suivantes:

. 1 1 1 1
11 1 cosa A —sina _0 g d 2 1 2
1 a kal, o 1 o |, ¢ , 123 3
) b —-d 0 f .
1 b kb sina g cosa :
—c —e —f 0 :
1 2 3 n
Exercice 2. Pour a,b,c,d € R, posons
a —b —c —d
b a —-d c
Mapea = c d a b
d —c b a

1. Calculer tM M.
2. En déduire le déterminant de M.

Exercice 3. Soit A € M, (R) telle que ‘A = —A. Montrer que si A est inversible, alors n est un
nombre pair.

Exercice 4. Soient A, B € M,(K) telles que AB = 0,A # 0 et B # 0. Montrer que det A =
det B = 0. Donner un exemple.

Exercice 5. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(FE) un endomorphisme.
Posons A := matg(u) ou B est une base de E. Soit A € K. Montrer qu'’il existe x € E'\ {0} tel que
u(z) = Az si et seulement si det(A — A1,) = 0.

Exercice 6. Calculer le rang de la matrice en fonction de = € R.

_ =8
s
8 R =

Exercice 7. Soit M une matrice triangulaire par blocs, i.e., il existe A; ; € My, n;(K) (1 <7 <j <
r) telles que

Arg Arp oo Ay
M= 0 AQ’Q
' Arfl,r
0 0 AT’,T’



1.,
0

0

A
AQ’Q 0

2. Dans le cas général, montrer que det M = [[;_, det A; ; par récurrence sur r.

1. Considérons d’abord le cas ou r = 2. Montrer que M = <
En déduire que det M = det A; 1 det Ay .

A1,2>
1,,

Exercice 8. Soient a,b € K, n € N* et D,, le déterminant de la matrice carrée de degré n suivante:

a+b b 0o .- 0
a a+b b
0 0
: a a+b b
0 0 a a+b

1. Pour n € N* tel que n > 3, montrer que D,, = (a + b)D;,—1 — abD,,_o.

2. En déduire que D, = Y 7_,a" *bF.

Exercice 9. Soit n € N tel que n > 1. Pour 1 <14,j < n, soient f;; : R — R fonctions dérivables.
Montrer les formules suivantes:

fia@) o fia)
lha@ o @
fale) In@ @ e o @)
:i (@) @) =i
- fn,i(x) fn,;(x) . (@) i5(@) fun()

Exercice 10.
différentielle

Soient a,b : R — R deux fonctions de classe C*.

On considere 1’équation

(x) : ¢y + ay + by = 0. Soit S le R-espace vectoriel des solutions réelles de () de classe C*°. On

admettra que dim .S = 2.

1. Pour y;1,y2 € S, on pose

W(z) = W(y1,92)(x) :

Yy Y2
Yi o Yo

W (x) est appelé le wronskien de y; et y2. Montrer que W/(z) = —a(xz)W(z). En déduire

que, pour g € R, on a

W (z)

W (zo) exp <— /x:

a(t)dt) .



2. Montrer que {y1,y2} est une base de S si et seulement si W (xg) # 0.

Exercice 11. Pour n € N*, soit P,(X) € R[X] le polynome de degré n tel que I’évaluation en A € R
soit donné par le déterminant

2 1.0 --- 0
1 2x 1
Py(N) =10 0f-
1 2x 1
0 0 1 A

1. Montrer que pour tout n € N*, on a P,;12(X) = 2X P, 11(X) — P(X).

2. En déduire que P, (cosf) = cos(nf) pour tout n € N*.

Exercice 12. Soient n € N tel que n > 1, x1,- -+ ,Zn, Y1, yn € K tels que x; + y; # 0 pour tous
1

1 <i,j < n. Calculons le déterminant de la matrice C,, = (¢; j)1<i,j<n, OU ¢; j 1=

LL’i—f—yj.

1. En appliquant le pivot de Gauss sur les colonnes, montrer que

Cn.i
det Cp, = ¢ det (ci,j — ’Jciyn> .
n 1<i,j<n

Cn,

2. Vérifier la formule ¢; ; — @Ci,n = (i — 4n) (s — 9n)

Cn.n (m; + y])(xz + yn)(Tn + yj) .

Co T — .
3. Montrer que ( ¢; ;i — —2L¢; = diag LiZn C,_1diag Y= ,
7j b
Cnm /) 1<ij<n Ti T Yn /) 1<i<n Tn+Yj /) 1<j<n

ap 0 - 0

N . . . a
ou diag(ai,- - ,an—1) signifie la matrice diagonale 2

4. En déduire que

det C, = H?z_ll(xi — 2n)(Yi — Yn)
(n + yn) TI (i + yn) (@0 + 45)

5. Par récurrence sur n > 1, montrer la formule suivante:

1 [lhi<icjon(@i —25) (Vi — y5)
det = = .
Ti + Y5 ) 1<ij<n Hi,j:1<l’i +v5)

Ce déterminant est appelé déterminant de Cauchy.

det Cn—l .




