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Controéle Partiel
Les documents les calculettes et les téléphones portables ne sont pas autorisés.

Dans ce controle, K désigne un corps commutatif.

Question de cours. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, /' un K-espace vectoriel et
u une application linéaire de E dans F.

1. Rappeler la définition de Keru. Montrer que u est injective si et seulement si Keru = {0}.

2. Rappeler la définition du rang de u.

3. Rappeler la formule du rang.
EXERCICE 1. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans
F. F ={ui,ug, - ,up} une famille de vecteurs de E.

1. Montrer que si f(F) = {f(u1),---, f(up)} est une famille libre, alors F Iest aussi.

2. Montrer que, si f est injective et F est une famille libre, f(F) est une famille libre.

EXERCICE 2. Soit u I'application linéaire de R* dans R? définie par

u(el) = 3f; + 2f; + f3, u(eg) =—f1+2f,+ 13
u(eg) = —f; — 2fy + f3, u(e4) = —f; — 2f, — 3fs.

ot B:= {e1, ez, e3,e4} est une base de R* et C := {f}, fp, f3} est une base de R3.
1. Déterminer une base et la dimension du noyau de wu.
2. Donner la matrice de u dans les bases B et C.
3. Posons

/ /
€ = e; — ey, €y =€z —e3

e :=ez — ey, e :=e; +e+e;3+ey.
Montrer que B = {e/, €}, e}, €, } est une base de R*.
4. Donner la matrice de passage de B vers B’. En déduire la matrice de u dans les bases B’ et C.

5. Calculer le rang de u. u est-elle surjective ?



EXERCICE 3. Soient A et N les matrices

a b 0 010
A=10 a 0], N=|0 0 1],
0 0 a 0 00

oua € K\ {0} et beK.
1. Calculer N? et N3.

2. Ecrire A comme combinaison linéaire de N et 15. En déduire A™ pour n € N.

w

. Calculer A(a?13 — abN + b>N?). En déduire que A est inversible.

4. Calculer A™ pour tout n € Z.



