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Question de cours.

1. Keru := u−1({0}). Supposons que Ker u = {0}. Soient x, y ∈ E tels que u(x) = u(y). Alors,
u(x−y) = u(x)−u(y) = 0 implique que x−y = 0, i.e., x = y, donc u est injective. Supposons
que u soit injective. Comme u(0) = 0 et u est injective, on en déduit que Ker u = {0}.

2. Le rang de u est la dimension de Im u.

3. dim Ker u + rang(u) = dimE.

EXERCICE 1.

1. Soient ci (1 ≤ i ≤ p) des scalaires dans K tels que
∑

i=1 ciui = 0. Alors, 0 = f(0) =
f(
∑

i=1 ciui) =
∑p

i=1 cif(ui). Par hypothèse, ci = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ p, i.e., F est libre.

2. Soient ci (1 ≤ i ≤ p) des scalaires dans K tels que
∑

i=1 cif(ui) = 0. Alors, comme f est
injective et 0 =

∑
i=1 cif(ui) = f(

∑p
i=1 ciui), on a

∑p
i=1 ciui = 0. Donc, par hypothèse, ci = 0

pour tout 1 ≤ i ≤ p, i.e., f(F) est une famille libre.

EXERCICE 2.

1. Soient a, b, c, d ∈ R tels que u(ae1 + be2 + ce3 + de4) = 0. Par définition, on a

u(ae1 + be2 + ce3 + de4) = (3a− b− c− d)f1 + 2(a + b− c− d)f2 + (a + b + c− 3d)f3,

qui implique 3a − b − c − d = 0, a + b − c − d = 0, a + b + c − 3d = 0. Ce système est
équivalent à a = b = c = d. Donc, {e1 + e2 + e3 + e4} est une base de Ker u et dim Ker u = 1.

2. On a

matB,C(u) =

3 −1 −1 −1
2 2 −2 −2
1 1 1 −3

 .

3. Soient a, b, c, d ∈ R tels que ae′1 + be′2 + ce′3 + de′4 = 0. Comme

ae′1 + be′2 + ce′3 + de′4 = ae1 + (−a + b)e2 + (−b + c)e3 + (−c + d)e4

et que B est une base de R4, par définition, on a a = −a + b = −b + c = −c + d = 0 qui
implique que a = b = c = d = 0. Donc, B′ est une famille libre. Comme |B′| = 4 = dimR4,
ceci implique que B′ est une base de R4.
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4. La matrice de passage de B vers B′ est
1 0 0 1
−1 1 0 1
0 −1 1 1
0 0 −1 1

 ,

et la matrice de u dans les bases B′ et C est

matB,C(u)


1 0 0 1
−1 1 0 1
0 −1 1 1
0 0 −1 1

 =

4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0

 .

5. La formule du rang implique rang(u) = dimR4−dim Ker u = 4− 1 = 3, u est donc surjective.

EXERCICE 3.

1. N2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et N3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

.

2. A = a13 + bN . Comme N et 13 commutent, pour n ∈ N, on a

An =(a13 + bN)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(a13)

n−k(bN)k =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbkNk

=an13 +

(
n

1

)
an−1bN +

(
n

2

)
an−2b2N2

=

an
(
n
1

)
an−1b

(
n
2

)
an−2b2

0 an
(
n
1

)
an−1b

0 0 an

 .

3. On a

A(a213 − abN + b2N2) = (a13 + bN)(a213 − abN + b2N2) = a313 + b3N3 = a313.

Par définition, on a a3 6= 0 qui implique que A · 1

a3
(a213 − abN + b2N2) = 13, i.e., A est

inversible.

4. Pour n ∈ Z, on a

An = an13 +

(
n

1

)
an−1bN +

(
n

2

)
an−2b2N2 =

an
(
n
1

)
an−1b

(
n
2

)
an−2b2

0 an
(
n
1

)
an−1b

0 0 an

 .
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