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Question de cours.

1. Keru := u~({0}). Supposons que Ker v = {0}. Soient z,y € F tels que u(z) = u(y). Alors,
u(zx—y) = u(r) —u(y) = 0 implique que x —y = 0, i.e., x = y, donc wu est injective. Supposons
que u soit injective. Comme u(0) = 0 et u est injective, on en déduit que Ker u = {0}.

2. Le rang de u est la dimension de Im w.

3. dim Ker u + rang(u) = dim E.

EXERCICE 1.

1. Soient ¢; (1 < i < p) des scalaires dans K tels que Y ,_;ciu; = 0. Alors, 0 = f(0) =

FOi— civi) = >°F_ ¢if(w;). Par hypothese, ¢; = 0 pour tout 1 <4 < p, i.e., F est libre.

2. Soient ¢; (1 < i < p) des scalaires dans K tels que >, ; ¢;f(u;) = 0. Alors, comme f est
injective et 0=3",_; ¢if(u;) = fF(O_F_; ciwi), ona Y%, ¢ju; = 0. Donc, par hypothese, ¢; = 0
pour tout 1 < i <p, ie., f(F) est une famille libre.

EXERCICE 2.
1. Soient a, b, c,d € R tels que u(ae; + bey + ces + dey) = 0. Par définition, on a
u(aey +bez +ces +des) = (3a—b—c—d)fi +2(a+b—c—d)fs + (a + b+ c — 3d)fs,

qui implique 3a —b—c—d =0, a+b—c—d=0, a+b+c—3d = 0. Ce systéeme est
équivalent & a = b = ¢ = d. Donc, {e] + ez +e3 + e4} est une base de Ker u et dim Ker u = 1.

2. On a
3 -1 -1 -1

matgc(u) =12 2 -2 -2
1 1 1 -3

3. Soient a,b, c,d € R tels que ae) + be), + cefy + dej; = 0. Comme
ae) + be, + cely + de); = ae; + (—a + bes + (=b+ c)es + (—c + d)ey
et que B est une base de R*, par définition, on a ¢ = —a+b = —-b+c= —c+d =0 qui

implique que @ = b = ¢ = d = 0. Donc, B’ est une famille libre. Comme |B'| = 4 = dimR*,
ceci implique que B’ est une base de R%.



4. La matrice de passage de B vers B’ est

1 0 0 1
-1 1 0 1
o -1 1 11’
0 0o -1 1
et la matrice de v dans les bases B’ et C est
_11 ? g 1 400 0
matpc(u) =10 4 0 O
’ o -1 1 1 00 4 0
0 0o -1 1

5. La formule du rang implique rang(u) = dim R* — dim Ker u = 4 — 1 = 3, u est donc surjective.
EXERCICE 3.
0 0 1 0 00
LLN?2=[0 0 O]etN*=([0 0 O
0 00 0 00

2. A=alg+bN. Comme N et 13 commutent, pour n € N, on a

n_ n_n n n—k k_n N\ n—kpkark
A" =(al3 +bN)" =) <k>(a13) USLESY <k>a VPN
k=0 k=0
=a"13 + <T> a" N + (Z) a" 22 N?
(D (e
=|0 a” (a"1b
0 0 a™

3. On a
A(a*13 — abN + b*N?) = (alz 4+ bN)(a*13 — abN + b>N?) = a®13 + B3N3 = 6313.
1
Par définition, on a a® # 0 qui implique que A - —3(a213 — abN + b*>N?) = 13, ie., A est
a
inversible.
4. Pour n € Z, on a

. . o Gt (e
A" =a"15 + <l)a”_1bN + <2>a”_Qb2N2 =10 a™ (?)a”_lb



