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Maths IIT PMI - Algebre

Feuille d’exercices n° 1 : révisions d’algebre linéaire

I. Espaces vectoriels — Bases

Exercice 1. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de FE.
1. Montrer que F NG = F + G si et seulement si F' = G.

2. Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si ' C G ou G C F.

Rappel : F 4+ G ={x+y;z € F,y € G}.
1. On procede par double implication, en commencant par le sens “facile”.
(<) : Supposons F = G. Alorsona FNG=FNF=F.Onaaussi F+G=F+ F.
Montrons finalement F + F = F. Soit z € F + F. Alors 3(z,y) € (F,G),z = x + y, donc
z € F car F est un ev. Réciproquement Vx € F, x =x+0€ F + F.
(=) : Supposons FFNG = F + G, montrons F = G.

Soit x € F. Alors, astuce, x +0 € F + G, car 0 € G. Donc x + 0 = € F + G. Ainsi en
utilisant ’hypothese, x € FN G, d’ou « € G. De maniére analogue, en supposant x € G, on
obtient z € F. D’ou F' = G.

2. Double implication aussi.
(«=) : Supposons F' € G ou G € F. Alors FUG = G (ou F') qui est bien sev de E.
(=) : Raisonnons par I’absurde, en supposant que F' ¢ G et G ¢ F. Ainsi dz € F,z ¢ G.
Et de méme Jy € G,y ¢ F. Maintenant « + y € F U G donc de deux choses 1'une.
Ou bien x +y € F. Alors comme z € F, z +y —x € F donc y € F car F est un sev. D’ou
y € F et on a une contradiction. Ou bien x +y € G. Alors comme y € G,z +y—y € G
donc z € G car G est un sev. D’ou € G et on a une contradiction.
Ainsi on a bien la négation de “F ¢ G et G ¢ F” qui est “F C Gou G C F”.

Exercice 2.

1. Soit H = {(x1,...,2,) € R* | &y + -+ + 2, = 0}. Montrer que H et Vect{(1,...,1)} sont des

sous-espaces supplémentaires de R™.

2. Soient F' = {f € CY(R,R) | £(0) = f'(0) =0} et G = {x — ax + b, (a,b) € R?}. Montrer que F

et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C'!(R, R).

Rappel : on dit que F et G sont supplémentaires dans F, et 'on note £ = F® G, si E = F+G et
FNG = {0}. Le signe @ s’appelle “somme directe”. Autre définition équivalente, Vz € E,3!(z,y) €
FxG,z=z+y.
1. Tout d’abord, H et V = Vect{(1,1,...,1)} sont non vides (ils contiennent le vecteur nul),
et l'on vérifie facilement la stabilité sous I'addition et la multiplication par A € R. Ils sont
donc sev de R™. L’énoncé demande de montrer R = H @ V, avec V.
Vérifions les deux propriétés de la somme directe, en commencant par la deuxieme.




Soit z € HNV. Alors z = (\,...,A) pour un A € R, et € H impose > - ; A = n\ =0,
d’ott A = 0 (on suppose bien siir n > 1). Donc z = (0, ...,0) est le vecteur nul.

Montrons maintenant R™ = H + V. On vérifie trivialement H + V' C R™, il reste donc a
montrer R" C H + V.

Soit = (z1,...,2,) € R™. Posons s = % Z?:l x; la moyenne des x;. Alors on a la décom-
position
x = (r1—8,22—8,...,x, —8)+s(1,...,1)
cH ev

Le premier terme & droite du signe = est bien dans H, car Y ., (z;—s) = (Y1, ;) —ns =0
par définition de s.

Alternative On peut aussi procéder par analyse-synthése. (i) Analyse. On suppose que 'on
peut écrire (z1,...,2,) = (Y1,-.-,yn) + s(1,...,1) avec (y1,...,yn) € H. Alors on a né-
cessairement (y1,...,yn) = (1,...,2,) — s(1,...,1) et Papartenance de (y1,...,yn) & H
impose Y1 1 y; =0= (31" x;) —ns et donc s = L 3" | ;. (ii) Synthese : on vérifie bien
dans ce cas que (y1,...,yn) € H et s(1,...,1) € V.

2. Méme approche qu’a la question précédente. On vérifie facilement que F' et G sont sev de
CY(R,R). Soit maintenant f € F N G. Alors Ja,b € R, f(z) = ax + b et f € F impose
f/(0)=0=acet f(0) =0=>b. Donc f est la fonction nulle, et on a bien F NG = {0}.

On vérifie aussi facilement F + G C C1(R,R), reste & montrer C*(R,R) C F + G. Soit
f € CY(R,R). Alors on peut écrire

f@) = f(x) = f/(0)z = f(0) + f'(0)z + £(0)

cF eG

(Les appartenances respectives a F' et G se vérifient facilement).
Alternative : On peut aussi procéder par analyse-synthése.

Exercice 3.

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un R-espace vectoriel E de dimension finie n. Montrer
que si dim F' + dim G > n, alors F' N G contient un vecteur non nul.

2. Dans R*, on consideére les vecteurs u = (1,0,1,0), v = (0,1,-1,0), w = (1,1,1,1), = (0,0, 1,0) et
y = (1,1,0,—1). Soit F = Vect(u,v,w) et G = Vect(z, y). Quelles sont les dimensions de F, G, F+G
et FNG?

1. Supposons par absurde que FF NG = {0}. Alors FF & G = F + G est un sev de E donc
dim(F @ G) < n. Or on a dim(F & G) = dim F + dim G > n, contradiction.
Remarque : En général on a dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G) pour tous F,G
sev de E. Une preuve élégante utilise 'application linéaire v : F X G — E, (z,y) — = — y.
Le théoréme du rang donne dim(F x G) = dimker v + dimImu, et 1'on vérifie facilement
keru = FNG, Imu = F + G. Comme dim F' X G = dim F' + dim G, le résultat suit. Une
preuve plus pédestre consiste & considérer une base (hi,...,h,) de F'N G, que on peut
compléter (thm de la base incompléte) en une base (hq,...,hp, fi,..., fi) de E et une base
(hi,.-. hp,g1,...,91) de F. Alors on peut vérifier que (h1,...,hy, f1,---, fk,91,---,G1) est
une base de F' + G.
On a bien dim(F+G)=p+k+l=(p+k)+(p+1)—p=dmF +dimG — dim(F NG).

2. (i) La famille (u, v, w) est par définition génératrice de Vect(u, v, w). Un calcul simple montre
qu’elle est libre, A\ju + Aov + Azw = 0 implique A\; = Ao = A3 = 0. Ainsi c¢’est une base, il y
a trois éléments de base donc dim Vect(u, v, w) = 3.
Remarque : Pour montrer que la famille (u,v,w) est libre, on peut également montrer que




la matrice M (u|vjw) des vecteurs en colonne a rang maximal, dans ce cas 3. Rappellons
que le rang d’une matrice A est le est le nombre maximal de vecteurs colonnes (ou lignes)
linéairement indépendants, et peut se calculer comme la plus grande taille des matrices
carrées inversibles extraites de A. Or, dans la matrice

1 0 1
0 1 1
0 0 1
1 0 1
la matrice extraite {0 1 1| a détérminant non nul (= 1), donc rang M (u|v|w) = 3 et
1 -1 1
la famille (u,v,w) est libre.
0 1
(ii) De méme dim Vect(z,y) = 2, car la matrice M (z|y) = (1) (1) a rang 2, vu que la
0 -1
matrice extraite <(1) _1> a détérminant non nul (= —1).
(iii) La famille (u, v, w,x) est libre car le détérminant de la matrice M (u|v|w|z) est non nul
(= —1). Comme il y a 4 éléments, et que dimR* = 4, c’est aussi une base de R?*, et comme

F + G est un sev de R* et dim(F + G) = dimR%, alors F + G = R%.

(iv) dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G), donc 4 = 3 + 2 — dim(F N G), donc
dim(FNG) =1.

Remarque : Comment montrer en dimension finie que si F' est un sev de E et dim F =
dim E = n, alors E = F ? Par l'absurde. Supposons 3z € E, = ¢ F. Soit (ey,...,e,) une
base de E. Alors on vérifie facilement que la famille (x,eq,...,e,) est libre dans F' ce qui
implique dim F' > n + 1 en contradiction avec le fait que F' est un sev de E de dimension 7.

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel et (eq,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.
1. On pose f1 = e1 + ea, fa = €2 + e3 et f3 = e3 + e1. Montrer que la famille (f, fa2, f3) est libre.
2. On pose g1 = e1+e3, go = ea+es, g3 = ez +e4 et g4 = e4+e1. Montrer que la famille (g1, g2, 93, 94)
n’est pas libre.

3. On pose hy =e; +e3, hg =ea+esz, ..., hy_1 =€en_1 + e, et h, = e, + e1. La famille de vecteurs

(h1,ha, ..., hp_1,hy) est-elle libre?

Conseil : Pour montrer qu'une famille est libre, utiliser la définition. Pour montrer qu’une famille
n’est pas libre (liée), il suffit trouver une combinaison linéaire a coefficients non nuls qui s’annule.

1. On résoud af; + Bfs +vf3 = 0, o, B,y € R, ce qui donne, en réarrangeant les termes,
(a+7)er + (a+ B)ea + (v + B)es = 0 ce qui donne le systéme

y+a =0
a+p =0
y+B8 =0

dont I'unique solution est &« = 8 = v = 0. Ainsi, la famille est bien libre.
2. On vérifie que g2 — g1 = g3 — g4 = 0, donc g2 — g1 + g4 — g3 = 0 et la famille est liée.

3. Supposons qu’il existe des réels aq, ..., a, tels que

0=arhi+ -+ aph, = (a1 +an)er + - (1 + ay) e,.




Puisque la famille (eq, ..., e,,) est libre, on obtient le systéme a n équations

ar+a, =0 o] = —ap,

a1 +as =0 g = —0 = Qy,

@z +az=0 d’ou suit Q3 = —Q2 = —Qn

a1 +a,=0 Qp = —ap—1 = *a,, selon la parité de n

De la derniere ligne on déduit que

(i) si m est impair : on a «, = —ay,, donc «, = 0 et par conséquent «; = 0 pour tout
i=1,...,n, ainsi la famille (hq, ..., h,) est libre;

(ii) si n est pair : on a a, = a,, donc «, est indéterminé. L’égalité de départ devient
an(—=h1 + hg — hg + hg — -+ + hy,) = 0, d’out suit, pour un «, # 0, la relation h, =
hi—ho+hs—hg+-+++ hy_o — h,_1. Ainsi, la famille (hl, ey hn) est liée.

Methode alternative : Inspirés par 1. et 2., distinguons selon la parité de n.

(i) n = 2p, p € N*. On peut vérifier que

S = (ha = h1) + (ha — hg) + ... + (hap—2 — hap—3) + (hap — hap—1) (1)

= (es —e1) + (es —e3) + ...+ (e2p—1 — €2p—3) +(€1 — €2p—1) (2)
telescopage

= (e2p—1 —€1) + (€1 — ezp-1) (3)

=0 (4)

et la famille est donc liée.

(i) n = 2p+ 1, p € N*. On utilise la définition : supposons qu’il existe des réels a, ..., a,
tels que
0=athi+ -+ ah, =(a1+an)er + - (n—1 + Q) n.

Puisque la famille (e, ..., e,,) est libre, on obtient le systéme a 2p + 1 équations

al +agpr1 = 0
a1 + Qo =0
a9 + a3 =0

oy +agprr =0

Maintenant, si l’on calcule (2éme ligne—3éme ligne)+(4éme ligne—5éme ligne)+ . . . +(2p éme
ligne—(2p + 1)éme ligne), on trouve

(1 +ag) — (a2 +as) + (ag+as) +... + (azp—1 + agp) — (azp + azpy1) = a1 — agpr1 =0
En combinant avec la premiere ligne, on trouve le systéme

{ a + aopr1 = 0

a1 — Qopy1 = (I
qui donne o; = agp41 =0, et par suite oy =0 Vi =1,...,2p + 1. Donc la famille est libre.
1 0 1
2 1 4
Exercice 5. On considere les vecteurs de R® : g = |0 |, uo = | 1| etug= |1
1 1 2
1 1 1

1. Montrer que la famille (uq,us,us) est libre.

2. Soit v € R5. A quelle condition v € Vect(ug, ug, ug) ?



3. Trouver un supplémentaire de E = Vect(u,us,u3) dans R®.

1. Utiliser la définition. En alternative, il suffit d’observer que la matrice

M (uq|uzg|uz) =

— = O N
=== = O
— N = R

a détérminant non nul (= —1).

=)
o =

1
a rang 3, car la matrice extraite | 2
0

2. Vect(uy,ug,us) = {au; + fus + yus, a,B,v € R}. Donc ses éléments se mettent sous la

o+ 7y
20+ B+ 4y
forme v = B+ pour a, 3,7 € R. Un vecteur v = (a,b,c,d,e) de R est donc
o+ B+ 2y
a+ B+
dans Vect(u1, ug, us) si et seulement si
a=a+vy a=3a—b+c
b=2a+p+4y B=2a—b+2c
c=0+7y d’ou suit y=b—2a—c
d=a+ [+ 2y d=a+c
e=a+pf+7y e=3a—b+2c

Les deux derniéres relations sont des contraintes sur le vecteur v et on conclut que v =
(a,b,c,d,e) € Vect(uy, uz,us) si et seulement si

d=a+c et e=3a—b+2c (%)

3. Il suffit de trouver deux vecteurs de R® qui ne vérifient pas les contraintes (*) et qui sont linéa-

1 0
0 1
rement indépendants. Par exemple : v; = [ 0| et vo = | 0 |. La famille (u1, us, us, v1,v2)
0 0
0 0

est alors libre, donc c’est une base de R® car elle a 5 éléments, et Vect(vy,vs) est bien un
supplémentaire de Vect(uy, us, us) dans R5.




I1. Applications linéaires — Théoréme du rang

Théoréme du rang (Rappel)

Soient F et F' deux ev de dimension finie sur un corps K, et v : £ — F une application linéaire.
Alors
dim F = dim ker v 4+ dim Im u

dim Im u s’appelle le rang de u, et est aussi noté rang u. Noter que c’est la dimension de ’espace
“de départ”, soit F, qui apparalt dans la formule.

Preuwve : Supposons ker u # {0}. Soit (hy,...,hp) une base de keru. Cette famille est libre dans
E, donc peut étre complétée (thm de base incompléte) en une base (eq, ..., €g, €xt1,---,€n) de E.
Montrons maintenant que la famille (u(eg41),...,u(e,)) est une base de Im u.
(a) Soit y € Imu. Alors 3z € E,y = u(z). En écrivant © = > | z;e;, on obtient y =
Z?zp 41 ziu(e;), donc la famille est bien génératrice de Tm u.

n

(b) Reste & montrer qu’elle est libre dans Im u. Supposons Zi:p 1 Aiu(e;) = 0, ce qui peut se ré-
écrire u(> Aie;) = 0. Ainsi, > Aie; € keru, donc A1, ..., Ap, >0y Niei = DL Ne,

i=p+1 i=p+1
et comme la famille (eq,...,e,) est libre, tous les A; = 0.
Ainsi la famille u(epy1,...,u(e,)) est une base de Imwu, et dimImu = n — p, dimkeru = p,
dim E = n.
Dans le cas keru = {0}, il suffit de considérer une base (ey,...,e,) de E, et 'on montre que
(u(ey),...,u(ey)) est une base de Im w.

Remarque : Le théoréeme ne signifie pas £ = keru @ Imu, identité qui est fausse. Par contre,
on a E = keru@® V, avec V isomorphe a Imu. La preuve construit d’ailleurs explicitement cet
isomorphisme.

Exercice 6. Soit o € R. On considere 'application u :

R4 — R3
(z,y,2,t) — (z+y+az+t,z+z+ty+2).

1. Montrer que u est une application linéaire de R* dans R3.

2. Déterminer le noyau et 'image de u.

Pour montrer qu’une application est linéaire, on peut vérifier les deux propriétés u(Azx) = Au(z),
u(x +y) = u(z) + u(y) pour A € K et z,y € E. Une alternative consiste a vérifier les deux en
méme temps, via u(Az + py) = du(z) + pu(y) pour A, u € Ket z,y € E.
1. u(Mx,y, 2, 1)) = u((Az, Ay, Az, At)) = (Az+Ay+adrz+ X, Ae+ Az + A, AyAz) = du(z,y, 2, t).
De méme on vérifie facilement u((z,y, z,t)+(z', 3/, 2', t')) = w(z, y, z,t)+u(a’,y’, 2/, t'). Donc
u est linéaire.
2. Commencons par déterminer le noyau. Par définition ker u = {(z,v, 2,t) € R, u(x,vy,2,t) =
0}, il faut donc résoudre le systéme

r+yt+az+t =0 2—a)y=0
r+z+t =0 d’ot suit z+t=—2=y

si ’on soustrait la deuxieme équation a la premiere. Il faut donc maintenant distinguer deux
cas




(i) a#2. Alorsy =0, otz +t =0 et z=0. Ainsi on a

keru = {(z,0,0,t) e R*, z+t=0}
={(2,0,0,—z), z € R}
= Vect{(1,0,0,—1)}.

(ii) @ = 2. Alors z = —y et t = y — x, avec x et y indéterminés. Ceci donne un noyau de
dimension 2 :

keru = {(‘Tﬂyv Y,y — l‘), x,Y S R}
= {(.’L’,O,07 _J") + (ana _y7y)u T,y S R}
= Veet((1,0,0,—1), (0,1, —1, 1)).

Maintenant déterminons l'image. D’aprés le théoréme du rang, dimImu = dimR* —
dim ker u, avec dim R* = 4. 1l faut donc distinguer deux cas selon la dimension du noyeau :

(i) a # 2. Alors dimImwu = 4 — 1 = 3, et puisque Im u est un sev de R3, forcement on a
Imu = R3.
Alternative : sans utiliser le théoreme du rang, on peut compléter la base de
keru = Vect((1,0,0,—1)) en une base de R* par exemple en choisissant la famille
((1,0,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)) que Pon vérifie facilement étre libre, et on
calcule

Imu = Vect(u(1,0,0,0),u(0,1,0,0),u(0,0,1,0))
= Vect((1,1,0),(1,0,1), (2, 0,1)) =R?

en vérifiant que la famille ((1,1,0), (1,0,1), (o, 0,1)) est libre dans R3.

(i) « = 2. Alors dimImu = 4 — 2 = 2. Pour décrire Imu comme sev de
R3, on peut compléter la base ((1,0,0,—1),(0,1,—1,1)) de keru en une base
((1,0,0,-1),(0,1,-1,1),(0,1,0,0), (0,0,1,0)) de R%, et calculer u sur les vecteurs ajou-
tés :

Im u = Vect(u(0,1,0,0),%(0,0,1,0))
= Vect((1,0,1),(2,1,1)).

Alternative : sans compléter la base de keru, on peut décrire Im u & partir de sa défi-
nition (ici, dans le cas v = 2) :

Imu = {(a,b,¢c) = u(z,y,2,t) = (e +y+2z+t,xc+z+t,y+2), z,y,2,t € R}

En inversant 1’égalité, sous forme de systeme, on a

a=x+y+2z+t a=z+y+20c—y)+b-—z—c+y)=b+c
b=x+z+t d’ou suit t=b—zrz—2=b—z—c+y
c:y+z Z=c—y

et donc

Imu = {(a,b,c) €R®, a=b+c}={(b+c,b,c), bcecR}
={(b,0,0) + (¢,0,¢), b,c € R} = Vect((1,1,0),(1,0,1)).

11 est facile de montrer que la base ((1,1,0),(1,0,1)) engendre bien le méme ev de la
base précédente ((1,0,1),(2,1,1)).

Exercice 7. Pour chacune des applications qui suit, dire (en le justifiant) si elle est linéaire ou non :
[X] — R[X]

R
L/ p oy appr

ol P’ désigne le polyndéme dérivé de P.



2. f:R[X] — R3[X] définie par “f(P) est le reste de la division euclidienne de P par X* —5X + 2",

1. Soit A € R. Alors f(AP) = 2(AP)(AP)’ = 2X\2PP’ = \2f(P). Donc f n’est pas linéaire.

2. On rappelle que tout polynéme P peut s’écrire de maniére unique sous la forme P(X) =
A(X)(X?*—5X +2)+ R(X), o A(X) est un polyndme, et R(X) est un polyndme de degré
< 3. R est le reste de la division euclidienne, donc f(P) = R. En notant Ry le reste pour
Py, et Ry le reste pour P», on obtient

aPy(X) + BP(X) = (@A1(X) + BA2(X))(X* = 5X +2) + (aRi(X) + BR2(X)),

ou @A + A, est bien un polyndme, et le reste Ry + SRy a encore bien degré < 3. Ainsi
flaP1 + BP) = af(P1) + Bf(P2), et f est linéaire.

Exercice 8. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E).

1. Montrer que Ker(u) C Ker(u?) et que Im(u?) C Im(u).

2. (a) Montrer que Ker(u) = Ker(u?) si et seulement si Im(u) = Im(u?).
(b) Montrer que Ker(u) = Ker(u?) si et seulement si F = Ker(u) ® Im(u).
(c) Montrer que E = Ker(u) @ Im(u) si et seulement si Im(u) C Im(u?).
3. (a) Donner des exemples d’endomorphismes vérifiant les propriétés du 2.
(b) Les équivalences sont-elles encore vraies en dimension infinie ?

Solution (exercice plus théorique)

1. Soit x € keru, c’est-a-dire u(x) = 0. Alors u?(z) = u(u(x)) = u(0) = 0 car u est linéaire,
donc = € keru?. Ainsi ker u C ker v?. En particulier, ker u est sev de ker u?.

Soit 2z € Im(u?). Alors 3z € E tel que z = u(u(z)). Posons y = u(z). Alors bien sfir on a
z = u(y), donc z € Imu. Ainsi Imu? C Imu. En particulier, Im u? est un sev de Im u.

2. (a) Appliquons le théoréme du rang a w. Alors dim F = dim ker v+ dim Im v. De méme pour
u?, dim F = dim ker v?+dim Im v?. Et donc dim ker v = dim ker u? ssi dim Im « = dim Im 2.
Maintenant, si dimkerw = dim ker u?, puisque keru est sev de keru?, on a keru = ker u?.
De méme pour Imu et Im 2. Ainsi, on déduit que ker u = ker v? ssi Im u = Im 2.

(b) On procede par double implication.

(<) : Supposons que E = ker u & Im u. Pour montrer que ker u? = ker u, il suffit de montrer
ker u? C ker u.

Soit @ € ker u?, alors u(u(z)) = 0, et donc u(z) € ker u. Or bien sir u(z) € Imu. Donc on a
u(z) € keruNImwu = {0}. Donc u(z) = 0, donc x € keru.

(=) : Supposons que keru? = keru. Montrons que keru N Imu = {0} dans un premier
temps, puis F = ker v & Im v dans un deuxieme temps.

Soit 2 € ker uNImu, alors u(z) = 0 et Iy € E tel que = u(y). Il suit que y € ker u? = ker u,
d’ott y € keru et enfin x = u(y) = 0. Donc keru N Imwu = {0}. Par conséquent, la somme
ker u + Im u est directe, et bien sur c’est un sev de F.

Reste a montrer que keru & Imu = E. Par la formule de Grassmann d’abord, et par le
théoréme du rang ensuite, on a que dim(ker u®Im u) = dim ker  + dim Im v = dim E. Donc
keru @ Imwu est un sev de E et ces deux ev ont méme dimension, donc ils coincident.

(¢c) On a

Imu C Imu? < ker u = ker u? par 1 et 2 (a)
< E=keru®Imu par 2 (b).




3. (a) Tout isomorphisme u vérifie les conditions de 2, car keru = {0} et Imu = E.

2 — y. Un endomor-

Sinon, une condition suffisante pour garantir Imu = Imwu? est que u
phisme qui satisfait cette propriété s’appelle un projecteur.
Par exemple, dans un ev de dimension n et base (eq,...,e,), 'endomorphisme « défini par

u(e;) = ey pour tout i = 1,...,n est bien un projecteur. Pour n = 3, cela donne I’exemple
u(z,y,2) = (r+y+2,0,0), avec keru= Vect{es,e3}, Imu = Vect{e; + e2+ es}.
D’autres exemples de projecteurs pour n = 3 :

u(z,y,z) = (£,0,0), avec keru = Vect{es,e3}, Imu = Vect{e;}
u(z,y,z) = (z,y,0), avec keru = Vect{es}, Imu = Vect{er,es}.

(b) Les équivalences du point 2 ne sont pas valables si F a dimension infinie. En particulier,
la démonstration donnée de (a) fait appel au théoréme du rang, qui n’est valable qu’en
dimension finie (méme s'il existe des généralisations hors programme).

Un contre-exemple au résultat de la question 2a est donné par Pendomorphisme u : R[X]| —
R[X], P(X) — XP(X). En effet, on montre facilement keru = keru? = {0}. Pourtant,
le mondéme X est dans Imwu mais pas dans Imu?, donc Imu # Imwu?. Un autre contre-
exemple est donné par 'endomorphisme v : R[X] — R[X], P(X) — P’(X). On vérifie que
Imv = Imv? = R[X], mais kerv est 'ensemble des polynoémes constants, tandis que ker v?
est ’ensemble des polynome de degré 1.

Exercice 9. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n et v un endomorphisme de E. On
suppose qu'il existe zg € E tel que B = (u(xg),u?(zp), ..., u"(xq)) forme une base de E.
1. Montrer que u est bijective.

2. Montrer qu'il existe (ag,...,a,-1) € R™ tels que u™ + ap,_1u™ "t + - + agidg = 0z(E)-

1. Puisque un endomorphisme d’un ev de dimension finie est injectif ssi il est surjectif, pour
montrer qu’il est bijectif il suffit de montrer qu’il est soit injectif soit surjectif. Normalement
il est plus simple de montrer ’'injectivité que la surjectivité. Cette fois il est plus simple de
montrer que u est surjective.
Soit y € F, alors on peut ’écrire dans la base donnée : il existe Ay, ..., A\, € R tels que

y= Z N (zo) = u <Z )\iui_l(xo)> = u(x)

otz = Y0 \utT (o) = Mzo + Aou(mo) + ... + Apu™ " (x0) est bien un vecteur de E.
Donc u est surjectif et par conséquent il est bijectif.

2. On consideére la famille (zq, u(xo),...,u"(xg)). Cette famille comporte n + 1 éléments, elle
est donc nécessairement liée car dim E = n. Donc, Jbg, . ..,b, € R, tels que (by,...,b,) #
(0,0,...,0) et

bnu”(acg) + bn,lunfl(xo) +...+ boxo = 0. (5)

On peut supposer b,, # 0, car si ce n’était pas le cas, entrainerait que tous les b; = 0 pour
i=0,...,n, car la famille (g, u(zg),...,u" !(zg)) est libre (comme image par la bijection
u~! d’une base). Ainsi, en posant a; = b; /by, il vient

u™(20) + an_1u™ H(x) + ... + apzo = 0. (6)
Définissons alors I’endomorphisme

v=u"+ an_1u" 1 + ... + aoidg,




ayant la propriété que v(zg) = 0. En appliquant u® pour i = 1,...,n a 1‘équation @, et en
utilisant le fait que u*(u’(xg)) = u’(uF(20)) pour tout k et i, on obtient

v(u*(zg)) = u™(u'(xg)) + an_1u™ (' (z0)) + ... + agu’(zg) =0 pour tout i =1,...,n.

Ainsi, v ’annule sur tous les éléments de la base B de F, donc v est identiquement nul.

Exercice 10. Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme u € L(E) est nilpotent s’il
existe un entier naturel p tel que u? = O, (g). On dira que u est ponctuellement nilpotent si, pour tout

z € F, il existe un entier naturel p (qui dépend de z) tel que u?(z) = 0p.
1. Démontrer que tout endomorphisme nilpotent est ponctuellement nilpotent.
2. Démontrer que la réciproque est vraie si F est de dimension finie.
3. Donner un exemple d’endomorphisme ponctuellememt nilpotent non nilpotent.
4

. On suppose F de dimension finie n et soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent. Démontrer que
Indication : soit p le plus petit entier strictement positif tel que u? = 0, montrer qu’il existe x € F

tel que la famille (z, u(z),u?(x),...,uP~1(x)) soit libre.

1. Supposons que u est nilpotent et que p € N soit le plus petit entier positif tel que uP = 0.

Alors, pour tout € E il suffit de choisir k > p (par exemple k = p) pour avoir u*(z) = 0.
Donc u est ponctuellement nilpotent.

2. Montrons que si dim E est finie et u est ponctuellement nilpotent, alors u est nilpotent.
Soit (eq,...,e,) une base de E. Puisque u est ponctuellement nilpotent, pour tout i =
1,...,n il existe p; € N tel que uPi(e;) = 0 et on a aussi u% (e;) = 0 pour tout ¢; > p;. Donc,
en choisissant p = max{p1,...,pn}, qui existe car c’est un ensemble fini, on obtient que u?
est nul sur tous les éléments de la base. Ainsi uP est identiquement nul, donc u est nilpotent.

3. Soit u : R[X] — R[X], P — P’. Soit P € R[X], alors P a un degré fini, que l’on note
k, et uk*1(P) = 0, donc u est ponctuellement nilpotent. Cependant, u n’est pas nilpotent
car pour tout k € N, il existe P € R[X] tel que u*(P) # 0 (par exemple en choisissant un
polynéme P de degré k + 1).

4. Soit p le plus petit entier positif tel que u? = 0. Alors uP~! n’est pas identiquement nul,
donc il existe un x € E tel que u?~!(z) # 0. On a aussi u’(x) # 0 pour tout i =0,...,p—1,
car sinon on trouverait u?~!(z) = 0, ce qui contredit notre hypothese sur .

Considérons maintenant la famille (z,u(x),...,uP~1(x)), et montrons qu’elle est libre. Si
Zf:_ol A\iut(z) = 0, pour des coefficients A, ..., A\p,—1 € R, alors en appliquant «?~! a I'identité
précédente, et en sachant que u* = 0 pour tout k£ > p — 1, on trouve

p—1 p—1
0 =Pt (Z by ul(ac)) = Z Ai up_l-H(x) = )\Oup_l(x)'
1=0 =0

Comme uP~1(z) # 0, il faut que \g = 0. De méme, en appliquant uP~2 & 21;:—11 \iut(x) =0,
il résulte A; = 0, puis successivement A\; = 0 pour tout + = 0,...,p — 1. Donc cette famille
est libre. Comme dim F = n, on a nécessairement p — 1 < n, donc p < n, donc u™ = 0.

Exercice 11. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe un endomorphisme

f € L(E) tel que Ker(f) = Im(f) si et seulement si la dimension de F est paire.



On procede par double implication.

(=) : Supposons ker f = Im f, alors d’aprés le théoréme du rang on a dimker f + dimIm f =
2dimker f = n. La dimension étant un entier, n est nécessairement pair.

(<) : Il suffit de construire explicitement un exemple en dimension paire n = 2p,p € N, par

exemple comme suit. Soit (eq,...,esp) une base de E. Considérons ’endomorphisme f, qui agit
de la maniére suivante sur les vecteurs e; de la base :

;) =0 Vi=1,...p.

U(€i+p) =6

Alors par construction on a keru = Vect(eq,...,e,) et Imu = Vect(ey,...,ep) = keru. On voit
bien que la construction ne marche que si n est pair, car il est nécessaire de diviser la base en deux
familles de méme dimension.

Un autre exemple :
u(e;) = e; + epyi .
Vi=1,...p.
{ u(eiﬂ)) = —(e; + Ep ) P

On a alors Imu = Vect(e; + €;4p, @ = 1,...,p) de dimension p. Par le théoréme du rang on a
alors dimkeru = 2p — p = p, et puisque il est évident que les vecteurs e; + e,; appartiennent a
ker w pour tout ¢ = 1,...,p (vu que u(e; + epti) = u(e;) + ulep+i) = 0) et qu'ils sont linéairement
indépendants, on a aussi ker u = Vect(e; + €;4p, i =1,...,p) = Imu.

III. Matrices — Changements de base

Exercice 12. On considére I'endomorphisme u de R3[X] défini par :
u(P)=(1-X*P" - XP,

pour tout polynéme P de Rs[X].
1. Ecrire la matrice de u dans la base canonique (1, X, X2, X?) de R3[X].

2. Déterminer des bases respectives de I'image et du noyau de u.

1. Par définition, la matrice de u dans la base B = (1, X, X2, X3) de R3[X] est la matrice
Mg (u) = Mg (u(1)Ju(X)u(X?)|u(X?))

obtenue en mettant en colonne les vecteurs image (1), ...,u(X?) exprimés dans la base B.
Rappellons que tout polynéme P se représente dans la base B par un vecteur colonne

@o
Mp(P) = Z; tel que P(X)=ao+ a1 X +asX? + azX3.

as

Les réels (ag, a1, as,as) sont les coordonnées de P dans la base B.
Calculons donc 'image par u des polynémes de B :

P(X)=1=P'(X)=0, P"(X)=0= u(l)=0

(X)
PX)=X=P(X)=1, P'(X)=0=> u(X)=-X
PX)=X’=P(X)=2X, P/(X)=2= u(X?)=(01-X%2-X2X =2-4X?
PX)=X?=P'(X)=3X% P'(X)=6X = u(X®) =(1-X?%6X—-X3X*>=6X-9X".




Par conséquent, on trouve

00 2 0

0 -1 0 6
Mss(W) =119 o —4 o

00 0 -9

Alternative : La matrice Mpg(u) se trouve également comme 'unique matrice qui permet
de calculer le vecteur qui représente u(P) dans la base B comme produit des matrices
représentant u et P, c’est-a-dire telle que

Mp(u(P)) = Mps(u)Mp(P).

Pour la trouver, il faut d’abord calculer les coordonnées de I'image u(P (X)) pour un poly-
noéme P(X) = ag + a1 X + a2 X? + a3 X3 quelconque :

P/(X)=a; +2a:X +3a3X> et  P'(X)=2ay+6a3X,

donc
uw(P(X)) = (1 — X?)(2ay + 6a3z) — X (a1 + 2a2X + 3a3 X?)
= 2ay + (6az — a1)X — 4a; X? — 9az X 3.

Pour avoir

2a2 ap

6az —ar | _ ap
4&2 o MBB(U) a2 ’
—9as as

il faut donc bien prendre la matrice donnée plus haut, car

0 0 2 0 ag 2&2
0 -1 0 6 a 6as —a

MBB(U)MB(P) = 0 0 —4 0 a; = ?;10,2 ! = MB(P(U))
0 0 0 -9 as —9&3

X)) = 2az + (6az —

6as = 0, en somme

2. Soit P € keru. Alors P(X) = ag + a1 X +as X% + a3 X? est tel que u(P
a1)X — 4asX? — 9a3 X3 = 0, ce qui donne a3 = 0, ay = 0 et a; =
P(X) = ap est constant. Donc

keru = {P(X) = ap € R3[X], ap € R} = Vect(1)

a dimension 1. Par le théoreme du rang, Imu a donc dimension égale a 4 — 1 = 3. Pour
trouver une base de Imw, il suffit de compléter la base du noyau en la base canonique de
R3[X], en rajoutant X, X2 et X3, et calculer les images u(X), u(X?) et u(X?). On a donc
Imu = Vect(u(X), u(X?),u(X?)) = Vect(—X,2 — 4X? 6X — 9X3)
= Vect(X,1 —2X?,2X — 3X?).

Exercice 13. On note S(n) = {4 € M, (K) | A = 'A} 'ensemble des matrices symétriques de taille n

et A(n) = {A e M,(K)| A= —tA} I'ensemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que S(n) et A(n) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).

2. Calculer la dimension de chacun de ces sous-espaces vectoriels.

3. On consideére 'endomorphisme ¢ de M,,(K) défini par ¢(A) = ‘A pour tout A € M,,(K). Calculer

la trace de ¢.




1
La matrice transposée de | 4
7

2

4

O O W

1 4 7
est la matrice 2 5 8 |. Alors, un exemple de ma-
3 6 9

1

trice symétrique est | 2
-2 -3 0
1. Ces deux ensembles contiennent la matrice nulle, et sont stables par addition et multiplica-

tion par un scalaire : pour tout A, B € M,,(K) et tout A\, u € K, on a

(i)si A,B€ S(n),ie. '"A=Aet'B=B,ona (AM+ uB) = XA+ u'B=NA+ uB donc

A + uB € S(n),

(ii)si A,B € A(n),ie. ' A=—-Aet'B=—-B,ona A+ puB) = XA+ u'B=—(\A+uB)

donc AA + uB € A(n).

Ce sont donc des sev de M,,(K). Montrons maintenant qu’ils sont supplémentaires.

Soit A € A(n)N S(n). Alors ‘A = A= —A, donc 24 = 0 et A = 0. Ainsi, A(n) N S(n) = {0}

et la somme S(n) + A(n) est directe et forme u nsev de M,,(K).

Montrons que M,,(K) = S(n) + A(n). Soit A € M,,(K). Alors

2

5

8
3 0 1 2
5 ) , et celui d’une matrice antisymétrique est -1 0 3

A+tA A-tA

A==t 5

—— =
eS(n) €A(n)

autrement dit, toute matrice carrée s’écrit comme somme (forcement unique) d’une matrice
symétrique et d’une antisymétrique. Cela prouve que M,,(K) = S(n) @ A(n).

2. Pour tout ¢,j = 1,...,n, soit e, ; (souvent notée aussi E; ;) la matrice n x n dont tous les

coeflicients sont nuls, a I'exception de celui & l'intersection de la ligne i avec la colonne j,
qui vaut 1. Une telle matrice s’appelle élémentaire. L’ensemble B des matrices élémentaires
d’indices (3, j), pour tout i,j = 1, ..., n, forme une base de 'ev M, (K), que l'on appelle base
canonique. Evidemment, on a donc dim M, (K) = n2.
Pour connaitre la dimension de 1'ev S(n), on peut compter le nombre de paramétres libres
dans une matrice symétrique de taille n : la diagonale et le triangle supérieur sont libres, le
triangle inférieur est au contraire le miroir de celui supérieur et n’est donc pas libre. On a
donc n parameétres libres sur la diagonale, n — 1 sur la lere ligne du triangle supérieur, n — 2
sur la 2éme ligne, n — 3 sur la 3éme ligne et ainsi de suite jusqu’a 1 parametre libre sur la
(n — 1)éme ligne. Au total, on a

n—|—(n—1)—|—(n—2)—|—~--—|—1=%n(n—!—l)

paramétres libres, donc dim S(n) = in(n + 1). On peut vérifier quune base de S(n) est
fournie par les matrices symétriques f; ; = e; ; + e;; pour tous les 1 <7 < j < n.

La dimension de I'ev A(n) peut se calculer comme nombre de parameétres libres dans une
matrice antisymétrique (0 sur la diagonale, n — 1 sur la 1ére ligne, etc), ou bien se déduit de
la décomposition M,,(K) = S(n) ® A(n) par la formule de Grassmann :

dim A(n) = dim M, (K) — dim S(n) = n® — %n(n +1)= %n(n —1).

Une base de A(n) est fournie par les matrices antisymétriques g; ; = €; ; — e;,; pour 1 <14 <
j < n. L’union des deux familles (f; ;, 1 <i<j <n)et (g, 1<i<j<n)forme une
base B’ de M,,(K) alternative & la base canonique.

3. Considérons pour M,,(K) la base B’ formée des matrices symétriques f; ; et antisymétriques
gi,; et choisissons un ordre total < dans cette base pour représenter les coordonnées de toute
matrice M. Par exemple, I’ordre lexicographique dans lequel f; ; < gi» j» pour tout ¢, 7,7, 5/,
fij < firjrsii<i ousii=1 etj<j’, et pareil pour g; ; < gir -

Ce choix permet d’exprimer toute matrice M de taille nxn par ses n? coordonnées, également
la matrice ¢p(M) = *M par ses n? coordonnées, et enfin de calculer la trace de I'endomor-
phisme ¢ comme trace de la matrice Mg (¢) de taille n? x n? qui le représente dans la




base B’, ou l'on rappelle que la trace d’une matrice carrée est la somme des coefficients qui
se trouvent sur la diagonale.

On vérifie aisément que u(f; ;) = fi;j et u(gi ;) = —¢gi;, ce qui nous permet de déterminer
que les éléments de la diagonale de Mp/p/(¢) sont 1 ott —1 (d’ailleurs la matrice est diagonale
dans cette base). Ainsi,

Trg = Z L4 Z _1:n(n+1)_n(n—1):n'

— — 2 2
1<i<j<n 1<i<j<n

Exercice 14. Soit u € £(R?) dont la matrice dans la base canonique est

~10 8 -4
A=-| -4 2 -4,
8 -—16 2

et soient F = {z € R*| u(z) =22} et F = {z € R? | u(z) = —2z}.
1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3, en donner une base et la dimension.
2. Montrer que R? = E @ F.
3. Soit e; un vecteur directeur de E et (eq,e3) une base de F. Calculer la matrice de u dans la base

(617627 63)'

1. Soient x,y € R3 et \,u € R. Alors si u(z) = 2z, u(y) = 2y, on a bien u(Ax + uy) =
Au(z) + puly) = 2 x + 2py = 2(Az + py). Puisque w(0) = 0, on a bien 0 € E, donc E est
non vide. En somme, E est un sev de R?. Méme raisonnement pour F.

Cherchons la dimension et une base de E et de F. Pour z = (21,22, 3), on a

1 —10 8 —4 X —10x1 + 8x9 — 43
u(x) = Aty = 3 —4 2 —4 zo | = = | —4x1 + 279 — 4z3
8 —-16 2 x3 8r1 — 1625 + 223
On déduit que x = (z1, T2, 23) € E ssi u(x) = 2z ssi (calculs) 2o = 21 et x3 = —2x7, donc

E = {zx = (21,21, —2x1), z1 € R} = Vect((1,1, -2))

et dim £ = 1. De méme, on déduit que xz = (x1,x2,23) € F ssi u(z) = —2x ssi (calculs)
r1 — 229 + x3 = 0, donc

F ={z = (21,22, —x1 + 2x), z1,22 € R} = Vect((1,0,-1),(0,1,2))

et dim F' = 2.

2. Soit x € ENF. Alors u(z) = 2z = —2z, donc u(xz) = 0. De méme, si u(x) = 0 alors
x € ENF. Ainsi, on a EN F = ker u. On montre assez facilement, en résolvant le systeme
associé, que keru = {0}.

Or, on a montré a la question précédente que dim E = 1 et dim F' = 2, et comme ENF = {0},
alors dim(E+ F) =dim(E® F)=2+1=3.Etdonc E+ F=E® F = R3.

3. Soit B = (e1,ez,e3) la base de R3. On veut calculer la matrice Mpg(u) =
Mp(u(er)|u(ez)|u(es)). On a u(e;) = 2ey car e; € E, et u(es) = —2es et u(ez) = —2e3
car eg, ez € F'. Donc

MBB(U) = 0 -2 0




Exercice 15.
1. Soit A, B € M,,(R). Montrer que AB et BA ont la méme trace.
2. Soit u € L(R™). Montrer que toutes les matrices de u ont la méme trace.

3. Soit A, B € M,,(R) deux matrices semblables. Montrer que pour tout entier naturel &, les matrices

AF et BF ont la méme trace.

Solution

1. Notons A = (Aij)lgi,jgn et B = (Bij)lgi,jgrp Alors (AB)” = Z::l AikBkj et donc
TrAB = > (AB);i = >, AixBri. De méme, on a (BA);; = Y., BixAr; et donc
Tr BA = Zi’k B Ay Les noms des indices sont neutres, donc Tr BA = Tr AB.

Remarque : On a TrAB = TrBA, et donc Tr ABC = TrCAB = Tr BCA, mais pas
Tr ABC = Tr CBA en général.

2. Toutes les matrices de u sont semblables, donc en notant H 1’ensemble des matrices de u,
on a que VM, M' € H, 3Q € GL,(K) tel que M’ = Q='MQ. Et en utilisant la question
précédente, il suit que Tr M’ = TrQ 'MQ = Tr QQ~'M = Tr M.

3. A et B sont semblables, donc 3Q € GL, (K) tel que B = Q 1AQ. On a alors
B" = (Q'AQ)(QT'AQ) ... (QTTAQ) = QTTAQQTA...QQTTAQ = Q' AMQ.

Donc A™ et B™ sont semblables, et ont méme trace.

Exercice 16. Soit u € £(R3,R*) définie par u(z,y,2) = (x —y,y + 2,0 + y + 22, 7).

1. Ecrire la matrice A de u relativement aux bases canoniques de R? et R%.

1 00

. X . 0 0

2. Montrer que A est équivalente a la matrice 00 1
0 00

1. Soit & = (e1, e2,e3) la base canonique de R? et B = (by, by, b3, bs) la base canonique de R*.
Alors les colonnes de A sont les coordonnées des vecteurs u(e;), pour ¢ = 1,2, 3, exprimés
dans la base B de R*, c’est-a-dire

1
A = Mp(u(er)|u(e2)|u(es)) =

=
O = =
o N = O

2. Deux matrices A et B sont équivalentes ssi 3P, Q inversibles telles que B = Q' AP. Une
caractérisation utile : deux matrices sont équivalentes ssi elles ont le méme rang. La matrice
suggérée par ’énoncé a évidemment rang 3 car les trois vecteurs colonnes sont linéairement
indépendants. Pour A on peut utiliser le théoréme du rang. On a (petit calcul) ker A = {0},
donc l'image a dimension 3 — 0 = 3. Donc A et autre matrice ont méme rang, elles sont
donc equivalentes.

Exercice 17. Soit u I’'endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique B. = (e1, €2, e3) est
3 1 -3

A=|—-1 1 1 |.Onposee; =(1;1;1),e2 =(1;—-1;0), e3 = (1;0;1) et B = (e1,e2,€3).
1 1 -1



1. Montrer que B constitue une base de R3.
2. Ecrire la matrice M de u dans cette base. Quelle relation lie A et M ?

3. Déterminer une base de Keru et de Im(u).

1. On vérifie facilement que la famille B est libre. Comme elle posseéde 3 éléments, c’est une
base de R3.
En alternative, B est une base de R? ssi la matrice de passage, appélée aussi matrice du
changement de base,

1 1 1
P=Ppp= MBC(51|52|53) =11 -1 0
1 0 1

est inversible (i.e. a rang 3). C’est le cas, puisque

1 1 1 1
det P = det (_1 0) + det (1 _1> =—1.

2. On cherche M = Mpgp(u) = Mg(u(e1)|u(e2)|u(es)). Calculons :

u(er) = uler) +ulea) +ules) =B3+1—-3)es +(—1+1+1)ea+ (1 +1—1)es
= (e1 + ez +e3) = €1,

u(es) =uler) —ulea) = (3—1)er + (=1 — 1)ea = 2(eg — e2) = 2¢e9,

u(es) =u(er +e3) =(3—3)er +(—1+1)ea + (1 —1)es = 0.

1 00
Ainsi, la matrice M de u dans la base B s’écrit M = [ 0 2 0 ]. Noter qu’elle est diagonale.
0 00

La relation entre A et M est donnée par la matrice de passage P = P, g et par son inverse

1 1 -1
pl= P, =11 0o -1/,
-1 -1 2

que ’on calcule avec le pivot de Gauss. Notamment, on a

M = Mpp(u) = Pgp.Mp,5.(u)Ps.5
=P lAP,

donc M et A sont semblables. Puisque M est diagonale, on dit que I'on a diagonalisé A.
3. keru = Vect(e3) et Imu = Vect(u(e1), u(es)) = Vect(e1,€2).

Exercice 18. Soit A € M,,(C). On définit 'application :

M,(C) — M, (C)
M — AM — MA.

1. Montrer que u est une application linéaire.
2. (a) En calculant u(l,,), déterminer s’il existe des matrices A telles que 'application u soit injective.
(b) Existe-il des matrices A telles que 'application u soit surjective ?

3. Soit A = (Cll aJlr 1> ol a € C. Donner la matrice de u dans la base canonique de My (C).



1. ua(AM + pM’) = ANM + puM’) — AM + pM')A = A(AM — MA) + p(AM' — M'A) =
Aua(M) + pua(M'), donc uy est linéaire.

2. (a) ua(Iy) = AL, — I,A = A— A = 0. Donc pour tout A, I,, € keruy, donc keruy # {0}
donc u4 n’est jamais injective, quel que soit le choix de A.
(b) w4 est un endomorphisme et M., (C) est un ev de dimension finie, donc u4 est surjective
ssi ua est injective. Or, ceci n’arrive jamais d’apres (a).

3. Attention il s’agit d’'une matrice 4 x 4, car dim Ms(C) = 4. En écrivant la base canonique

€1 = L0 , €2 = 0 1 , €3 = 00 ;€4 = 00 , Ol a
0 0 0 0 1 0 0 1

u(er) = Ae; —e1 A = —eg + €3,

u(es) = Aey — ea A = —e1 — eg + ey,

u(es) = Aes —esA = ey + ez — ey,
(e)

Et donc, en posant U la matrice de u dans la base canonique, on a

0o -1 1 0
-1 -1 0 1
U= 1 0o 1 -1
0 1 -1 0
1 1 1-m 1 —-m m?
Exercice 19. Soit m € R. Déterminer lerangde A= [ 14+m -1 2 etB=|m —-m? m
2 -m 3 m 1 -m3

Solution

1. Si on interpréte A comme la matrice qui représente un endomorphisme u € L£(R3), dans

une base donnée, le rang de A est le rang de u, c’est-a-dire la dimension de Imwu (qu’on
note aussi Im A). Une possibilité pour le calculer est de déterminer d’abord le noyau de A
(c’est-a-dire le noyeau de ) en résolvant I’équation AX = 0. On trouve (calcul) ker A = {0}
sauf si m = 0 ou m = £2, auquel cas c’est un sev de dimension 1. En utilisant le théoréme
du rang, on trouve alors dimIm A = 2 si m = 0, £2, et dimIm A = 3 sinon.
Alternative : le calcul du déterminant de A donne det A = m(m + 2)(m — 2). Donc A est
inversible (et par conséquent son rang est 3) si m # 0,42. Sinon, si m = 0 ou m = £1, on
peut vérifier qu’au moins deux vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendants (ou
également qu’il y a bien une matrice extraite de A inversible et de taille 2), donc A a rang
2.

2. Raisonnement similaire. On trouve ker B = {0} sauf si m = 0 ou m* = 1 (soit m = £1 car
m € R) auquel cas c’est un sev de dimension 1. Ainsi dimIm A =2 si m =0 ou m = +1 et
dim Im B = 3 sinon.

Alternative : det B = m(m* —1) = m(m — 1)(m + 1)(m? + 1), donc B est inversible (et par
conséquent elle a rang 3) si m # 0, £1. Sinon, au moins deux vecteurs colonnes se trouvent
étre linéairement indépendants, donc B a rang 2.

Exercice 20. Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que 4% = \A.



Si A est de rang 1, alors dimIm A = 1. Soit e I'unique vecteur de la base de Im A. Im A? est sev
de Im A (cf. exo 8), donc ou bien Im A? = {0} auquel cas A% = 0 et 1’égalité demandée est vérifiée
pour A = 0, ou bien Im A2 = Im A. Alors, en désignant par v I’endomorphisme représenté par A
dans la base canonique de K3, il existe un A € K tel que u(u(e)) = Au(e), et donc par linéarité
u(u(x)) = (), qui signifie A2 = \A.

Alternative : On sait que deux matrices A et B sont équivalentes si et seulement si elles ont le

méme rang. Puisque A a rang 1, A est équivalente & toute matrice de rang 1, par exemple & la
1 0

matrice élementaire Fy; = 0 0 -] 1 existe donc deux matrices inversibles P = (pij) et

Q = (qij) telles que A = QE11P, et on a donc A? = QF11PQE1 P. Par calculs succéssifs on
trouve

gin 0 --- S piigin O
g1 0 --- S p2ga O
QEn=1 . . ; puis PQE; = ’ 1: ) ;
g1 0 --- Z:'L:1 Pniqir 0
et enfin .
>oi1pigia O

0 0 - n
EnPQE = : : = puga B

: : =1

0 0

Si on pose A =Y | p1;gi1 € K, on a donc

A? = QFE;1PQE 1P = Q\E11)P = AQE; 1P = )\ A.

IV. Inversibilité

Exercice 21. Calculer I'inverse des matrices carrées suivantes :

11 -1 2 0 1
A=|2 -1 1| ;:; B=|20 1]|; Cc=|-111
2 1 -1 1 01

On utilise le pivot de Gauss, ou bien on résoud le systéme linéaire AX = b, qui donne X = A~'b
si I'inverse existe. On trouve

0 1 1 -1 0 1 1 0 —1
At=(1 0o 1]; Bl=|4 1 -3]|; ct=|2 1 -3
1 -1 -1 2 1 -2 -1 0 2

1 0 1]100 1 0 1]1 00
(AIf)={ 2 -1 1|0 1 0 — 0 -1 —-1[-2 10 —
-1 1 -1{0 0 1 01 0|1 01
1 01[1 0 o0 1000 1 1
— 01 0[1 0 1 — (0101 0 1 |=(4"
01 1{2 -1 0 00 1|1 -1 -1




1 1 -1[1 00 1 0 1]1 00
BlIz)=12 0 1|0 1 0 — 0 -1 -1|-2 10 —
2 1 -1/0 0 1 0 -2 3|-210
11 -1]1 0 0 11 -1|1 0 o0
o 01 -2{0 -11 e 01 -2(0 -1 1 -
00 -1|-2 -1 2 00 1|2 1 -2
11031 -2 1 00[-10 1
o 0104 1 -3 o 01 0|4 1 =3 |=(I5B")
00 1|2 1 -2 00 1|2 1 -2
2 0 1|1 0 0 10 1]/00 1
Cl)=| -1 1 1|0 1 0 — 01 2|11 0 —
1 0 1]0 0 1 00 -1|1 0 -2
10 1[0 01 1001 0 -1
— 01 21 10 o 0103 1 -4 |=(C™H)
00 1|-1 0 2 00 1|-1 0 2

. . (-1 =2
Exercice 22. Soit A = ( 3 A )

1. Calculer A2 — 34 + 215.
2. En déduire que la matrice A est inversible et expliciter son inverse.

3. Pour tout entier n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2.

4. En déduire A™ pour tout n > 2.

1. On trouve A2 — 34 + 21, = 0.

2. Raisonnement par analyse-syntheése.
Analyse : Supposons que A est inversible, et donc que A~! existe. Alors en multipliant &
gauche (ou a droite) 'équation précédente par A~1, on trouve A — 3l +2A~! = 0, ce qui
donne A=! = (31, — A)/2.
Synthése : Finalement, la matrice B = (3Io— A)/2 est bien définie et on vérifie (ne pas oublier
cette étape) qu'on a bien AB = BA = I,, donc A est inversible et A~ = B = (31, — A)/2.

Methode alternative : L'identité A? — 3A + 2, = 0 s’écrit également I, = 2(34 — A%). En
factorisant A a gauche et ensuite a droite, on trouve

3, — A 3 — A
.[2 =A 2 et .[2 = 2 A.
2 2
La matrice B = 1(3I; — A) est bien définie et vérifie donc les identités de I'inverse de A.
Puisque I'inverse est unique (quand elle existe), on a bien A=! = %.

3. Soit R, (X) le reste de la division euclidienne de X™ par X?—~3X+2. Ona X" = X" ?(X?%—
3X +2) +3Xx7 ! —2X""2 d’ou l'on obtient R,(X) = 3R,_1(X) — 2R,,_2(X). R, est
nécessairement un polynoéme de degré 1, donc R, (X) = a,X + b, et en identifiant les
coefficients il vient a, = 3an_1 — 2an_2, b, = 3b,_1 — 2b,,_2. Les conditions initiales sont
ap =0,a; = 1et bg = 1, by = 0. On peut vérifier par récurrence a,, = 2" —1et b, = —(2"—2)
pour n > 1, et donc R, (X) = (2" —1)X — (2" — 2).

Alternative : On remarque que X = 1 et X = 2 sont racines de X2 —3X + 2, et en utilisant
Pécriture de la division eulclidienne il vient 2" = R, (2) et 1 = R, (1), ce qui donne aussi
R,(X)=(2"-1)X - (2" —-2).




4. On a lécriture X" = P,(X)(X? —3X +2) + R,,(X) ou P, est un polynéme. En utilisant
ce résultat pour la matrice A, on obtient A" = P, (A) (A% —3A +2) + R, (A). Et donc
~— ——

=0
A" = (2" —1)A— (2" —2)I, = (

- (31 sxzd)

1—27 — (2" —2) —2(2" — 1)
32" —1) 420 —1) — (20 — 2))

Exercice 23. Soit A = (a; ;) € My(C) telle que pour tout ¢ € {1,...,n}, on ait

> lai

1<j<n
J#i

< |ai,i|-

Montrer que A est inversible.

Pour montrer que A est inversible, il suffit de montrer que ker A = {0}. Soit X = (z1,...,2,)
un vecteur colonne tel que AX = 0. On a (AX Yo = Z;L:l Ai;j X, donc X vérifie le systéme a n
équations (une pour chacun des 4, i =1,...,n) :

n
E AT = 0.
=

Considérons maintenant I'indice jo correspondant a la composante z;, de X de plus grande valeur

absolue, c’est-a-dire telle que |z;,| = max(|z1],...,|zn|). La jo-itme équation du systéme peut se
réécrire
n
—ZjoAjojo = § : Qjoj Ly,
J=13#jo

et en utilisant I'inégalité triangulaire, il vient

n n n
Tiollajosol = | D @iosi| < D lagosllmsl < lzjel D lajosl-
Jj=1,j#jo Jj=1,#jo J=1,3#Jo
Si xj, # 0, il suit de I'inégalité précédente que |ajj,| < Z?=17j¢j0 laj,;l|, qui contredit I’hypothese
C o ag, i < laje,|- On a done x4, = ou suit que z; = 0 pour tout i, ¢’est-a-dire que
Z;l—l,];é]g| joil < 1@jojol- O d jo = 0, d’ott suit g 0p tout ¢, c’est-a-dire q

= 0. Ainsi, A est inversible.

V. Sommes directes
Exercice 24. Trouver trois sous-espaces vectoriels Fy, Fy, F3 de R? (deux de dimension 1 et un de
dimension 2 par exemple) tels que les trois conditions suivantes soient satisfaites.

1. F;NF; = {0} pour i # j,

2. R3=F, + F, + F3,

3. R3 n’est pas la somme directe des Fj.



Soit Fy = Vect((1,0,0),(0,1,0)), F» = Vect((0,0,1)), F3 = Vect((1,1,1)).

Alors on peut vérifier que R? = Fy®F, = Fi+Fy+F3. On aaussi FiNFy, = FyNF = F3NF; = {0}.
Par contre, on n’a pas R?® = F} @ F, @ F3, car l’écriture d’un élément de R? comme somme
d’éléments dans Fi, Fy, F3 n’est pas unique. Ainsi, par exemple,

(1,1,1) = (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, 1)

—_— = ——
E€R3 €F3 €F €L
Exercice 25. Soient F1,..., F}, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ de dimension finie.
1. Soient Gy,...,G, des familles génératrices respectives de Fi, ..., F},. Montrer que la réunion des G;

est une famille génératrice de Fy 4 - - + F.

2. Montrer que les F; sont en somme directe si et seulement si pour toutes bases Bi,...,B, de

Fi,..., F, respectivement, la famille B; U --- U B, est libre.

3. Montrer que £ = Fy @ --- ® F}, si et seulement si pour toutes bases Bi,...,B, de Fi,...,F,

respectivement, la famille By U---U B, est une base de E.

4. Montrer que ' = Fy @---@ F), si et seulement si £ = Fy +---+F, et dim F = dim F} +- - - +dim Fj,.

Solution

1. On note G; = (egi)7 . 7e,(fi)) les bases. Soit x; € F;. Alors z; peut s’écrire z; = >, )\ke,(j).
Soi)t zeYl F.Alorsz=3" x=" %, )\ke,(f). Ainsi |J?_, G; est génératrice de
=1"1

2. Les F; sont en somme directe ssi E = >0 | F; et Vo € E, I(z1,...,zp) € [[7_, Fi,z =
P | x;. L'existence est déja garantie (question 1), il reste donc a considérer 1'unicité.

(<) : Supposons U?_, B; est libre. Montrons 1'unicité, par 'absurde. On suppose deux écri-
tures ¢ = Y . a; = Y @i Alors 0 = > (z; — ) = >, Zk()\,(:) - )\;c(l))el(;) = 0 donc
)\fj) = )\;c(l) car | J; G; est libre. Contradiction.

(=) : On prouve l'autre sens par contraposée, c’est a dire en prouvant que si | J; G; était
liée, alors on pourrait trouver une autre écriture de . C’est le cas car si la famille est liée,
on peut exprimer I'un des éléments de la famille en fonction des autres, et utiliser ceci pour
trouver une deuxiéme écriture.

3. (=) :Si E = @, F alors d’aprés la question précédente, la famille |JB; est libre. De
plus, on a dim £ = Y P _, dim F} et cette quantité coincide avec le nombre d’éléments dans
la famille | J B;. Cette derniére est donc une base.

(<) : SilJ B; est une base, alors, par I'absurde, si 'on avait deux écrituresz = ), z; = >, @7,
on parviendrait facilement a une contradiction avec le fait que la famille est libre.

4. (=):Si E =@_, F;, alors on a déja montré que y ©_, dim F; = dim E.

(<) : Supposons que E = Fy + --- + F, et que dim E = dim F; + ---dim F,,. Pour tout
1 =1,...,p, soit B; une base de F; et notons #8; la cardinalité de B; (c’est-a~dire la dimension
de F;). D’un coté, on a que

p p p
#( Bi> <) #Bi=> dimF; = dimE,
=1 =1 =1

parce que a priori les bases B; peuvent avoir des vecteurs en commun. De l'autre, on a (par
la question 1) que (J!_, B; est une famlille génératrice de Fy + --- + F,, = E, donc

p
# (U Bz) > dim E.
p=1




On déduit que # (J!_, B;) = dim E, et donc que l'ensemble J}_, B; est une base de E.
D’apres la question 3, la somme F; + --- 4 F, = E est donc directe.




