Correction : Devoir a la maison 1

Exercice 1 :
1°) Montrer par récurrence que, pour toutn > 1,
n

Zk2:12+22+---+n2=
k=1

nn+1)2n+1)
6

On posera

n
S(n) =Zk2 =12+224.4+n?
k=1
2°) En déduire la valeur de

n—1
T = ) @k +1)?
k=0
On pourra calculer S(2n)

Correction
1°) On appelle (H,,) I'égalité YT, k2 = 12 + 22 4 - 4 p? = 2Dt

6
. I1xX(1+1)(2x1+1 2X3 P .
Sin=1,%}_,k?*=1 o XATVEx1HD) % = 1 sont égaux donc (H;) est vraie.

n+1
nn+1)C2n+1
zk2:12+22+---+n2+(n+1)2=[112+22+---+n2]+(n+1)2= ( )6( )+(n+1)2
k=1
n+1 n+1
= n2n+ 1) +6(n+1)] = [2n? + 7n + 6]

6 6
Les racines de 2X2 + 7X + 6 = 0 sont —2 et—%donc 2X?2+7X+6=2(X+2) (X+§) =X +2)2X+3)

Donc
n+1

Zkz:n+1x(n+2)(2n+3):(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
k=1

6 6
Donc (H,,) entraine (Hy,,). L’égalité est vraie pour toutn > 1.

2°) On remarque que S(2n) = 12+ 22+ +n* + (n+ 1)* + -+ 2n)* = nGni)ntl) _ nEntDnt1)

6 3
D’autre part
S2n) =124+3%2+-+(2n—1)2+2% + 4% + -+ + (2n)?
n-1
=Z(2k+1)2+4x12+4x22+---+4Xn2 =T(n)+4(1%2+ 22+ -+ n?)
k=0
nn+1)2n+1 nn+1)2n+1
=Tn)+4 ( )6( )=T(n)+2 ( )3( )
On en déduit que : T(n) _ n(2n+1)(4n+1) _9 n(n+1)3(2n+1) _ n(2;1+1) [4-7’1 +1— 2(71 + 1)] _ n(2n+1;(2n—1)

Donc Y2k +1) =n(2n+ 1) —n(n + 1) = n?
Exercice 2 :

Montrer que le produit de 4 entiers consécutifs augmenté de 1 est le carré d’un entier.

On pourra calculer n(n + 3) et (n + 1)(n + 2).

Correction

nnm+3)=n?+3net(n+1)(n+2)=n?+3n+2

4 entiers consécutifs s’écrivent n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

Donc

nMn+1)n+2)n+3)+1=[nn+3)][n+1D)n+2)]+1=[n?>+3n][n*+3n+2]+1
=[m?+3n+1)—-1][n*+3n+1)+1]+1=n*+3n+1)?-1+1=1n%+3n+ 1)?

n? + 3n + 1 est un entier donc n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 est le carré d’un entier.



Exercice 3 :
Montrer que pour tout n € N* \ {1}, n? divise (n + 1) — 1. On pourra utiliser la formule du bindme.

Correction
n n n n

(n+1)" = Z Cknk1nk = Z Cknk = ¢ + Z Cknk =1+ Z Cknk

% k=0 k=1 k=1
Donc (n+ 1)" -1 = n_ Cknk
z Cknk = Cln+ C2n2 + -+ CP'n™ = n? + n2(C2 + - + CTn™"2)
Donc n? divise (n +k1=)1n _
Exercice 4 :

Calculer Y.}, kCk

Correction
n

e kn (n—1)!
ch Zk'(n—k)' (k—l)'(n—k)' n;(k—l)!((n—l)—(k—l))!

On pose k' —k—1 s1k—1a10rsk —Oets1k—na10rsk =n-—1
n-1

B (n—1)! (n—1)!
chk nZk'((n—l) k)! nkzzok!((n—l)—k)!

= nz Ck_, = nz Ck_ 11k =n(1 + 1)1 = n2nt
. . k=0 k=0
Autre correction sans utiliser les sommes

R kCE=1XCr+2xC2+3XCE+ -+ m—1CFt+nCh

_ n! n! n! n! n!
_1X(n—1)!1!+2X(n—2)!2!+3Xm+"'+("_1)(n—(n—1))!(n—1)!+n(n—n)!n!
(=1 N (n—1)! i (n—1)! P (n—1)!
“ Mt m—1Drol n((n—1)z1)!1)! (n—1) —2)!2! (-1 -@m—-2) (-2
n—1)!
"-D-m-D)(n- D!
B (n—1)! N (n—1)! N (n—1)! - (n—1)!
B GO ((n—l)(—l)!;! (n—1)—2)2! (n-1D-m-2))(n-2)!
n—1)!

+
(n-1)-nm-D)Hn-1!
=n[C 1 +Chpy +Coy+ -+ T2+ CRY

n[Co_, 10100 4 i 1t D=t g2 12172 4 g o2 2 (m)=(nm)
Crop1n 11 D=mD] = (1 4 )"t = n2n?

Exercice 5 :
Montrer que pour toutn € N*, 1(11) + 22D +--+n(nh) =nm+ 1! -1
Correction

On appelle (H,) I’égalité 1(11) + 22D + -+ n(nh) =mn+ 1! -1
Sin=1onal(1) =1+ 1)!—-1=2!—-1=1,1’égalité est vérifiée.



1A +2@2N+-+nmhH+m+ D+ D! =[1AD + 22D+ +nnD]+ (n+ D)(n + 1)!
=[n+1D)!—-1]+n+D+D=n+D)!A+n+1D)—-1=mn+2)-1
Donc (H,,) entraine (H,,,,), donc (H,,) est vraie pour tout n > 0.

Exercice 6 :

On considere la fonction f (fonction d’ Ackermann) de deux variables m et n dans N définie par :
foon)=n+1 (1)

f(m,0) = f(m—1,1) pourm =1 ()
fmn)=f(m—-1,f(mn—1)) pourm=1letn=>1 3)

Montrer que :

HVkeN, f(Lk)=k+2

2)VkeN, f(@2,k)=2k+3

3)VkeN, f(@3,k)=2k3-3

Correction

1) On appelle (Hy) ’égalité f(1,k) = k + 2

f1,0=f01)=1+1=2=0+2

La premiere égalité vient de (2) et la seconde vient de (1)

On suppose que ’on a (Hy,)

fLk+1)=f0,k+2)=k+2+1=k+3=(k+ 1)+ 2 donc (Hy) entraine (Hy,4)
Donc (Hy) est vraie pour tout k.

2) On appelle (Hy,) 'égalité f(2,k) = 2k + 3.
2D =f(Lf20)=Ff(1LfLD)=f13)=3+2=5=2x1+3
La premiere égalité vient de (3), la seconde de (2), la troisieme du 1) et la quatrieme du 1)
Donc (H;) est vraie.
fREk+1D=Ff(1,f2,k)=f(12k+3)=2k+5=2(k+1)+3
La premiere égalité vient de (3), la seconde de 1’hypothese de récurrence et la troisieme du 1).
Donc (H,,) entraine (Hy,, ), I’égalité est vraie pour tout k > 1.

3) On appelle (H;) 1’égalité f(3,k) = 2k*3 -3
fGD=7f2B0)=Ff(2f21)=f25)=2%x5+3=13=16-3=2*-3
La premiere égalité vient de (3), la seconde vient de (2), la troisieme du 2), la quatrieme du 1).
Donc (H;') est vraie.
fBk+1)=£(2f3Bk)=rf(Q2k3-3)=202"3-3)+3=2k*—g+3 =203 _3
La premiere égalité vient de (3), la seconde de 1’hypothese de récurrence et la troisieme du 2).
Donc (H},') entraine (Hy,,), I’égalité est vraie pour tout k > 1.



