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Feuille d’exercices n°® 10 - Correction

CALCULS D’INTEGRALES ET DE PRIMITIVES

Exercice 1.

2

prEw) donc :

1. La dérivée de x — In(2x + 4) sur | — 2, 400 est z —

1 1
/1 2$+4dx—/ - X dxzi[ln(2x+4)]l_1 zi[lnﬁ—lnﬂ = 51n3.

_ -1 2 233'+4
2. La dérivée de x — tanz sur | — /2, 7/2[ est © — ﬁ, donc :
/3 dz
— [tana]}”® = V3.
/0 cos? [tan o V3
3. La dérivée de x — €311 sur R est = +— 3e3*T1, donc :
! 3z+1 1 ! 3z+1 1 3z+171 1 4
e de = [ 3e de = <[]y = zle" —el.
0 3/ 3 3
4. La dérivée de z — v/x + 1 sur | — 1,400 est z — ﬁ, donc :
51
L/ de = 2vr + 13 = 2(2 - V2).
1 r+1
. . 1 :
5. La dérivée de = + arcsinz sur | — 1, 1] est z — Wapt donc :
75 1 = T
5 N
————dz = [arcsinz] ) = ~.
|7 e = lwesinal® = ]

8

6. La dérivée de = +— (sinz)® sur R est o + 8cosz(sinz)7, donc :

T 1
/ (sinz)” cosx do = g[(sin )8 = 0.
0

sinx

7. La dérivée de z — —In(cosx) sur | — 7/2,7/2[ est x +— 552

= tanx, donc :

/6 3
/ tanz dz = [— In(cos x)]g/ﬁ =—In \g
0
8. La dérivée de x +— 23 — 22 + 5 sur R est = — 322 — 2, donc :

19226 . )
| Fogp g dr =3’ — 20+ 5 = 3(nd —In5).

9. La dérivée de = — ﬁ sur R\ {—2,2} est z — ﬁ, donc :



10. On fait une intégration par parties en considérant les fonctions u: z +— sinz et v': z — e~ %, alors

w: x> cosTetv:x— —e % uetwvsont C!sur R, donc :
s s K
/ e sinx dz = [—sinze *[§ + / e “cosx dr = / e *cosz dz.
0 0 0
On fait une deuxiéme intégration par parties, avec g: x — cosx et a nouveau v': x — e, ainsi :

T ™ s
/ e “sinz dv = [~ cosze *]f — / e sincdr=e"+1— / e “sinx dz,
0 0 0

T
1
par conséquent, / e Psinxdzr = 3 (e—ﬂ + 1).
0

11. On fait une intégration par parties en considérant les fonctions u: x — arctanz et v': x — 1, alors

u’:xHﬁetv:x»—)x.uetvsontclsurR,donc:

1
X

1 1
1
/0 arctanx dz = [z arctanx](l) - /0 Ty dz = % - [2 In(1+ x2)]0 =

In 2.

S

1
2

12. On fait une intégration par parties en considérant les fonctions u: x — In(1 + %) et v': x > 322,

T

alors u': x — 13%2 et vz — 23 u et vsont C! sur R, donc :

1 L g4 Lt 141
/0 3x2ln($2+1)dx:[:U3ln(1+$2)](1)_/0 a2 dfc:m‘?/o a2

1 1 1E3 1
:1n2—2/ 2 -1+ 5 dr=In2—-2|— —x +arctanzx
0 1+l‘ 3 0

2 0w 4 7
—m2-2(-4+")=m2+--Z.
" <3+4) nEt3 Ty

Exercice 2.

1. (a) Pour tout x € R, 222 4+ 3 > 0, on cherche les primitives sur R, on a :

2z — 5 2z 5 1 5 1
2270 g = — de= -2 +3)— [2— = 4
/2332—1-3 o /(2$2+3 2x2+3> z =3 n(2e" +3) / v

3 7 \?2
l—i-(\/;a:)
1 5 /3 2 1 ) 2
= D +9) - 22 veran ((20]) € = L +9) - 2 avetan (/2
5 n(2z* + 3) 3 2arctan< 3:E>—|—C 5 n(2z* + 3) \/éarctan 3% +C,

(b) On cherche les primitives sur | — oo, 1[ ou |1, +o0], alors :

4 -1
[ emm o

ou C e R.

ou C € R.
(c) Pour tout z € R, 22 4+ 2z + 5 > 0, on cherche les primitives sur R, alors :
T+2 1 2z + 2 1
—————de == [ m————=d —d
/x2+2x+5 ! 2/x2+2x+5 x+/x2—|—2x+5 v
1

1
ln(a:2+2x+5)+/2dx
1)

N~ N~

1 1
In(z? 4 2z +5) + 5 arctan <$;_> +C,

ou C € R.



(d) Pour tout z € R, 22 — 3z + 2 = (x — 1)(x — 2), on cherche donc des primitives sur | — oo, 1],
]1,2[ ou ]2, 4o00[. On décompose maintenant la fraction rationnelle en éléments simples, en

faisant d’abord la division euclidienne du numérateur par le dénominateur :

xt 22 —3x+2
— x4+ 323 — 222 22 4+3r+7

3a3 — 222
— 323 4+ 922 — 6z
7r2 — 6x
— 72?2+ 21z — 14

15z — 14

Ainsi, pour tout # € R, 2* = (22 —32+2) (22432 +7)+ 152 — 14, d’ot, pour tout z € R\ {1, 2},

4
Eoaa e PN T gy T AT -y
On en déduit :
4
z _ 2 16 1 1403,
/dex—/<x +3x+7+x_2—x_1> dx—gx +§x +72+161In |[x—2|—In |z —1|+C,
ouC e€R.

(e) Pour tout z € R, 23 — 1 = (z — 1)(z2 + 2 + 1) et 22 + 2 + 1 n’admet pas de racine réelle, on

cherche donc des primitives sur | — oo, 1[ ou ]1, +-00].

2

x a bxr + ¢

On cherche des réels a, b, ¢ tels que, tout x € R\ {1}, = .
n cherche des réels a, b, ¢ tels que, pour tout x \ {1} ] a:—1+a:2+a;+1

On multiplie cette relation par x — 1, puis on évalue en 1, on trouve a = 1/3. Ensuite, en

évaluant en 0, on trouve ¢ = 1/3. Enfin, on multiplie la relation par x, puis on fait tendre z

vers +o00, alors b = 2/3. Finalement, pour tout z € R\ {1},
2 1 1 1 2+ 1

= N
-1 3 x—1+3 24+ x+1

Par conséquent,

2 1 1 1 2r + 1 1 1
/ v dx:/(x —{—XH) dx:gln|x—1|+§ln(:v2+x—|—1)+c,

3 —1 3 xz—-1 3 22+x+1
ou C € R.
(f) Soit z € R\ {—1,1}, alors :

32 :3(x2_1)+3:—3+3:—3+3<1+ 1 )
1—2a2 1—2a2 14+2)(1—=x) 2\1+z 11—z

On cherche des primitives sur | — oo, —1[, | — 1, 1[ ou ]1, 400, alors :

/1?)—:612dx:/<_3+§<141—x+1im>> dx:—3x+g(ln]1+x\—|—ln|1—w|)+C,

ou C € R.

2. 2 €]1,+o0], ainsi F' est définie sur |1, +oo[, donc, il existe C' € R tel que, pour tout x €1, +o0],
3
F(x) = -3z + B (Inl+z)+In(z—1))+C.
Or F(2) = —6, dott =6 + 3In3 4 C = —6, donc C' = —3 In 3. Finalement :

3 3
F:]1,40]— R, z+— =3z + 2 (In(1+=z) +In(x —1)) — §1n3.



Exercice 3.

1. [cos’z dz = [cosz(1l —sin?z) dz, on pose u = sinx alors du = cosz du, ainsi :

3
/COS?)ZE dx:/(l—uz) duzu—%%—c, CeR

sin® z

+C CER}.

Donc, I’ensemble des primitives de x +— cos? = est {x — sinx —

2. Soit x € R,

COS4$ _ <€lm —|—2€ zm) _ 27142 (2) eikxe—i(4—k)a; — 2714 [e—4iz + 46—2iac +6+ 462ix + e4ix]
k=0
1 e4m _,'_6741:1: 4 621'36 +672zx 6
I = R ET)
1 1
=3 cos(4x) + 3 cos(2x) + =

1 1 3
D’ou les primitives sur R : z +— 3 sin(4x) + 1 sin(2z) + 3% +C,ouC eR.

Exercice 4.

1. On pose u = cos x, alors du = —sinzdx, alors :

/”/3 1 d /”/3 sinx q /1/2 du
——dx = ——dz = — —_—
x/a SinTcosz x4 sin?zcosz Va2 (1 —u?)u

V221 1/ 1 1 v2/2
:/ (+< — )) du = [lnu—(ln(l—u)+ln(1+u))]

1/2 u 2\1—u 1+4+u 2 1/2

V2 o1 V2 V2 1 1 1 3
_p Y2l s V2 s s

2 2 272 24 2 272 274
:1n\f2—1n2+§1n2+11n3—11n4

2 2 2

_ L,
—211.

2. On pose u = sinz, alors du = coszdx, d’ou :

/2 cos® bl L1 11 1
/ C?S4xdx—/ 4“ du—/ <4—2>du—[—3+] __+1_<_8+2>
r/6 SIn°x 12 U 1/2 \U U 3u U]y 3 3

_4
==

1 1 1 e
5chxz +3shz +4 - 56”—&-26*1 + 361—26*1 +4 TodetteTTHL T Y22 L 4er 4+ 1°
On pose u = €%, alors du = e*dx, ainsi :

3. Soit x € R,

/1 dz / du / du
o Schx+3shx+4 ), 4u2+4ut+1  J; (Qu+1)2
1/e —2 1 1 ¢
- = du=—i|——
2 /i (2u+1)? 2 [2u+1],

o1t 1
2\ 2+1 3)/)°




4. On pose u = cosx, alors du = —sinxdx, donc :

/2 3sinw o0 3 V2/2 1 3 (V2201 1
/7r/4 1—0052xdx_/\/§/21—u2du_3/0 (1+u)(1—u)du_2/0 <1+u+1—u> du

E R G R

3, (242

5. On pose u = +/x, alors du = %, donc :

4 2 2
d 2 2
0 1+\/§ 0 14+ u 0 1+u
=4—2In3.

(1 +u?)dz et sinz = 13_22. On en déduit :

T2 dx o 2 1 1 1 1
/ — :/ 5 X 2du:/ 2du:/2du
o 2+sinx 0 2+ 1+u o 1+u+u 0 %4_(”_1_%)

4 1! 1 4 3 2 N\N\T!
:g ) ) 2dU:§ X 7 arctan ﬁ U+§
° 1""[%(“""5)} 0

6. On pose u = tan %, alors du = (1 + tan® £)dz

= 2= [anctan(v3) - aretan ()| = = [7 - 7] = T
= 3%



