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Feuille d’exercices n° 7

APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires 7

L. f1: R2 5 R2 (z,y) — (0,2y); 4. f1:R3 = R? (2,9,2) — (x+ 2,9+ 2);

2. fr: R? 5 R?, (x,y) = (x 4+ 3,y); 5. f5: R? - R, (r,y,2) mx+y+2z;

3. f3: RZ = R2 (2,y) = (¥%,2—y); 6. fo: R = R3 2+ (2,22, —31).
Correction.

1. On a, VA € R, Vuy = (21,51),us = (z2,2) € R% Aug +us = (Az1 + 22, \y1 + 32) et donc

fi(Qur +u2) = (0,2(Ay1 + y2)) = (0, A2y1) + (0,2y2) = A(0,2y1) + (0,2y2) = Af(u1) + f(u2).

Donc, f1 est une applicaion linéaire.
2. L’application fy n’est pas linéaire puisque f2(0,0) = (3,0) # (0,0).
3. L’application fs n’est pas linéaire puisque f3(2 x (0,1)) = f3(0,2) = (4,—2) # 2f(0,1) = 2(1,—-1).
4. On a, VA € R, Yuy = (21,91, 21),u2 = (x2,y2, 22) € R3, Auy + ug = (A1 + 22, \y1 + 2, A21 + 22)

et donc
f4(/\ul + UQ) = ( )\Il + 332 -I- ()\Zl + 22) ()\yl + yz) + ()\2’1 + 22))
( w1+ 21) + (22 + 22), A(y1 + 21) + (y2 + 22))
= (Mar+21), A1 +21)) + (z2 + 22,52 + 22)
A

fa(u1) + fa(uz).

L’application f4 est donc linéaire.

5. Soient u; = (x1,y1,21), uz = (T2,y2,22) et A € R. Alors,

fs(Aur +u2) = Az +x2) + (Ay1 + y2) + (A21 + 22)
= Mz1+y1+21) + (22 + y2 + 22)
= Afs(u1) + fs5(u2)

Donc, f5 est une application linéaire.
6. Soient z,y € R et A € R. Alors,

= Az, 2z, —3z) + (y, 2y, —3y)
= Me(z) + fs(v)

Donc, lapplication fg est linéaire.



Exercice 2. Considérons 'application f: R3 — R? définie, pour tout (z,y,2) € R3, par :
flz,y,2) =(2x+y+z02—2y+2).
1. Montrer que f est linéaire.
2. Donner une base de ker(f). En déduire le rang de f.
3. Donner une base de Im(f).
Correction.

1. On a, VA € R, Yuy = (z1,y1,21), u2 = (22,92, 22) € R3, Aug + uz = (Ax1 + 22, Ay1 + Y2, Az1 + 22)

et donc
fOur +u2) = (=201 +x2) + (A1 + y2) + (Az1 + 22), (Az1 + 22) — 2(Ay1 + y2) + (Az1 + 22))
= ()\(—2361 +y + 21) + (—21‘2 + Yo + Z2), )\(xl — 2y + 2’1) + (xg — 2y2 + 22))
= M =221 +y1+21, 21— 201+ 21) + (— 202 + Y2 + 22, 12 — 22 + 22)
= Af(u1) + f(u2).
L’application f est donc bien linéaire.
2. On a

ker(f) = {(r,,2) € B f(@.9.2) = (0.0)}

= {(z,9,2) €ER®: 22 +y+2z=0et x—2y+2=0}

— (o) cR o=y =2)

= Vect((1,1,1)).
Comme (1,1, 1) est un vecteur non nul, il forme donc une base de ker(f).
Par le théoréme du rang, dim(R3) = dim(ker(f)) + rg(f), c’est-a-dire 3 = 1 + rg(f) d’ou l'on tire
rg(f) =2.

3. Nous avons vu dans la question précédente que Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de

'espace vectoriel R?, lui-méme de dimension 2. Tl en résulte que Im(f) = R? (f est donc surjective).
Par conséquent, n’importe quelle base de R? est une base de Im(f) ; on peut par exemple prendre

la base canonique (e, e2) de R2.

Exercice 3. Soit a € R*.

On considére ’homothétie de rapport a, c’est-a-dire 'application h: R? — R2, (z,y) — a(z,y).
1. Montrer que h est une application linéaire.
2. Déterminer ker(h).

3. Montrer que h est surjective.

Correction.

1. On a, VA e R, Vu; = (l’l,y1),UQ = (SCQ,yQ) € ]R2, AUl + ug = ()\xl + 9, Ay1 + yg) et donc
h(Aup +ug) = a(Azy + 22, Ay1 + y2)
= Aa(z1,y1) + a(r2, y2)
= Mh(ur) + h(ug).
L’application h est donc bien linéaire.

2. On a
ker(h) =

{(z,y) : =
= {(z,y) €R?*: afz,y) = (0,0)}
{(z,y) €ER? : 2 =y = 0} puisque « # 0
= {(0,0)}.
3. Par le théoréme du rang, on a rg(h) = dim(R?) — dim(ker(h)) = 2 — 0 = 2. L’image Im(h) de h
est donc un sous-espace vectoriel de dimension 2 de I’espace vectoriel R?, lui aussi de dimension 2.
On a donc Im(h) = R? (h est surjective).



Exercice 4. Soit 6 € [0,27]. On considére la rotation d’angle § dans R?, c’est-a-dire 'application :
Ry: R?* = R?, (z,y) — (zcos(f) — ysin(h), zsin(8) + y cos(h)).

1. Montrer que Ry est un endomorphisme de R?.

2. Montrer que Ry est un isomorphisme de R?.

Correction.

1. Ona, VA € R, Vuy = (21,51),us = (22,y2) € R?, Aug +us = (Az1 + 22, \y1 + 32) et donc
Ro(Aur +ug2) = ((Am1+ x2)cosd — (Ayr + y2) sin 6, (a1 + z2)sinf + (Ays + y2) cos )
= /\(1‘1 cosf — y1 sin 6, x1 sin 6 + y1 cos 9) + (:L'g cosf — yo sin 6, x9 sin 6 + yo cos 0)
= ARp(w1,y1) + Ro(x2,92) = ARg(u1) + Ro(us).
L’application Ry est donc bien un endomorphisme de R2.

2.0na
ker(Rg) = {(w,y) € R?: (xcosf — ysinf,xsind + ycosd) = (0,0)}
= {(z,y) €R?:wcosf —ysinf =0 et xsinf +ycosh =0}

= {(0,0)}.
Par le théoréme du rang, on a rg(f) = dim(R?) — dim(ker(Ry)) =2 — 0 = 2 : Im(Ry) est donc un

sous-espace vectoriel de dimension 2 de Uespace vectoriel R, lui aussi de dimension 2. On a donc

Im(Rp) = R? (Ry est surjective). C’est donc un isomorphisme de R2.

Exercice 5. On considére I'application linéaire f: R* — R2, (x1, z2, 23, 4) — (21 + 22, T3 + T4).

On note B = (e1, e2, €3, e4) la base canonique de R*.
1. Calculer I'image par f des vecteurs de la base canonique. En déduire le rang de f.

2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

Correction. On utilise le fait que Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es), f(eq)).

1. On a
f(el) = (170)
fle2) = (1,0)
f(€3) = (07 1)
f(€4 = (07 1)

)
Puisque Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es), f(eq)) = Vect((1,0),(0,1)) = R?, le rang de f vaut 2.

2. Par le théoréeme du rang dim(ker(f)) = dim(R*) — rg(f) = 4 — 2 = 2. Puisque f(e;) = f(e2), on a
fler—e2) = f(e1) — f(e2) = 0 et donc e; —eg € ker(f). De méme, e3 — ey € ker(f). Ainsi e; —es et
es — e4 sont deux éléments linéairement indépendant de ker(f) ; ce dernier étant un espace vectoriel
de dimension 2, on en déduit ker(f) = Vect(e; — ez, e3 — e4) = Vect((1,—1,0,0),(0,0,1, —1)).

Exercice 6. On considére application linéaire f: R? = R3, (z,y) — (z +y,2 —y,z + 7).
1. Déterminer le noyau de f, puis I'image de f.
2. f est-elle injective ?

3. f est-elle surjective ?

Correction.



(z,y) € R*: f((z,y)) = Ogs)}
(r,y) ER?: (x+y,x —y,x+y) = (0,0,0)}
(r,y) ER?:24+y=0, 2 —y=0}

ker(f) =

On sait que Im(f) = Vect (f(1,0), f(0,1)) = Vect ((1,1,1),(1,—1,1)). Les vecteurs (1,1, 1), (1,-1,1)
étant non colinéaires, ils forment donc une base de Im(f).
2. Comme ker(f) ={(0,0,0)}, on en déduit que f est injective.

3. Comme Im(f) est strictement inclus dans R3, f n’est pas surjective.

Exercice 7. Soit n € N, E un espace vectoriel sur R de dimension n et ¢: E — R une application

linéaire non nulle.
1. (a) Montrer qu'il existe u € E tel que p(u) = 1.
(b) En déduire que ¢ est surjective.

2. Quelle est la dimension de ker(p)?

Correction.

1. (a) Comme ¢ est non nulle, il existe v € E tel que p(v) # 0. En posant u = (p&w on en déduit,

par linéarité de ¢, que p(u) = ﬁ(p(v) =1.
(b) On utilise encore la linéarité de ¢ pour montrer que tout réel est dans 'image de . Soit A € R,
alors par la question précédente p(Au) = Ap(u) = A. Donc, ¢ est surjective. En particulier,
rg(p) = 1.
2. Par le théoréeme du rang, dim (ker(f)) = dim F — rg(¢) =n — 1.

Exercice 8. On note B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3.
On considére I'application linéaire f: R? — R3, (x,vy,2) — (62 — 4y — 42,52 — 3y — 42,2 — y).
1. Déterminer un vecteur a € R3, non nul, tel que ker(f) = Vect(a).
2. On pose b=-e1 +eg et c =€y — e3.
(a) Calculer f(b) et f(c).
(b) En déduire que (b, c) est une base de Im(f).
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f).

4. A-t-on ker(f) @ Im(f) =R3?

Correction.
1. On a

ker(f) = {(z,9,2) ER3:62 —dy—4z=0et bz —3y—4z=0et v —y =0}
= {(z,y,2) ER3 1z =y =2z}
= Vect((2,2,1)).

On a donc dim(ker(f)) = 1.

2. D’apres le théoréme du rang, on a rg(f) = 3—1 = 2. Notons que b = (1,1,0) et f(b) = (2,2,0) = 2b.
Notons également que ¢ = (0,1, —1) et f(c) = (0,1,—1) = c. Les égalités b = f(2) et ¢ = f(c)
montrent que b,c € Im(f). Puisque b et ¢ sont linéairement indépendants et que Im(f) est de

dimension 2, on en déduit que la famille (b, c) est une base de Im(f).



3. Puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de R3, qui est quant & lui un espace
vectoriel de dimension 3, il nous faut une équation pour décrire Im(f). Pour trouver cette équation,

on écrit

Im(f) = Vect(b,c)
= {(z,y,2) € R?: 3o, B € R tels que (x,y,2) = a(1,1,0) + £(0,1,-1)}
= {(Oé,O(—I—B,—,B)IO&,ﬁGR}

et donc Im(f) = {(x,y,2) : x — z = y} (en effet, I'égalité « — (—5) = a + § montre que Im(f) C

{(z,y,2) :  — 2z = y}, et inclusion réciproque se déduit rapidement).

4. Onalm(f) = Vect((1,1,0), (0,1, —1)) et ker(f) = Vect((2,2,1)). La famille ((1,1,0), (0,1, -1),(2,2,1))
est libre et donc elle forme une base pour R3. Donc ker(f) @ Im(f) = R3.

Exercice 9. On note B = (e, e2, e3) la base canonique de R3. On considére f I’endomorphisme de R?
défini par f(e;) = e, f(e2) =e3 et f(e3) = e3.

1. Montrer que f est bijective.

2. Montrer que f3 = Idgs (f3 = fo fo f).

3. Démontrer que F = {u € R? : f(u) = u} est un sous-espace vectoriel de R? et déterminer sa

dimension.

Correction.

1. L’application f est surjective puisque Im(f) = Vect (f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect (e1,e2,e3) = R?
par définition de B = (e1, e, e3). Comme f est un endomorphisme surjectif, ¢’est une bijection de
R? dans R3.

2. On sait qu’une application linéaire est totalement encodée par les images d’une base de 1’espace de

départ. 11 suffit donc de montrer que I'égalité f3(x) = Idgs(z) est vraie pour les éléments de B :

f3(er) = f2(e2) = f(es) = e1 = Idga(en)
f3(e2) = f*(e3) = f(e1) = Idgs(e2)
f3(es) = f?(e1) = f(e2) = Idgs(es)

On a donc bien I'égalité f3 = Idps.

3. Comme f(Ogs) = Ogs, d’ott Ogs € F. De plus, si u,v € F et A € R, alors

fu+v) =Af(u) + f(v) par linéarité de f

= Au+ v car u,v € F

Donc, Au+v € F et on conclut que F est un sous-espace vectoriel de R3.
Soit u = xe; +yes +zes = (x,y, 2) € F, alors f(z,y,2) = (x,y, z) qui équivaut & x = y = z. Donc,
F={u=(v,y,2) ER}: 2=y =2} = Vect ((1,1,1)) et dim F = 1.



Exercice 10. On note B = (1, X, X?) la base canonique de Ro[X].

On considére l'application u: Ry[X] — Ro[X], P— P+ (1 — X)P'.
1. Montrer que u est bien définie puis que c’est une application linéaire.
2. Déterminer ker(u).
3. Quel est le rang de u?

4. Donner une base de Im(u).

Correction.
1. Si P € Ry[X], alors deg(P’) < 1 et deg((1 — X)P’) < 2. On en déduit que deg(u(P)) < 2. D’ou
Im(u) C Ro[X] et u est bien définie.
Soient A € Ret P,Q € Ry[X]. On a

uAP+Q) = AP+Q+(1—-X)A\P+Q)
= AP+Q+(1-X)\P' +Q)
= MP+(1-X)P)+Q+(1-X)Q
= Au(P) +u(Q).

L’application u est donc bien linéaire.
2. Soit P =aX?+bX + c € ker(u), alors
u(P) =0gy[x) & P+ (1-X)P' =0g,x]
& (aX?+bX +¢)+ (1 - X)(2aX 4 b) = Og,[x]

& aX2+bX+c+2aX+b—2aX2—bX:ORQ[X]
& —aX2+2aX+b+c:0R2[X].

Un polynome étant nul si et seulement si ses coefficients sont nuls, la derniére équation équivaut a

—a =0
2a
b+c¢c =0

qui équivaut a

Donc, ker(u) = {bX —b:b e R} = Vect((X —1)).

3. Par la question précédente, on a dim(ker(u)) = 1. On déduit du théoréme du rang que rg(u) =
dim(Ro[X]) — dim(ker(u)) =3 -1 =2.

4. On a Im(u) = Vect(u(1),u(X),u(X?)) = Vect(1,1,2X — X?) = Vect(1,2X — X?). Puisque les
polynomes 1 et 2X — X? sont linéairement indépendants, la famille (1,2X — X?2) est une base de
Im(u).

Exercice 11. Soit n € N, E un espace vectoriel de dimension n et u: £ — E un endomorphisme.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Im(u) = ker(u);

(ii) Pour tout z € E, u?(x) =0 et n = 2rg(u).
Remarque : u? = w o u.

Correction.



(i) = (ii) : Supposons que Im(u) = ker(u). Dans ce cas, pour tout = € E, u?(x) = u(u(x)) = u(0g) car
u(x) € Im(u) = ker(u). On conclut donc que u?(z) = 0 pour tout x € E.

La deuxiéme affirmation découle du théoréme du rang, n = dim E = dim ker(u) + rg(u) = 2rg(u)
puisque Im(u) = ker(u).

(#1) = (i) : On va d’abord montrer que Im(u) C ker(u). Soit y € Im(u), alors dx € E tel que y = u(x).
Puisqu’on suppose que u?(z) = 0, on a u(u(x)) = 0 et donc y = u(z) € ker(u). Ce qui montre bien
I'inclusion Im(u) C ker(u).

De plus, par le théoréme du rang, on a dim(ker(u)) = dim(F) — rg(u) = 2rg(u) — rg(u) = rg(u).
On a montré que Im(u) C ker(u) et dim(Im(u)) = rg(u) = dim(ker(u)). On a donc Im(u) = ker(u).

Exercice 12. Soit n € N et E un espace vectoriel de dimension n. On appelle projecteur de F toute

application linéaire p: E — F telle que p? = p. Soit p un projecteur de E.
1. Montrer que ker(p) et Im(p) sont supplémentaires.
2. Montrer que Idg — p est un projecteur.
3. Montrer que ker(Idg — p) = Im(p).

4. On considére f: R? — R? (z,y) — (%,ZJ)-

(a) Montrer que f est un projecteur.

(b) Déterminer 'image de f.

(c) Déterminer 'image de Idg2 — f.

Correction.

1. Soit y € ker(p) NIm(p). Il existe alors € E tel que y = p(z) et p(y) = 0g. Comme p?> = p,

on en déduit que y = p(z) = p?(zr) = p(y) = Og. Alors ker(p) N Im(p) C {0g}. Finalement,
ker(p) N Im(p) = {Og}, l'autre inclusion étant directe. Ce qui montre que ker(p) et Im(p) sont en
somme directe.
Il reste & montrer que E = ker(p) + Im(p). Comme ker(p) + Im(p) C E par construction, il suffit
de montrer que E C ker(p) + Im(p). Soit € E et décomposons le comme somme d’un élément
de ker(p) et un élément de Im(p) en écrivant x = p(x) + z — p(z). On a bien p(x) € Im(p) et
x — p(x) € ker(p) car p(x — p(z)) = p(x) — p*(z) = p(z) — p(z) = Og en utilisant p?> = p. Donc,
E = ker(p) + Im(p).

Finalement, ker(p) et Im(p) sont bien supplémentaires dans E.

2. En utilisant p?> = p, on a

(Idp —p)? = (Idg —p)o (Idg —p)
Idgoldg —poldg —Idgop+pop

Ildg —2p +p°

= Idg—»p car p? = p.

Notons par ailleurs que Idg — p est une application linéaire comme somme d’applications linéaires.

Donc, Idg — p est un projecteur.
3. On procéde par double inclusions.

(©) ker(Idg — p) € Im(p). Soit « € ker(Idg — p), alors x — p(z) = (Idg — p)(z) = 0 donc = = p(x) et
x € Im(p).



(2) Im(p) C ker(Idg — p). Soit y € Im(p). 1l existe x € E tel que y = p(x). En appliquant p a cette
équation, on obtient p(y) = p(p(z)). Puisque p? = p, on a p(y) = p(x). Ainsi on a (Idg — p)(y) =
y —p(y) = p(x) — p(x) = 0 et donc y € ker(Idg — p).
4. (i) Ona f2(z,y) = f(%,y) = (4,y) = f(z,y) et donc f? = f. Ainsi, f est une projection.

(ii) Par la question 3 on a Im(f) = ker(Idgz — f). De plus, ker(Idg: — f) = {(z,y) € R? :
(z—%,0)=(0,0)} = {(z,y) € R* : 2 = 4}. Alors, f est une projection sur la droite y = 2z.

(iii) Notons que (Idgz — f)(z,y) = (x — ¥,0) = Vect((1,0)). Ainsi, Idgz — f est une projection sur
la droite définie par y = 0.

Conclusion : ker(Idg — f) = Im(f).

Exercice 13. Soit E un espace vectoriel, u et v deux endomorphismes de E tels que uov = v o u.

Montrer que ker(u) et Im(u) sont stables par v, c’est-a-dire que v(ker(u)) C ker(u) et v(Im(u)) C Im(u).

Correction.

Premiére inclusion : soit y € v(ker(u)), il existe alors z € ker(u) tel que y = v(x). Dans ce cas, en
utilisant w o v = vow, on a u(y) = u(v(z)) = v(u(z)) = v(0g) = 0g car u(z) = O0g. D'ou la
premiére inclusion v(ker(u)) C ker(u).

Deuxiéme inclusion : soit y € Im(u), il existe alors x € E tel que y = u(z). Dans ce cas, v(y) =

v(u(z)) = u(v(x)) € Im(u) car uwov = v ou. Ce qui montre bien v(Im(u)) C Im(u).

Exercice 14. Soit E un espace vectoriel sur R, u: £ — E un endomorphisme et A € R.
On note Ey = ker(u — Aldg).
1. Justifier que E) est un sous-espace vectoriel de F.
2. Pour tout x € E), calculer u(x) en fonction de A et x.
3. Soit F' C E un sous-espace vectoriel de E. Montrer que u(F’) est un sous-espace vectoriel de E.
4

. Supposons que A # 0, montrer que u(E)) = E).

Correction.

1. Le noyau d’une application linaire f : £ — F est un sous-espace vectoriel de F. Donc, E) est bien
un sous-espace vectoriel de F puisque u — Aldg est linéaire.

2. Pour tout x € Ey, u(z) — Ax = Op, soit donc u(z) = Ax.

3. On note d’abord que par définition de u, on a u(F) C E et que Op € u(F) car O = u(0g).
Soient A € R,y1,y2 € u(F). Il existe x1,29 € F tels que u(z1) = y1 et u(za) = yo. Notons
que A\xp + x2 € F car F est un sous-espace vectoriel. Puisque u est une application linéaire, on
Ayt + y2 = Mu(xr) + u(xe) = u(Axy + x2) et donc Ay; + y2 € u(F).

4. Soit A # 0. On va montrer que u(F)) = E) par double inclusion.

(C) Soit y € u(E)y). Il existe donc z € E) tel que u(z) = y. Or, d’aprés la question 1, u(x) = Az,
d’olt y = Ax. Puisque FE) est un sous-espace vectoriel et puisque x € E), on a y = Ax € F).
D’ou u(E)) C Ej.

(D) Soit x € Ey. D’apreés la question 1, on a u(x) = Az. Puisque u est une application linéaire
(et A\ #0), on a u(%x) = x. De plus, puisque F) est un sous-espace vectoriel et x € F), on a
1z € E) et donc z = u(3z) € u(Ey). D'ott By C u(E)).



Exercice 15.
On note E = C(R,R) Pespace vectoriel des fonctions continues de R dans R et F' = C}(R,R) celui des

fonctions de classe C1.

On considére 'application ¢: E — F définie par, pour tout f € F, pour tout = € R,

Ll

o(f) () = / " fo)at.

Montrer que ¢ est bien définie puis que c’est une application linéaire.
Déterminer le noyau de ¢.
Montrer que Im(¢) = {g € F : g(0) = 0}.

On considére I'application linéaire ¢: F — E, f — f/.
Calculer 1) o ¢ et ¢ o 1.

Correction.

1.

Tout élément f de F est en particulier continue donc Riemann-intégrable sur tout segment de R.
Donc, ¢ est bien définie.

Soient f,g: R — R continues et A € R. Pour tout x € R, on a
o0 +9)a) = [ OFra0dt= [T (Or@+a®)a=x [ rwdes [ goa=ro()+olo)
0 0 0 0

L’application ¢ est donc bien linéaire.

. Si une fonction continue f : R — R est dans le noyau de ¢ alors, pour tout z € R, on a ¢(f)(z) = 0.

La fonction ¢(f) est donc dérivable de dérivée nulle. Puisque ¢(f) est une primitive de f, on en

déduit que f = 0 et que ker(¢) est le singleton constitué de la fonction nulle.

. Notons que, pour toute fonction continue f: R — R, ¢(f)(0) = fOO f(t)dt =0 : ¢(f) est donc une

fonction continument dérivable R — R nulle en 0. Réciproquement, si g : R — R est une fonction
continument dérivable s’annulant en 0 alors elle est dans 'image de ¢ puisque g = ¢(¢') (théoréme
fondamental de l'analyse). L'image de ¢ est donc l’ensemble des fonctions continument dérivables

R — R s’annulant en 0.

. Soit f € F, alors

(¢0¢)(f):¢<w'—>/xf(t)dt>
0

y
Donc, 9o ¢ =Idp. Et

(¢o¢)(f)=xH/xf’(t)dt
0
—z s f(z) — £(0)



