Algebre appliquée - printemps 2013

CORRIGE DU PREMIER CONTROLE DU 18 MARS

EXERCICE 1

1. On remarque que f; = g1 + gz et f, = g1 — g, et donc f; € (g1, g2) et 2 € (g1, g2).
Ainsi, I C J.

Pour 'autre inclusion, notons que g; = (f; + f;)/2 et g, = (f; — f2)/2. Il suit que
gy € (f1,f2) et g, € (f1,f2), etdonc ] C L.

2. Soit (x,y,z) € Q3. Ona:

(x,y,z) € W; UW, si et seulement si

(x—z3+zz+1 =0ety—2z+1 :O) ou (x—z3+zz+1 =0ety+z+1 :O) ssi
x—22+z22+1=0et (y—z+1 =0ouy+z+1 :O> ssi
x—2Z2+2Z2+1=0et(y—z+1)(y+z+1)=0ssi
x—2Z24+22+1=0ety>?—22+2z—1=0.

Ainsi, W; UW, = V(g3, g2). Comme (fy, f;) = (g1, g2) ; on conclut que :
W = V(f],fz) = V(gh 92) = W] U Wz.

3. Soit (u,v) € C2 Alors (u,v) € V(x* + y?) si et seulement si u> = —? si et
seulement si u = iv ou u = —iv.

L'ensemble algébrique affine V(x? + y?) de C? est donc l'union des deux droites du
plan complexe passant par l'origine et de vecteurs directeurs respectifs (i, 1) et (—i, 1).

EXERCICE 2

1. a. Soient x* et x? deux mondmes dans M (x, ..., x,,). Alors :
— ou bien ZE:] o < Z;Z] Bi et donc x* <grex XP,
—oubien Y ;o > Y I By et done xP <grex X%,
—oubien Y ', & = Y [, i et comme <e est un ordre monomial et en parti-
culier total, on a soit xX* <ex XP et donc x* <gnex XP; soit xP <o x* et donc
xP '\<grlex x.
L'ordre <gex est par conséquent un ordre total.
b. Soient x%, xP et x¥ trois mondmes tels que x* < grlex xP. Vérifions alors que x*x¥ < grlex
xPxY
lercas: ) I jou < i Ri.Alors Y (ot +vi) < Y i ;(Bi+vi)etdonc
x¥xY 4grlex XBXY/
2emecas: Y i o = > i Biet x* <hex xP. Alors YU (o +vi) = > (B + Vi) et
comme =< est un ordre monomial, x*xY =<jx XPXxY. On a donc également
x*xY %grlex XBXY-
c. Soit x* un mondme. Ou bien x* = 1 et comme <gy1ex €st un ordre et en particulier
une relation réflexive, 1 <giex 1 = x*. Ou bien, Z?:] o > 0etdonc 1 <gex x*.

L’ordre < grlex véritie donc les propriétés d"un ordre monomial.

2. Ona

7.2 2 2.3.4 2.4 3
yz '\<lex Xyz '\<lexxy Z <lexxy <lexX Z et

2 3 2.4 7,2 2.3 4
Xyz <grlex X'z '\<gr1ex Xy '\<grlex Yy z '\<gr1ex Xyz.



EXERCICE 3

1. Notons que pour l'ordre lexicographique, 1t (f;) = x*y et 1t (f;) = x*. En particu-

lier xzy I Y et x2 EEN —xy . L'algorithme de division donne

xy? +y

/

f=x*y2+y 1y +y

S
S

xy' +y
Le polyndme f se réduit modulo F sous les trois formes normales xy* +y, —y* +y
etxy* +y.
2. Pour l'ordre lexicographique inverse, 1t (f;) = yx* et It (f2) = yx. Avec cet ordre

f1 f2
ona yx* —=Y, Yx —— x? et

T

f=y>x*+y —yx? —l—y4>y+x

T T

—Yx +yT>y+x5

Le polyndme f se réduit alors modulo F sous les trois formes normales 0, y+x> et y+x°.

3. Avec I'ordre lexicographique inverse on a la réduction f ——(, donc f € 1.
En prenant le premier chemin de réduction, on obtient

f = (yx —1)f; +yf,.

On a également
f =yx*f, — (x* + 1)f.



