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Dans ce cours, K désigne un corps un commutatif. On se placera en général sur le
corps des réels R ou celui des nombres complexes C.

§1 Les matrices

1<ign
I<jsm

ou, pour tous entiers i et j, a; est un scalaire dans KK, est appelée une matrice de type

I.1.1. Notations.— Soient m et n deux entiers naturels non nuls. Une famille (a;)

(m,n) & coefficients dans K. S’il n’y a pas de confusion, une telle matrice sera notée [a']
et représentée par un tableau de scalaires a n colonnes et m lignes :

1 2 n
a% a% ... al
n

a 4 - a4
1 2 n
am am am

On note .#,, ,(K) I’ensemble des matrices carrées de type (m,n) a coefficients dans
K. Si A € 4, »,(K), on notera A’j, le coefficient de A de la j-ieme ligne de la i-ieme
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colonne :

Une matrice de type (n,n) est dite carrée. On note .#,(K) I’ensemble des matrices
carrées de type (n,n). Une matrice de type (m, 1) est dite colonne et une matrice de type
(1,n) est dite ligne.

La matrice unité de .#,(K) est notée 1,. On note E la matrice de .#,(R) dont tous
les coefficients sont égaux 1 et e le vecteur de R" dont tous les coefficients sont égaux a
1. On note A" la matrice transposée de A. Si X est un vecteur colonne, on notera x ' le
vecteur ligne correspondant.

I.1.2. Module d’un vecteur et d’une matrice.— Le module d’un vecteur x = (x;) de
C" est le vecteur |x| = (|x;|), dont les composantes sont les modules des composantes de

x. Le module d’une matrice A de .#,, ,(C) est la matrice |A| = (\AIJ|)

I.1.3. Espace vectoriel des matrices.— Soient m et n deux entiers naturels non nuls.
On définit sur ’ensemble .7, ,(K) les opération

i) d’addition, pour toutes matrices A = [az.] etB = [b’j] de Ay (K),
A+B = [d;+D].
ii) la multiplication par un scalaire, pour toute matrice A = [alj | de A, »(K) et tout
scalaire o de K, .
aA = [aa)].

Muni de ’addition et de la multiplication par un scalaire 1’ensemble .#, ,(K) des
matrices de type (m,n) forme un K-espace vectoriel de dimension mn.

I.1.4. Transposition.— La matrice transposée d’une matrice A de .#,, ,(K) est la ma-
trice de .4, »(K), notée AT définie par

TN ]
(A )lj:A{v

pour tous i € [1,n] et j € [1,m].

I.1.5. Produit de matrices.— On définit le produit (ou multiplication) d’une matrice A
de type (m,n) par une matrice B de type (n, p), comme la matrice

1

. . n .
AB=[c]], avec c/ =Y dib].
k=1

Le produit de matrices vérifie les propriétés suivantes :
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i) (associativité) pour toute matrices compatibles, A, B et C,
A(BC) = (AB)C.
ii) (matrices unitées) pour toute matrice A de ., ,(K),
1,A=A=A1,.
iii) (distributivité), pour toutes matrices compatibles A, B, C et D, on a

A(B+C)=AB+AC, (B+C)D=BD+CD.

L’ensemble .#,(K) des matrices carrées de type (n,n), muni de 1’addition et de la
multiplication, forme un anneau non commutatif.

Exercice 1. — Montrer que ’anneau .#,(K) n’est pas commutatif en général.

Exercice 2. — Soient

1 0
B=1|0 0

501
et A des matrices de .#3(R). Décrire les lignes de 1a matrice BA en terme des lignes de
A et les colonnes de la matrice AB en terme des colonnes de A.

Exercice 3. — Soit e; le vecteur colonne de .#, 1 (K) contenant 1 a la i-ieme ligne et
0 sur les autres lignes. Etant donnée une matrice A de .#,(K), décrire les produits
suivants :

Ae;, e/ A, e/ Ae;.
Exercice 4.— Soient A et B deux matrices de .#, ,(K). Montrer que si Ax = Bx, pour
tout vecteur colonne X, alors A = B.

A= l 1(/)2 16/12]

Exercice 5.— Soit

une matrice a coefficients réels.

1. Calculer A2, A3 et A%,
2. Donner I’expression de Ak, pour tout entier naturel k.

I.1.6. Matrices inversibles.— Une matrice carrée A de .#,(K) est dite inversible, s’il
existe une matrice B de .#,(K) telle que

AB=1, et BA=1,.

La matrice B est alors appelée la matrice inverse de A, on note alors B =A~!. On déduit
immédiatement de cette définition que I’inverse d’une matrice est unique. L’ opération
d’inversion vérifie les propriétés suivantes :
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s A—1y—1 _
i (A7) =A,
il si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et
(AB)"' =B~ 1AL
iii si A est inversible, alors sa transposée est inversible et
(AT)—I _ (A_I)T.
Exercice 6. — Montrer ces trois propriétés.

I.1.7. Matrices nilpotentes.— Une matrice N de .#,(K) est dite nilpotente, s’il existe
un entier naturel g tel que N¢ = 0. Le plus petit entier non nul 7 tel que N =0 et N"~1 £ 0
est appelé I’indice de nilpotence de N.

I.1.8. Matrices semblables.— Deux matrices A et B de .#,(K) sont dites semblables,
s’il existe une matrice inversible P de .7, (K) telle que

B =P !AP.

Larelation « étre semblable a », dite relation de similitude, est une relation d’équivalence
sur ’ensemble .7, (K).

Exercice 7.— Montrer cette propriété.

I.1.9. Matrices équivalentes.— Deux matrices A et B de .#,(K) sont dites équiva-
lentes, s’il existe deux matrice inversibles P et Q de .#,(K) telles que

B =PAQ.

La relation d’équivalence est une relation d’équivalence sur .#,(K). Deux matrices sem-
blables sont équivalentes.

I.1.10. Trace d’une matrice.— La trace d’une matrice carrée A = [ai-] de #,(K) est
la somme des coefficients de sa diagonale :

n
trace (A) = Z a;.
i=1

Exercice 8. — Etant donné deux matrices A et B de .#,(K), déterminer toutes les ma-
trices X de .#,(K) telles que
X+tr(X)A =B.

Exercice 9.— Montrer qu’il n’existe pas de matrices A et B de .#,(K) telles que
AB—-BA =1,.

Exercice 10. — Soient A et B deux matrices carrées.
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1. Montrer la relation trace AB = trace BA.
2. En déduire que deux matrices semblables ont la méme trace.

I.1.11. Image d’une matrice.— Si A est une matrice de .2, ,(K), on définit I’image
de A comme le sous-espace vectoriel de K™ engendré par les vecteurs Ax, ou x € K".
Soit

Im A = {Ax | x € K"}.

Exercice 11.— Montrer que I’image d’une matrice A de .#, ,(K) est le sous-espace
vectoriel de K™ engendré par les vecteurs colonnes de A.

Exercice 12. — Soit A une matrice de .#,(K) telle que Im (A) soit égal a K”". Justifier
que la matrice A est inversible.

Exercice 13.— Soit A une matrice de .#, ,,(K). Soit & un sous-ensemble de vecteurs
colonnes de .7, 1 (K), identifi¢ a K”. L’image de & par A est I’ensemble, noté A(&),
formé de tous les produits de A par un vecteur de &, i.e.,

A(&) = {Ax |x € &).

1. Montrer que si & est un sous-espace vectoriel de K™, alors A(&’) est un sous-espace
vectoriel de K".
2. Montrer que si & = Vect(X1,...,X,), alors A(&) = Vect(Ax,...,Ax,).

Exercice 14.— Soient A et B deux matrices compatibles. Montrer que Im (AB) est un
sous-espace vectoriel de Im (A).

Exercice 15.— Soit A € ), ,,(K) et B € .#, ,(K) deux matrices. Montrer que
Im ([A B]) =Im (A) +Im (B),

ol [A B] désigne la matrice constituée des blocs A et B.

I.1.12. Noyau d’une matrice.— Si A est une matrice de .#,, ,(K), on définit le noyau
de A comme le sous-espace vectoriel suivant de K”

Ker A = {x e K" | Ax =0}.
Le noyau Ker A est formé des solutions de 1’équation Ax = 0.
Exercice 16. — Soit A une matrice inversible de ., (K). Décrire les sous-espaces

Ker (A), Ker (A'"), Im (A), Im(A").

Exercice 17.— Soient A et B deux matrices compatibles. Montrer que Ker (B) est un
sous-espace vectoriel de Ker (AB).
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I.1.13. Rang d’une matrice.— Soient E un K-espace vectoriel. On appelle rang d’une
famille de vecteurs (x;); de E, la dimension du sous-K-espace vectoriel de E engendré
par (x;);. En d’autres termes, le rang de la famille (x;); est le nombre maximal de vecteurs
linéairement indépendants que 1’on peut extraire de (X;);. Le rang d’une matrice A de
Mmn(K) est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans K™. On le note rangA.

Autrement dit,
rangA = dim(Im A).

I.1 Proposition.— Soit A une matrice de .#, ,(K). Le rang de A vérifie les pro-
priétés suivantes :

i) rangA <inf{m,n},

ii) rangA =rang (A ") (en particulier le rang de A est aussi le rang des vecteurs
lignes),

iii) Ker A = {0} si, et seulement si, rangA = n,
iv) Ker (A7) = {0} si, et seulement si, rang A = m,

v) si m = n, alors A est inversible si, et seulement si, rang A = n.

Soit A € ), 4(K) et Q € #,(K), P € .#,(K) deux matrices inversibles, on a
rang A = rang (QAP).

En particulier si rang A = r, il existe deux matrices inversibles P et Q telles que

o[y e

1.2 Proposition.— Soit A une matrice de .#), ,(K) de rang r. Alors, la matrice A
est équivalente a la matrice
|10
4]

En particulier, deux matrices de .7, p,q(K) sont équivalentes si, et seulement si, elles
ont méme rang.

Exercice 18. — Soient A et B deux matrices de .2, ,,(K).
1. Montrer que Im (A + B) est un sous-espace de Im (A) +Im (B).
2. En déduire que rang (A +B) < rang (A) + rang (B).

Exercice 19. — Soit A € %), ,(K) et B € .#, ,(K) deux matrices. Montrer que

rang ([A B]) <rang(A)+rang(B) —dim(Im (A)NIm (B)).
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§ 2 Spectre d’une matrice

I1.2.1. Valeurs propres et vecteurs propres.— Soit A une matrice de .#,(K). Un sca-
laire A dans K est appelé valeur propre de A, si I’'une des conditions équivalentes sui-
vantes est vérifiée :

i) Ker (A—A1,) # {0},
ii) det(A —A1,) =0,

iii) il existe un vecteur non nul x de K", solution de 1’équation

Ax = Ax.

Un vecteur x vérifiant 1’assertion iv) est appelé vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. L’ensemble des valeurs propres de A dans K est appelé le spectre sur K de la
matrice A et sera noté dans la suite Spy (A).

On notera Sp(A) I’ensemble des valeurs propres complexes d’une matrice A € .#,(R),
appelé spectre de A.

I.2.2. Rayon spectral.— Soit A une matrice de .#,(R) ou de .#,(C). Une valeur
propre A de A est dite dominante si, pour tout A’ € Sp(A) —{A},ona |A| > |A/].
Le rayon spectral de A, noté p(A), est le plus grand des modules des valeurs propres
de A :
p(A) = max{|A|| A € Sp(A)}.

1.2.3. Sous-espaces propres.— Soit A une matrice de .#,(K) et soit A une valeur
propre de A. L’ensemble des vecteurs propres associés a A

E, ={xeK"| Ax = Ax}

est un sous-espace vectoriel de K", stable par A, appelé le sous-espace propre de la
matrice A associé a la valeur propre A.

Exercice 20.— Soient Ay,...,4, des valeurs propres d’une matrice A de .#,(K), dis-
tinctes deux a deux. Montrer que les sous-espaces propres £, , ... , £ sonten somme
directe.

1.2.4. Polynome caractéristique.— Le polyndome caractéristique d’une matrice A de
My (K) est le polyndome de K[X] défini par

PA = det(A—Xln).

Exercice 21. — Montrer que deux matrices semblables ont le méme polyndme caracté-
ristique.

Exercice 22. — Montrer qu’un scalaire A est valeur propre d’une matrice A si, et seule-
ment si, A est racine de son polyndme caractéristique pa.
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Une valeur propre de A est dite simple lorsqu’elle est racine simple du polyndme
caractéristique de A. En particulier, si A est une valeur propre simple, la dimension du
C-espace vectoriel Ker (A —A1,) est 1.

I.2.5. Exemple.— Le polynome caractéristique d’une matrice de .#,(K) peut ne pas
avoir de racines dans le corps K. Par exemple, le polyndome caractéristique de la matrice

A= 10

est pao = X2+ 1, qui n’a pas de racines réelles, par suite Spg(A)

= (. Cependant, on a
Spc(A) = {—i,i} et les sous-espaces propres de A dans C? sont

EiZVect(l”) et E_,-:Vect(l_lil).

Exercice 23. — Déterminer les valeurs propres et espaces propres des matrices sui-
vantes de .Z3(R) :

000 01 01 1]
a) |0 00 b) 00 o |00
000 00 00
01 1 1 1] 11
d |01 1 e) 0 1 H |01
000 01| 0 0
111 111
|11 1], h|111
011 111

Exercice 24. — Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres des matrices sui-
vantes

3 =25
0 1 4
0 -1 5

3

0

0

|
[a—
N
[a—

Exercice 25.— Soit T = 0 g ] une matrice définie par blocs, ol les matrices A et

B sont carrées. Montrer que
Spec(T) = Spec(A) USpec(B).

Exercice 26. — Construire des exemples de matrices A et B de .#,(K) telles que
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1. A valeur propre de A et B valeur propre de B n’implique pas A + 3 valeur propre de
A+B.

2. A valeur propre de A et 3 valeur propre de B n’implique pas A3 valeur propre de
AB.

Exercice 27.— Montrer que la trace d’une matrice nilpotente de .#,(K) est nulle.

Exercice 28. — Soient xj,...,X; des vecteurs propres d’une matrice A de .#,(K), as-
sociées a une méme valeur propre A. Montrer que toute combinaison linéaire non nulle
des vecteurs X1, ..., X, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Exercice 29. — Soit A une matrice de .#,(K) de spectre spec(A) = {A1,...,A,}. On
considere une valeur propre A; de A et un vecteur propre X associé.

1. Soit A un scalaire qui n’est pas valeur propre de A. Montrer que

1

J— -1 —
(A=AL) 'x =3

X.

2. Soit y un vecteur de K”, montrer que les valeurs propres de A +xy' coincident avec
celles de A sauf pour la valeur propre A, qui est remplacée par A, +y ' x.

3. Soit i un scalaire. Comment construire un vecteur y afin que les valeurs propres de
A +xy' et A coincident sauf pour la valeur propre A; qui est remplacée par L.

Exercice 30. — Soient A € .#,, ,(K) et B € ), ,,(K) deux matrices.

1. Montrer que pour tout scalaire A,
A™Mdet (A1, —BA) = A"det(A1,, — AB).

2. Montrer que si m = n, alors les matrices AB et BA ont le méme polyndme caractéris-
tique.

3. On suppose que m # n. Montrer que les polyndmes caractéristiques de AB et BA ne
peuvent pas étre égaux. Que peut-on dire des spectres de AB et BA ?

Exercice 31.— Soient A € .#,(K) et B € .#,(K) deux matrices. Montrer que si AB =
BA, alors A et B ont un vecteur propre commun.

I.2.6. Matrices trigonalisables.— Une matrice A de .#,(K) est dite trigonalisable
dans .#,(K), si A est semblable a une matrice triangulaire supérieure de .#,(K). C’est-
a-dire, s’il existe une matrice inversible P de .#,(K) et une matrice triangulaire supé-
rieure T a coefficients dans K telles que

A=PTP . (L1)

1.3 Théoréeme (Théoreme de trigonalisation). — Une matrice A de .#,(K) est
trigonalisable dans ., (K) si, et seulement si, son polyndme caractéristique pa est
scindé sur K.
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D’apres le théoréme de D’ Alembert-Gauss, tout polyndme non nul de C[X] est scindé
sur C. Par suite, toute matrice A de .#,(C) est trigonalisable dans .#,(C).

Notons que toute matrice A de .#,(R) peut toujours se trigonaliser dans .#,(C).
En effet, si le polyndme caratéristique de A est scindé sur R, A est trigonalisable dans
AMy(R). Sinon, le polyndme pa est toujours scindé dans .7, (C). Il existe alors une
matrice inversible P et une matrice triangulaire T de .#,(C) telles que A = PTP~!.

1.2.7. Somme et produit des valeurs propres.— Le théoreme de trigonalisation nous
permet de relier des invariants d’une matrice, tels que sa trace et son déterminant, a ses
valeurs propres. Si une matrice A est trigonalisable, semblable a une matrice triangulaire
supérieure T, alors les valeurs propres de A étant les racines du polyndme p,, sont aussi
les coefficients de la diagonale de la matrice T.

Etant donnée une matrice A de .#,(C), alors son polyndme caractéristique est scindé

sur C:
n

pa=(=1"TIX =)

i=1
La matrice A est semblable a une matrice triangulaire T, i.e., il existe une matrice inver-
sible P telle que

Ak e %
piap— | © A2
0 -~ 0 A,

Etant semblables, les matrices A et T ont méme trace et méme déterminant, on en
déduit que la trace (resp. le déterminant) de A est égale a la somme (resp. le produit) des
valeurs propres, comptées avec leur ordre de multiplicité. Précis€ément, on a

I.4 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(C) de polynome caractéristique

(X — 1),

1

pa=(—1)"

p
1=

ou h; désigne 1’ordre de multiplicité de la valeur propre A; dans le polyndme carac-
téristique. Alors,

p
i) trace(A) = Zh,-?t,-, ii) det(A) = H?L-h".
i=1 '
Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a

d P
iii) trace (A%) = Y Ak, iv) det (A¥) = I Ajk.h,-'
i=1 i=1
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I.2.8. Matrices diagonalisables.— Une matrice A de .#,(K) est dite diagonalisable
dans .#,(K), si elle est semblable a une matrice diagonale de .#, (K). C’est-a-dire, s’il
existe une matrice inversible P de .#,(K) et une matrice diagonale D a coefficients dans
K telles que

A=PDP | (1.2)

Les matrices A et D de la décomposition ([.2)) étant semblables, elles ont le méme
polyndme caractéristique. Il s’ensuit que la diagonale de la matrice D est formée des
valeurs propres de A.

Exercice 32. — Montrer qu’une matrice A de .#,(K) est diagonalisable si, et seulement
si, il existe une base de K" formée de vecteurs propres de A.

1.2.9. Multiplicité des valeurs propres.— Soient A une matrice de .#,(K) et A une
valeur propre de A. L’ordre de multiplicité de A en tant que racine du polyndme p4 est
appelé multiplicité algébrique de A, on la note multﬁg(l), ou multye(A) s’il n’y a pas
de confusion possible.

La dimension du sous-espace propre E; est appelé la multiplicité géométrique de A,
on la note multgeO (A), ou multge,(A) s’il n’y a pas de confusion possible. Autrement dit

mult? (1) = dim(Ker (A —11,,)).

geo

L.5 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(C). Pour toute valeur propre A de A,
ona
multgeo(A) < multye(4).

1.6 Théoreme (Caractérisation des matrices diagonalisables). — Soit A une ma-
trice de .#,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est diagonalisable dans .#,(K),

ii) le polyndme py est scindé sur K et, pour toute valeur propre A de A,
multgeo(A) = multye(A),
iii) il existe des valeurs propres i, ..., A, de A, telles que

Kn:EAI@@E)LP

Exercice 33. — Soit A une matrice définie par blocs :

B 0
loel
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ou B et C sont deux matrices carrées de .7, (K) et .#,,(K) respectivement.

=

Montrer que si B et C sont diagonalisables, alors A est diagonalisable.

Montrer que pa = pB-pPc-
Montrer que pour toute valeur propre A de A, on a

W N

multd (1) = mult®, (1) +multgeo(7t).

geo geo

4. Montrer que si B ou C n’est pas diagonalisable, alors il existe une valeur propre A de
A telle que
mult? (1) < multflg(l).

geo

5. En déduire, que si A est diagonalisable, alors B et C sont diagonalisables.

Exercice 34. — Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable :

0 1 0
01
0

O =

0

Exercice 35. — Les matrices élémentaires de .#,(K) sont-elles diagonalisables ?

Exercice 36. — Soit A € .Z,(R).

1. Montrer que si A est une valeur propre complexe de A, alors A est aussi valeur propre
de A, de méme ordre de multiplicité.

2. Montrer que si v est un vecteur propre associé a A, alors V est un vecteur propre
associé a A.

3. Diagonaliser en donnant une matrice de passage la matrice

0 -2 0
A=|1 0 -1
0 2 0
4. Calculer A¥, pour tout entier naturel k.
Exercice 37.— Soit
011
A=1|1 01
1 10

En diagonalisant A, trouver une solution dans .#3(C) 4 1’équation X = A.

Exercice 38. — On considere la matrice de .#,(C) suivante

=0 4]

1. Quelle est la somme des valeurs propres de A ?
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Quel est le produit des valeurs propres de A ?

Montrer que, si son déterminant n’est pas nul, A est diagonalisable.

Montrer que, si son déterminant est nul, A n’est diagonalisable que si elle est nulle.
Montrer que A est diagonalisable sauf si elle est de rang un.

En supposant que la matrice A est réelle ; a quelle condition est-elle diagonalisable
par un changement de base réel ?

AN il

1.2.10. Polynomes de matrices.— Soit A une matrice de .#,(K). Etant donné un po-
lyndome
P=a,X"+an 1 X" "+ +a1X +ao

de K[X], on définit la matrice
P(A) = ap A" + a1 A" 4 a A+ apl,.

Noter que si P est le polyndme constant égal a 1, alors P(A) = 1,,. On associe ainsi
a un polynéme P de K[X], un polynéme de matrices P(A). Cette correspondance est
compatible aux opérations d’addition et de multiplication sur les polyndmes, on a, pour
tous polyndmes P et Q de K[X],

i) (P+Q)(A)=P(A)+Q(A),
ii) (PQ)(A) = P(A)Q(A).
De la seconde propriété, on déduit que les polyndmes d’une matrice A commutent

entre eux, i.e., pour tous polyndmes P et Q de K[X], les matrices P(A) et Q(A) com-
mutent :

Exercice 39. — Soit A € .#,(K).

1. Montrer que
A% —tr(A)A +det(A)1, = 0.

2. On suppose que le déterminant de A est non nul. Calculer I’inverse de A.

Exercice 40. — Soient A € ./, (K) et A, u € K tels que

A2 =2A+ul,.

1. Montrer que si ¢ est non nul, la matrice A est inversible et que
A =u"N(A-21,).

2. Montrer que pour tout entier k, la matrice A¥ s’écrit comme une combinaison linéaire
des matrices A et 1,,.

I.2.11. Polynomes annulateurs.— Un polyndme non nul Q de K[X] est dit annulateur
d’une matrice A de .#,(K), si la matrice Q(A) est nulle ; on dit aussi que A est racine
du polynome Q.
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Exercice 41.— Montrer que toute matrice de possede un polyndme annulateur.

Exercice 42. — Soient A une matrice de .#,(K) et Q un polyndme annulateur de A.

1. Montrer que toute valeur propre de A est racine du polyndéme Q.
2. Montrer que la réciproque est fausse en général : toutes les racines d’un polynéme
annulateur de A ne sont pas toujours valeurs propres de A.

L.7 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(K) et soient P, P> deux polyndmes
de K[X] premiers entre eux. Alors,

Ker (PP,)(A) = Ker Pi(A) ® Ker P,(A).
Si de plus, le polyndome P; P, est annulateur de A, on a

K" =Ker P;(A) @ Ker P»(A).

1.2.12. Exemple.— Soit A une matrice de .#,(R) satisfaisant
(A—aly)(A—B1,)=0 (I.3)
ou «a et B sont deux réels distincts. D’apres la proposition précédente, on a
R* = Eq ®Eg,

ou Eq et Eg sont les deux sous-espaces propres associés a la matrice A. Les polyndmes
X — o et X — 3 sont premiers entre eux, il existe donc une identité de Bézout :

a__ﬁ(X—a)Jrﬁ(X—ﬁ):l. (1.4)

Notons 1 1
—— (A-B1 h=——
a_B( B 2)7 2 a_B

Alors, IT; représente la projection de R? sur E, et IT, représente la projection de R? sur
Epg, exprimée dans la base canonique de R?. En effet, de la relation (I.4)), on déduit que

IT, (A— 0612)

I +11, = 1,. (L5

Par ailleurs, de la relation on déduit que
LI, =TLII; =0 (1.6)
Des relation [[.4] et on déduit que IT; et IT, sont des matrices de projecteurs de R?,

1.€.,
I3 =11, II3=I.
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Comme
Im II; = Ker I et Im IT, = Ker I1;,

onalmlIl; =Ey etImIl, = Eg. Ainsi, IT; et I, sont les matrices des projecteurs de R?2
sur les sous-espaces Eq et Eg respectivement.

Exercice 43. — Considérons la matrice réelle

1 01 2
0134
A_()020
0002

1. Montrer que (A —214)(A —14) = 0.
2. Déterminer les sous-espaces propres ainsi que les matrices des projections de R* sur
ces sous-espaces propres, exprimées dans la base canonique de R*.

1.2.13. Le lemme des noyaux.— La formulation générale de cette décomposition, avec
un produit fini quelconque de polyndmes, est appelée le lemme des noyaux. La preuve
se déroule sur le méme principe qu’en présence de deux polyndmes.

1.8 Théoreme (Lemme des noyaux). — Soient A une matrice de .#,(K) et
Pi,...,P, des polyndmes de K[X] premiers entre eux deux a deux. Alors,

Ker ((Py...Py)(A)) =Ker Pi(A)® ... ®Ker P,(A).
Si de plus, le polyndme P P; ... P, est annulateur de A, on a

K"=Ker Pi(A)@ ... ©Ker P,(A).

I.2.14. Conséquence immédiate du lemme des noyaux.— Soit A une matrice de .#,(K)
dont le polyndme caractéristique est

pa =X A" (X =2,

avec A; # A;. Les polyndmes (X — A;)" sont premiers entre eux deux a deux, du lemme
des noyaux, nous déduisons la décomposition

K" = Ker (A—A411,)" @ ... ©Ker (A—2A,1,)".

Exercice 44. — Soit A une matrice de .#4(R) de trace nulle, admettant 1 et i comme
valeurs propres.

1. Déterminer toutes les autres valeures propres de A.
2. Montrer que
R* = Ker (A2 —1,) ®Ker (A’ +1,,).
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I.2.15. Une autre caractérisation des matrices diagonalisables.— La principale consé-
quence du lemme des noyaux, théoreme que nous énoncerons ici est une nouvelle
caractérisation de la diagonalisation des matrices.

1.9 Théoréeme.— Une matrice A de .#,(K) est diagonalisable dans .#,(K) si, et
seulement si, il existe un polynéme de K[X| annulateur de A scindé et ne possédant
que des racines simples.

Exercice 45. — Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que les matrices
réelles suivantes soient diagonalisables :

a b c 1 a b
A=|0 a d |, B=|01 ¢
0 0 a 0 0 d

1.2.16. Le polyndme minimal.— Soit A une matrice de .#,(K). On appelle polynéme
minimal de A et on note my, le polyndme unitaire annulateur de A de plus petit degré.

Exercice 46. — Montrer que le polyndme minimal d’une matrice A de .#,(K) est
unique et divise tout polyndme annulateur de A.

L’ensemble des polyndmes annulateur d’une matrice A de .#,(K) est ainsi déterminé
par son polyndme minimal m,. En effet, tout polyndme annulateur Q de A s’écrit :

0 = Q'ma,

ot Q' est un polynéme de K[X]. Autrement dit, I’ensemble des polyndmes annulateurs
de A s’écrit my - K[X]. Nous pouvons alors reformuler le théoréme [1.9|de caractérisation
algébrique des matrices diagonalisables de la facon suivante.

I.10 Théoreme. — Une matrice A de .#,(K) est diagonalisable dans .#,(K) si,
et seulement si, son polyndme minimal my est scindé sur K et possede toutes ses
racines simples.

Exercice 47.— Montrer qu’une matrice triangulaire n’ayant que des O sur la diagonale
est diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle.

1.2.17. Le théoréme de Cayley-Hamilton.— Le résultat suivant montre que le poly-
ndme caractéristique d’une matrice est annulateur d’une matrice. Ainsi, du polyndme
caractéristique on pourra déduire le polyndme minimal.
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I.11 Théoreme (Théoreme de Cayley-Hamilton). — Toute matrice est racine de
son polyndme caractéristique.

1.2.18. Calcul du polynéme minimal.— Une méthode permettant de déterminer le po-
lyndme minimal d’une matrice A de ., (KK), consiste a considérer un polyné6me annula-
teur de A et a chercher dans I’ensemble de ses diviseurs, le polyndme unitaire annulateur
de plus petit degré. D’ apres le théoreme de Cayley-Hamilton, théoreme un candidat
naturel pour le polyndome annulateur est le polyndme caractéristique. Nous allons voir
comment mettre en oeuvre cette méthode dans ce cas.

Exercice 48. — Soit A une matrice de .#,(K). Montrer qu’un scalaire A est valeur
propre de A si, et seulement si, il est racine du polyndme minimal m, .

I.12 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(K) dont le polyndéme py est scindé :
pa=(—1)"X =) (X —A,)",
avec A; # A;j pour tout i # j et hy +...+h, = n, alors
ma = (X — Ak (X — Q)%

avec 1 < k; < h;.

1.2.19. Exemples.— Soit

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1
Alors, pp = —(X —1)(X +2)2. Les deux valeurs possibles pour le polyndme minimal

de A sont donc soit (X —1)(X +2)2, soit (X — 1)(X +2). Or

-2 1 1 I 11
(A-13)(A+213)=| 1 -2 1 111 ]=
1 I -2 I 11 0 00O
Par suite mp = (X — 1)(X +2) est le polyndme minimal. On en déduit que la matrice A

est diagonalisable et que Sp(A) = {1,—2}, ou —2 est valeur propre double.
Soit

000
000

3 2 =2
B=| -10 1
I 1 0
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On a pg = —(X —1)3. Donc my = (X — 1), ot k = 1,2 ou 3. Par ailleurs, A est dia-
gonalisable si, et seulement si, my = X — 1. Or my(A) = A — 13 # 0, donc A n’est pas
diagonalisable.

Exercice 49. — Construire deux matrices qui ont méme polyndme caractéristique et
méme polyndme minimal et qui ne sont pas semblables.

1.2.20. Exemple : calcul de I’inverse d’une matrice admettant deux valeurs propres.—
Soit A une matrice de .#,(K). On suppose que son polyndme minimal est scindé, de
degré 2 :

nma — (X - ;Ll)(X — ),2)
On suppose de plus que les deux valeurs propres de A sont non nulles. On peut alors en

déduire les puissances de A et son inverse. La matrice A est inversible, car A; et A, sont
non nuls. On a

ma=X-A)X-A4)=XX—-(AL+1))+Al.
Par suite, la matrice A vérifie
A(A — (2,1 —f—ﬁ.z)ln) =-1Ml,.

On en déduit I’inverse de A :

1

-1 _
A= MAy

(A— (A4 +M2)1,). 1.7

Exercice 50. — Déterminer le polyndme minimal des matrices réelles suivantes, ol a,
b et ¢ sont trois réels distincts deux a deux :

a 0 0 a 0 0] a 00 a1l 0
Al=|0a 0], Aa=|0a 0|, As=|0b 0|, As=|0a 1|,
00 a 0 0 b | (0 0 ¢ | 00 a
al 0] a1 0] (a1 0
As=|0a 0|, Ag=|0a 0], A7=|0 b 0],
00 a |0 0 b | |0 0 b
al 00 al00O0 al0oO0
0alo0 0alo 0a00
Bi=looa1l]” B=|o00aol B=l00a1]
000 a 000 a 000 a
al0O0 alo0o0
0a00 0 a 00
Bi=loopn 1] B=]00s o0
000 b 000 b
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Exercice 51. — Déterminer le polyndme minimal des matrices suivantes de .#Z3(RR) :

000 01 01 011
Al=[{000|, A2=|{000]|, A3=|00 Ag=10 11
000 00 1000 (000
(11 1] 1 1] (11 1] (11 1]
As= As=|0 1 A= 11 Ag=1]1 11
00 1| 01| 0 11| 111

Exercice 52. — Soit A une matrice nilpotente de .#,(C).

1. Sans utiliser le polyndme minimal, montrer que le polynéme caractéristique de A est
pa = (—1)"X".

2. Comment déterminer le polyndome caractéristique p en utilisant le polyndme mini-
mal ?

3. Par récurrence, montrer que A est semblable a une matrice triangulaire supérieure
avec des O sur la diagonale.

4. Inversement, montrer que toute matrice triangulaire de .#,(K) avec des O sur la dia-
gonale est nilpotente d’indice de nilpotence p < n.

Exercice 53. — Soit A une matrice inversible de ., (C).

1. Montrer que 0 ne peut pas étre valeur propre de A.
2. En déduire que A~! est un polyndme en A. [On pourra utiliser le fait que le polyndome
X ne divise pas le polyndme caractéristique de A.]

Exercice 54.— Soient A une matrice de .#,(K) et P un polyndme a coefficients dans
K.

1. Montrer que si P est premier avec le polyndme minimal ma de A, alors la matrice
P(A) est inversible.

2. Inversement, montrer que si P(A) est inversible, alors les polyndmes P et ma sont
premiers entre eux.

Exercice 55.— Résoudre dans .#,(R) 1’équation X3 = X.

Exercice 56. — L’ objectif est de résoudre dans .#3(R) 1’équation
X’ +X=0.

Soit A une matrice non nulle solution de 1’équation précédente.

1. Montrer que
R? = Ker A @ Ker (A” +13).

2. Déterminer le polyndme minimal de A.
3. Montrer que si x n’appartient pas a Ker A, alors (x,Ax) est libre.
4. Montrer que Ker A est de dimension 1. En déduire que A est semblable a la matrice

00 O
00 -1
01 O
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§ 3 Décomposition spectrale des matrices

1.3.1. Diagonalisation par blocs.— D’apres le théoreme de caractérisation des ma-
trices diagonalisables, diagonaliser une matrice A de .#,(K) revient a trouver une dé-
composition de I’espace K" en une somme directe de sous-espaces propres :

Kn:EAI@---@E)Lp

associés a A, i.e., pour tout i € [1, p], E;. = Ker (A — A;1,,). Diagonaliser une matrice A
de .4, (KK) par blocs consiste a trouver une décomposition de 1’espace K" en une somme
directe

K'=N@...®N,,

de sous-espaces vectoriels N; stables par A, i.e., pour tout i € [1, p],
xeN, = AxeEN,.

On montre que ceci est équivalent a dire que la matrice A est semblable a une matrice
diagonale par blocs, c’est-a-dire de la forme

B, 0 - 0
0 B,

S ()
0 - 0 B,

ou, pour tout i € [1, p], B; est une matrice de .2, (K), avec h; = dimN,, .

1.3.2. Formulation géométrique.— On peut reformuler ce probléme de la facon sui-
vante. Diagonaliser par blocs un endomorphisme de K” revient a trouver une décompo-
sition de K" en une somme directe

KHZNl@...EBNp,

de sous-espaces vectoriels stables par u, i.e., I'image par u du sous-espace N; est un
sous-espace de N;. Considérant une base %; pour chaque sous-espace N;, la réunion de
ces bases

B =P U...U %p

forme une base de K”. Exprimée dans cette base, la matrice de u est de la forme suivante :

wyl, 0 0
0
U] = L,
: .. 0
0 0 u
L [ ‘Np]f%p i




CHAPITRE I. PRELIMINAIRES : RAPPELS D’ ALGEBRE LINEAIRE

Le polyndme caractéristique de I’endomorphisme u étant scindé, le polyndme caracté-
ristique de chaque restriction u), est scind€. Il existe donc pour chaque espace N; une
base %; de trigonalisation de u| 1\111.. Ainsi, la matrice qui exprime u dans la base 4 est
diagonale par blocs, et de plus ces blocs sont triangulaires.

1.3.3. Exemples.— Toute matrice nulle est nilpotente d’indice de nilpotence 1. Les ma-
trices suivantes

010 00 0 0100 010

01 00 1 100 0010 0 01
0 0|’ OOO’ 010’ 00O0O0]|” 000
00O00O0 00O

sont nilpotentes d’indice de nilpotence 2, 3, 3, 3 et 4 respectivement.

1.3.4. Matrices strictement triangulaire.— On appelle matrice strictement triangu-
laire supérieure (resp. inférieure) une matrice triangulaire dont les coefficients diago-
naux sont tous nuls.

Exercice 57.— Montrer que toute matrice strictement triangulaire est nilpotente.

I1 existe un grand nombre de caractérisations des matrices nilpotentes :

I.13 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(K) non nulle. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

i) la matrice A est nilpotente,
ii) le polynome minimal de A est de la forme X", avec r > 0,
iii) le polyndme caractéristique de A est (—1)"X",
iv) la puissance n-ieme de A est nulle,
v) le spectre de A est réduit a {0},
vi) la matrice A est semblable a une matrice strictement triangulaire,

vii) trace Ak = 0, pour tout k € [1,n].

Exercice 58. — Montrer ces équivalences.

1.3.5. Premier exemple : le cas d’une matrice diagonalisable.— Soit A la matrice de
A3(R) suivante :

2 11
A=|1 21
1 12

Le polyndme caractéristique de A est py = —(X —4)(X — 1)? et son polyndme mini-
mal est ma = (X —4)(X — 1). La matrice A est alors diagonalisable. Il existe donc une

23

o= O O



24 CHAPITRE I. PRELIMINAIRES : RAPPELS D’ ALGEBRE LINEAIRE

décomposition de 1’espace R? en somme directe de sous-espaces propres :
R3 = E,sDE;.

La valeur propre 4 étant de multiplicité algébrique 1, on a dim E4 = 1. On en déduit que
dimE 1= 2.

Déterminons les projections de I’espace R? sur les sous-espaces propres E4 et Ej.
Nous noterons
Ty R —s E4

la projection de R> sur le sous-espace E4 parallélement au sous-espace E et
T R3 — E;

la projection de R? sur E; parallelement 2 E4. Ces deux projections sont entiérement
caractérisées par les relations suivantes :

n; =Ty, T =", M =ma =0, et idgs = my -+,
Im 7'L'4=E4, KCI‘TL'4=E1, Im m =E1, Ker T =E4 (1.8)

On notera II; et Iy les matrices des projections 7 et 4 exprimées dans la base
canonique de R3. Nous allons voir que I’on peut exprimer ces deux matrices en fonction
de la matrice A.

Les polyndmes X —4 et X — 1 sont premiers entre eux. D apres 1’identité de Bézout,
il existe deux polyndme U et V de R[X] tels que

X-4HU+X-1)V=1
Un calcul élémentaire nous permet de déterminer les polyndémes U et V,on a :

1 1

X=4)(—3)+X-D(z) =1L (1.9)
Montrons que
I, = %(A—lg,) et Il = —%(A—413).

Supposons Iy et I'T; ainsi définis et montrons qu’ils satisfont les relations [[.8| De 1’équa-
tion .9 on déduit que
Iy + 11, = 15. (I.10)

Montrons que
KerIly =E; et ImIly =E;4.

1
Comme I = §(A —13), la premiere égalité est immédiate. Pour la seconde égalité,

supposons y € Im Iy, il existe alors un vecteur x de R tel que

y=TL(x) = 7(x) = 5 (A~ 15)(x).
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Par ailleurs, . .
(A—413)7(A —13)(x) = ;ma(A)(x) =0.

Par suite, (A —413)(y) =0, d’ouy € Ej4.
Inversement, siy € E4, d’apres (1.10) on a y = I4(y) +I1;(y). Or

1

I (y) = —3(A - 413)(y) =0.

Donc y = I4(y), par suite y € Im I14. Ainsi, Im I1y = E4.
De la méme fagon, on montre que

KerIly =E4 et ImII =E;.
Les relations I14I1; = I1;I14 = 0 se déduisent immédiatement du fait que
1 1 1
H4H1 = §(A—13) —§(A—413) :—§mA(A) =0.

Les relations I15 = I4, 17 = IT; sont une conséquence immédiate des relations (I.10) et
[T = IT114 = 0.

En multipliant les deux membres de la relation (I.10) a gauche par la matrice A, on
obtient la décomposition suivante de la matrice A :

A = AIl + AIL.
Comme pour tout vecteur X de E4, on a Ax = 4x et [14x = X, on en déduit que
Ally = 4114.
Par ailleurs, on a de fagon similaire AIT; = I1;. Ainsi,
A =411, +11;. (I.11)

La décomposition de la matrice A est appelée la décomposition spectrale de A.
On montrera dans la suite que cette décomposition de la matrice A est tres utile pour
avoir des expressions simples de puissances de A. En particulier, pour tout entier k, on
montrera que

AF =411, + 104

Les matrices des projecteurs 7; et 74 dans la base canonique de R> sont
1 I 11 1 -2 1 1
Iy = 3 1117, I, = —3 1 -2 1
1 11 I 1 =2

On notera que rang 14 = 1 = traceIl4 et que rangll; = 2 = traceIl;.

25
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1.3.6. Deuxiéme exemple : le cas d’une matrice non diagonalisable.— Considérons
la matrice suivante de .Z4(R).

S o oM
S O
S NN OO
W o oo

Le polyndme caractéristique de A est py = (X —2)3(X — 3), son polyndme minimal est
mp = (X —2)?(X —3). La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

En appliquant le lemme des noyaux, théoreme au polyndme minimal, on obtient
la décomposition :
R* = Ker (A —214)* @ E3,

ou E3 est le sous-espace propre associé a la valeur propre 3. Notons
N2 = Ker (A — 214)2.

La dimension de E3 est majorée par la multiplicité algébrique de la valeur propre 3. On
a donc dimE3 = 1 et par suite dimN, = 3.

Déterminons la matrice de la projection 7, de R* sur N, parallelement a E3 et celle de
la projection 73 de R* sur E3 parallelement 2 N», exprimées dans la base canonique de
R4,

Les polyndmes (X —2)? et X — 3 sont premiers entre eux ; on établit une relation de
Bézout :
(X =22+ (X-3)(-X+1)=1.

Posons
1 00O 00O0@O0
B 10100 A 2> 10000
Hz—(A—314)(—A—|—14)— 0010 et H3—(A 214) =1000 0
0000 0 001

Ainsi définis, I1, et I3 satisfont :

=1, I3=1II;, ILI;=ILIL=0 14=II,+II.
De plus, on a

ImHz INQ, KCI‘H3 =E3, ImH3:E3, KerH3 =N2.

Ainsi les matrices I, et II3 sont bien celles des projections sur les sous-espaces N, et
E3 respectivement.
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Posons
2000 0100
0200 00O0@O0
D = 2I1, + 3113 = 002 0| N=A-D= 000 0
0003 00O0@O0

OnaN?=0et A=D+N. Ainsi A s’écrit comme la somme d’une matrice diagonali-
sable et d’une matrice nilpotente. Nous montrons dans ce chapitre que cette décomposi-
tion est unique.

1.3.7. Sous-espace spectral.— Soit A une matrice de .#,(K) dont le polyndme carac-
téristique est scindé :

pa=(—1"(X—2a)". (X =24,

avec A £ Ajsii# jethi+...+hy,=n.

Le sous-espace vectoriel Ker (A — A;1,,)" de K" est appelé le sous-espace spectral de
A associ€ a la valeur propre A;. On le notera N, . Certains textes utilisent aussi la termi-
nologie de sous-espace caractéristique, ou encore de sous-espace propre généralisé. 11
est immédiat que le sous-espace propre E; est un sous-espace vectoriel du sous-espace
spectral N .
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1.14 Théoreme (Théoreme spectral géométrique). — Soit A une matrice de
M, (K) dont le polyndme caractéristique est scindé avec

pa=(=1)"(X =A)" ... (X = 2p),
avec A; # Ajsii# j, hi+...+h, = netdont le polyndme minimal est
mA:(X—).l)kl...(X—/’Lp)k”, avec 0 < k; < h;.

Alors, les sous-espaces spectraux de A satisfont, pour tout i € [1, p|, les assertions
suivantes :

i) K"=Ny, ©...6N,,
i) N, est stable par A,

iii) la matrice N; = (A — A;1,,)I1;, ot IT; est la matrice de la projection de K" sur N,

parallelement a @ N, A0 est nilpotent d’indice k;,
J#i
iv) dimN, = h;.
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1.3.8. Décomposition spectrale algébrique.— Soit A une matrice de .#,,(K), dont le
polyndme caractéristique est scindé :

pa=(—D"X-A)".. (X —lp)hl’,
avec A; #Ajsii# j, hi+...+h, =n.D’apres le théoreme on a une décomposition

Kn:N}tl@n-@Nlp-

.. . p
La projection sur le sous-espace spectral N, parallelement au sous-espace & N, est
j=1
i
appelé projecteur spectral associé a la valeur propre A;. On notera ITj, la matrice de ce
projecteur dans la base canonique de K”.

L.15 Proposition.— Les projecteur spectraux ITy ,...,IT; ~sont des polyndmes
en A.

Le théoreme suivant est aussi connu sous le nom de « décomposition de Dunford ».

1.16 Théoreme (Décomposition spectrale algébrique). — Soit A une matrice de
M, (K) dont le polyndme caractéristique pa est scindé. Alors, il existe une décom-
position

A=D+N,

ou
i) D est diagonalisable et N est nilpotente,

ii) D et N sont des polyndmes en A,

iii) DN = ND.
Si Ay, ..., A, sont les valeurs propres de A, alors les matrices D et N sont données par
D= MH;LI +... +A’pH7Lp
et
N = (A — M ln)H,ll +...+ (A — lpl,,)H,lp,
oulIly,,...,IIy  désignent les projecteurs spectraux de la matrice A.

1.17 Proposition.— Une matrice A de .#,(K), de spectre Sp(A) = {A1,...,4,},
est diagonalisable si, et seulement si, il existe des matrices I, ..., IT, telles que
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i) IT; est la matrice de la projection sur Ej, parallelement a Im (A —4;1,) ,
i) 1, =11 4... +1I,,
iii) ILIT; =0, sii # j,
iv) A=MIT+...+A,00,.

1.3.9. Calcul de la décomposition spectrale algébrique.— Soit A une matrice de
My (K) de spectre spec(A) = {Ay,...,A,}. Etant donné un polyndme annulateur

O=(X—-A)% .. (X—2,)%

de A, déterminons les projecteurs spectraux Il ,...,II; de A. En pratique, on prendra
pour Q le polyndme caractéristique pa ou le polyndme minimal m4 .

, 1
Etape 1 : On décompose la fraction rationnelle — en éléments simples dans K(X) :

Logg a
0 i=1j=1 (X —A))
Etape 2 : On pose
o 1 P
Ui Zazj(X_kl)al_J et Q= X_A aQ:H(X_A])aJ
j=1 (X — ;)% =1
J#
On a alors
1 U U,
— = ot
0 X-A4)n (X —Ap)%
Par suite,

1=U101+...+U,0,.

Etape 3 : On pose alors , pour tout i € 1, p],
I1;. = U;(A)Qi(A).

On vérifie, qu’ainsi définis, pour tout i, IT, est la matrice du projecteur spectral ;. de
K" sur Ny, exprimée dans la base canonique de K".

1.3.10. Exemple.— On considere la matrice A de .#3(R) définie par

3 -1 1
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Son polyndme caractéristique est py = —(X —1)(X —2)2. Le polynéme (X —1)(X —2)
n’est pas annulateur de A, donc le polyndme minimal de A estmy = (X —1)(X —2)%et A
n’est pas diagonalisable. Déterminons les projecteurs sur les espaces spectraux associés
a la décomposition :

R? = Ker (A — 13) ©Ker (A —213)°.

On considere le polyndme annulateur Q = (X —1)(X —2)2. On a:

1 1 —1 1
(X—l)(X—2)2_X—1+X—2+(X—2)2’
1 +—X+3
S X-1 (x-2)%
En posant
Ui=1,01=(X-2U,=-X+3,0=X—1,
on a

1 =U,01+U0,05.

La projection 7 : R® — Nj sur ’espace spectral N; = Ker (A — 13) parallélement 2
N, = Ker (A —213)? a pour matrice dans la base canonique de K3 :

I, = U1 (A)Q1(A) = (A —213)°.

La projection m, : R*> — N, sur N, parallelement & N a pour matrice dans la base
canonique de K3 :

I, = U(A)02(A) = (A +313)(A—13).

Notons que 1’on aurait pu aussi obtenir I, par la relation :

I, =13 —1II,
soit
I, =15 — (A —213)? = —A2 +4A — 315.
On a donc
0O 0O 1 0 O
I=|-110|, TIhLh=|1 00
-1 10 1 —1 1
On obtient
D=II;+2I1, e¢ N=A-D
d’ou
2 0 0 1 —
D=|1 1 0 et N=|1 —
1 -1 2 0
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La matrice D est diagonalisable (on peut vérifier que son polyndme minimal est (X —
2)(X — 1)) et la matrice N est nilpotente, on a N> = 0.

I.3.11. Exemple.— Soit A la matrice de .#3(R) donnée par

1 —4 —4
A=| 8 —11 -8
-8 8 5
On calcule le polynome caractéristique py = —(X — 1)(X +3)? et le polyndme minimal

ma = (X — 1)(X + 3). Ce dernier étant scindé et n’ayant que des racines simples, la
matrice A est diagonalisable et il existe une décomposition :

R3 =E BE_3.

Notons, IT; et II_3 les matrices des projecteurs spectraux 7 : R —Ejetn3:R—
E_3 exprimées dans la base canonique de R3. Les matrices IT; et [1_5 vérifient les deux
relations :

A=TI, - 311,

qui s’écrivent sous la forme matricielle :

NN

{ 13 =11 +11_3

On en déduit : 1 3 1 i
I;=-A+-1 [My:=—A+-15. 1.12
1=y +4 3, 3 1 +4 3 (1.12)

Exercice 59. — Soit A la matrice de .#3(R) définie par

5 1 3
A=| 4 3 4
-1 -1 1
1. Déterminer en fonction de A les projecteurs spectraux de A.
2. Exprimer, pour tout entier £ > 0, la matrice AFX en fonction de A.

3. Calculer la matrice de A*,
4. Répondre aux mémes questions avec les matrices suivantes :

B—

[N NS R
[\ R )
— NN

113
., C=|-222
21 4
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§4 Calcul des puissances d’une matrice

Exercice 60. — Soit A une matrice de .#,(K) dont le polyndome caractéristique est
scindé :
pa=(—1)"(X —/ll)h‘ (X —),p)hl’.

Soient ITy, ,...,II;  les projecteurs spectraux de la matrice A. Montrer que si A est
diagonalisable, alors, pour tout entier naturel £k > 0, on a

Ak:llkn;h +"'+)‘£Hlp-

L.4.1. Exemple.— Soit A la matrice de .#3(R) donnée par

1 -4 -4
A=| 8 —11 -8
8 8 5

Nous avons vu en [[.3.11} que la matrice A est diagonalisable et de spectre Sp(A) =
{-=3,1}. On a la décomposition spectrale :

A =TI, —3M0_;,

d’ou, pour entier naturel k,
AF =TI 4 (—-3)"11_3.

D’apres I’expression (I.12]) des projecteurs en fonction de A, on déduit que :

1 1
Al = 2= (—=3))A+ yAChs (=3))15.

1.4.2. Exemple.— Considérons la matrice A de .#3(R) définie par

3 -1 1
A=|(2 0 1
1 -1 2

On a vu en|.3.10|que la matrice A, de spectre Sp(A) = {1,2}, n’est pas diagonalisable.
Il existe une décomposition
A=D+N

en la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotent, donnés par

D=1II,+2[, N=A-D.
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On a D¥ =TT + 2T, et N2 = 0. Comme les matrices D et N commutent, et que N2=0,
d’apres la formule du bindbme, on a :

AF = (§>Dk+ G)DklN.

AR =TT + 21, 4 k(IT; 4+ 25711, ) (A — T, — 211,),
= (1 — k)TT; + kAT + 211, + k22X 1 ATT, — k24115,

soit
AR = (1= k)13 + kAT + (25(1 — k)15 + k28 1AL,

1.4.3. Exemple : une matrice stochastique.— Soit P la matrice de .#5(RR) définie par

1—a a
=)
ou a et b sont non nuls.

Exercice 61.— On suppose que 0 < a+b < 1.
a) Déterminer les valeurs propres de la matrice P.
b) La matrice P est-elle diagonalisable ?
¢) Montrer que
P=1II;+ (1 —a—Db)I,
ou IT; et IT, sont des projecteurs spectraux de P.
d) Calculer les matrices IT; et IT,.

€) Calculer P¥, pour tout entier k > 1. Montrer que klim Pk =T11,.
— oo

Exercice 62. — On suppose que a+b = 0.
a) La matrice P est-elle diagonalisable ?

b) Calculer P¥, pour tout entier k > 1. Que peut-on en conclure sur la limite de P*
lorsque & tend vers oo ? [On pourra considérer le polynome minimal de P et procéder
par récurrence]

Exercice 63. — Soit A une matrice de .#,(R) dont les polyndmes caractéristique et
minimal dans C[X] sont respectivement

pa=(—1)"X =AM (X=A)", ma= (XA (X —2,)%

a) Montrer que, pour tout entier k > 1,

:lii()z’”A Ail,) T
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b) Montrer que si A € C vérifie |A| < 1, alors pour tout entier j, on a

lim (k) AT = 0.
k——+oo \ J

¢) En déduire que si p(A) < 1, alors lim A* =0.

k—o0

d) Montrer que si p(A) = 1 et que 1 est une seule valeur propre simple dominante de

A, alors lim A
k—r+oo

IT;, ou ITj est le projecteur spectral associ€ a la valeur propre 1.
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Le théoreme de Perron
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Dans ce chapitre, nous étudions le spectre des matrices dont tous les coefficients sont
strictements positifs.

§ 1 Matrices positives et strictements positives

I1.1.1. Vecteurs et matrices positifs.— Un vecteur x de R" est dit positif (resp. stric-
tement positif) si toutes ses coordonnées sont positives (resp. strictement positives). On
note alors x > 0 (resp. x > 0).

De la méme facon, une matrice A de .#, ,(R) est dite positive (resp. strictement
positive) si tous ses coefficients le sont. On note alors A > 0 (resp. A > 0).

On peut définir une relation d’ordre sur les vecteurs de R”, en posanty > xsiy—x > 0.
De la méme fagon, on définit une relation d’ordre sur les matrices de .4, ,(R) en posant
A>BsiA—-B>0.

IL.1 Proposition. — Une matrice A de .#,(R) est positive si, et seulement si, x > 0
implique Ax > 0.

Preuve. Si A >0, il estimmédiat que, pour tout vecteur X > 0, on a Ax > 0. Inversement,
si pour tout vecteur X 2> 0, on a Ax > 0, en particulier pour tout i € [1,n], si e; designe

35
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le i-ieme vecteur de la base canonique de R”, on a Ae; > 0, donc la i-ieme colonne de A
est positive. Ainsi, toutes les colonnes de A sont positives, par suite A est positive. []

I1.2 Proposition.— Une matrice A de .#,(R) est strictement positive si, et seule-
ment si, X > 0 et x £ 0 implique Ax > 0.

Preuve. Si A = (a ) >0 etx >0 avec x 7é 0. II existe au moins un coefficient x;, de x
strictement positif. Alors pour tout i = 1...n, le i-ieme coefficient du vecteur Ax est

n .
(Ax); = Y dixe > aPx;, > 0.
k=1

Donc Ax > 0. La réciproque se montre de la méme fagon que dans la preuve précédente.
0

I1.3 Proposition.— Soit A une matrice de .#,(R). Pour tout vecteur x de R”, on a
I’'inégalité
[Ax] < |A]]x].

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 1’inégalité triangulaire. Si A = (alj ) et
x = (x;), alors, d’aprées I’inégalité triangulaire,

n
= Z afx
k=1

n

Z |l = (|A][x])s-

D’ou

<|Alx|. O

§ 2 Rayon spectral des matrices strictement positives

I1.4 Lemme. — Une matrice strictement positive ne peut pas étre nilpotente.

Preuve. Si A est strictement positive, alors toutes ses puissances sont strictement posi-
tives. Aucune d’elles ne peut donc étre nulle, ainsi la matrice A ne peut pas étre nilpo-
tente. [J

Rappelons que le rayon spectral d’une matrice A de .#,(R) est le plus grand des
modules des valeurs propres de A :

p(A) =max{[A]| A € Spc(A)}.
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I1.2.1. Exemple.— La matrice

Sith

a pour polyndme caractéristique py = X> —2X — 3, ainsi Sp(A) = {—1,3}. Son rayon
spectral est p(A) = 3.

IL.5 Proposition.— Si A > 0, alors p(A) > 0.

Preuve. Par définition le rayon spectral est toujours positif : p(A) > 0. Montrons par
’absurde qu’il est non nul. Supposons que p(A) = 0, alors 0 est la seule valeur propre
de A. Le polynéme caractéristique de A est alors ppx = (—1)"X". Comme p, est annu-
lateur d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, la matrice A est nilpotente, ce qui est
impossible d’apres le lemme [L.4] Finalement p(A) > 0. O

La trace étant la somme des valeurs propres, on peut remarquer que si p(A) = 0, alors
la trace de A est nulle. Or A est strictement positive, en particulier les coefficients de sa
diagonale sont strictement positifs, donc la trace de A est strictement positive et ne peut
donc étre nulle. Ce qui est une contractiction et p(A) > 0.

I1.6 Proposition. — Si A > 0, alors p(ﬁA) =1.

Preuve. Posons p = p(A). D’apres la proposition précédente, p est non nul. Le poly-
ndme caractéristique de la matrice %A vérifie

1

X)=— X).
p%A( ) pnpA(P )
Par suite, A est valeur propre de A si et seulement si % est valeur propre de ,%A. On en
déduit que
1 1
p(-A)=—p(A)=1
P P
O

I1.2.2. Remarque.— D’apres la proposition si A > 0 alors p(A) > 0. Ainsi
A > 0 si, et seulement si, ﬁA > (0. Comme p(ﬁA) =1, dans les raisonnements

qui suivent, on pourra sans perte de généralité considérer des matrices A > 0 telles que
p(A)=1.

IL.7 Lemme. — Soit A > 0 telle que p(A) = 1 et soit y > 0 un vecteur non nul. Si
Ay >y, alors Ay =Y.
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Preuve. Soit'y > 0 un vecteur non nul, tel que Ay > y. On montre par 1’absurde que
Ay =y ; supposons que Ay # y. On a alors Ay —y > 0 et Ay —y # 0. Par hypoth¢se
A>0,dou

A’y —Ay = A(Ay—y) > 0.

Il existe donc un réel € > 0 tel que

A%y — Ay > €Ay,
soit 1
— A%y > Ay.
1+¢€ y ¥

Posons B = ﬁA, on a BAy > Ay. Par suite, B étant strictement positive, on a, pour tout
entier k > 1,

B*Ay > Ay.
Par ailleurs, . .
B)=—p(A)=— < 1.
p(B) 1+8p() 1+¢
Par suite, lim B¥ = 0. A la limite, on a 0 > Ay qui est absurde car Ay > 0. Par suite,

k—r+oo0
Ay =y. En particulier, la matrice A admet 1 comme valeur propre. []

I1.8 Proposition. — Soit A > 0. Alors, p(A) est valeur propre de A. De plus, si x
est un vecteur propre associé a la valeur propre p(A), alors

Alx| = p(A)[x|

et x| > 0.

Preuve. On peut supposer A > 0 telle que p(A) = 1. Soit A une valeur propre de A de
module 1 et soit X un vecteur propre associé a A. Comme A est de module 1, on a

x| = [A]]x] = [Ax] = |Ax| < |A]]x],
I’inégalité étant donnée par la proposition La matrice A étant positive,ona A = |A|,
d’ou

x| < Alx|.

D’apres le lemme[[I.7] on déduit que A|x| = |x|. Enfin, |x| = A|x| > 0, car A > 0 et |x|
est non nul, ce qui conclut la preuve. [

I1.2.3. Exemple.— Soit A la matrice de I’exemple|[I1.2.1, On a

E = Vect(l ! ]), Ey— Vect(l | ]).
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Tout vecteur propre x de E3, vérifie A|x| = 3x].

I1.2.4. Exemple.— Du résultat précédent, on déduit que toute matrice A > 0 de .Z>(R)
possede deux valeurs propres réelles. En effet, le polyndme caractéristique de A admet
la racine réelle p(A), il ne peut donc pas admettre d’autre racine complexe. De fagon

explicite, si
a b
St

alors le polyndme caractéristique pp = X2 — (a +d)X + ad — bc est de discriminant
A = (a—d)?*+ 4bc toujours strictement positif. Il admet donc deux racines réelles.

I1.9 Proposition. — Si A > 0, alors la valeur propre p(A) est dominante.

Preuve. Sans perte de généralité, supposons que A > 0 et p(A) = 1. Montrons que la
valeur propre 1 de A est dominante ; cela revient a montrer que 1 est la seule valeur
propre de module 1.

Supposons que A soit une valeur propre de A de module 1, soit x # 0 un vecteur propre
associé. On a
x| = [A|lx] = [Ax] = |Ax| < Afx].

D’apres le lemme on a A|x| = |x|. En particulier, on a

n

n
k
er| = (Alx])s Z fhal =) latu.
k=1

Par ailleurs,

per| = [Af ]| = | (Ax)1| =

Ainsi,
<y Sk
Z |aix;| = Zalxk .
k=1 k=1

On est ainsi dans le cas de 1’égalité de 1’inégalité triangulaire Il existe donc des réels

Lo, ..., U, > 0 tels que, pour tout k € [2,#], on ait a* Xk = ,ukalxl Soit
SRR
a)
H2—>
— 1
X=X
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Comme Ax = Ax et Ax| = x|, on a

1 1 1
a) a) a)
M2 H2 M2
A “al A a | — a4
a) a) a)
“nﬁ “nﬁ “nﬂ

D’ou, A = 1. On montre ainsi que 1 est la seule valeur propre de module 1 ; elle est donc
valeur propre dominante de A. []

I1.10 Proposition.— Si A > 0, alors la valeur propre p(A) est simple, autrement
dit
mult,e(p(A)) = 1.

Preuve. Sans perte de généralité, supposons que A > 0 et p(A) = 1. Pour montrer que 1
est une valeur propre simple de A, il suffit de montrer que 1 n’est pas racine du polyndome
dérivé du polyndme caractéristique de A. Posons A = (a!), on a

a%—X a% all
1 2 n
a, az—X a,

On montre par récurrence sur la taille n de A, ou en tenant compte que le déterminant
est une application n-linéaire, que le polynome dérivé de pa s’écrit :

2 n 1 3 n
1 2a1 a) a; —1X 0 a% a\
n n
a2 _ZX P az d% 1 3(12 oo az
/ n . n
2 n 1 3 n
0 a ... a—X a, 0 a ... a-X
a; —X a% a’ffl 0
al a5 —X al ! 0
2 2 2
: n—1 :
1 .2 an_l _X .
—
a, a, a, 1

Par suite



CHAPITRE II. LE THEOREME DE PERRON 41

ou Ay est la matrice strictement positive de .7, (R) obtenue en supprimant la k-ieme
ligne et k-ieme colonne de la matrice A.

Montrons que p(Ay) < 1, pour tout k € [1,n]. Par I’absurde, supposons que p(Ay) > 1
pour un entier k € [1,n]. Par une permutation de la base canonique, on peut supposer
que k = n. Considérons la matrice de .#,(R) définie par blocs

A, 0
o4 0].

Soity € R" ! tel quey > 0 et A,y = p(A,)y. Posons
Y1

Yn—1
0

Alors 0 < x < p(A,)x = B,x < Ax. D’aprés le lemme on en déduit que Ax = x.
Cette égalité est absurde, car x,, = 0 mais Ax >0 comme A >0etx > 0.

Pour tout k € [1,n], on a p(Ay) < 1 et en particulier la matrice Ay ne peut pas avoir
1 comme valeur propre. D’oti pa (1) est non nul et du signe de (—1)""!, pour tout
k € [1,n]. Il suit que p/, (1) est non nul. OJ

I1.2.5. Le vecteur de Perron.— Si A > 0, d’apres la proposition p(A) est une
valeur propre de A, d’apres la proposition [[I.10| cette valeur propre est simple. Or, la
multiplicité géométrique est majorée par la multiplicité algébrique :

multee, (P (A)) < multyg(p(A)) = 1.
La dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est donc

D’apres la proposition I8} il existe un vecteur propre strictement positif |x| associé a la
valeur propre p(A). Comme le sous-espace propre est de dimension 1, le vecteur

X

Xl

est I’'unique vecteur propre associé a p(A), strictement positif et unitaire.
L’unique vecteur propre strictement positif p associé a la valeur propre p(A) tel que
|Ip||; =1, est appelé le vecteur de Perron de A.

I1.2.6. Exemple.— Le vecteur de Perron de la matrice A de I’exemple [[1.2.1|est
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I1.11 Proposition.— Si A > 0, les seuls vecteurs propres positifs de A sont les
multiples positifs du vecteur de Perron p.

Preuve. Soit x un vecteur propre positif de A associé a une valeur propre A. Comme
A>0,onaA’" > 0.Parailleurs, p(AT) = p(A). D’apres ce qui précede, la matrice A"
possede un unique vecteur propre P, strictement positif et unitaire, associé a la valeur
propre p(A").OnaA"p=p(A")p, donc p(A")p" =p'A. Par suite,

p(ANPp'x=p"Ax=1p 'x.

Soit (p(AT) —A)p'x=0. Or p > 0 et x est positif non nul, donc " x > 0. On en déduit
que A = p(A). Donc x € Ej(a), 'espace E, (4 €tant de dimension 1, le vecteur x est un
multiple du vecteur p. [

I1.2.7. Le théoreme de Perron.— En résumé, nous avons montré le théoreme de Per-
ron :

I1.12 Théoréme (Théoréme de Perron).— Soit A > 0 une matrice de .#,(R).
Alors,

i) p(A) est une valeur propre de A,
ii) p(A) >0,
iii) p(A) est simple,
iv) p(A) est dominante,

v) il existe un vecteur propre x > 0, tel que
Ax=p(A)x,

vi) tout vecteur propre positif de A est un multiple positif du vecteur de Perron
de A.

I1.2.8. Exemple.— Considérons la matrice réelle

A:

NN \O
—_— N
O W N
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Le polyndme caractéristique de A est py = (x — 13)(x — 6)2, donc Sp(A) = {13,6} et
p(A) = 13. Le sous-espace propre E13 est engendré par le vecteur

"
I
WINWIN =

On a ||x||; = 2, par suite le vecteur de Perron de A est

P:7

WNIWR[ DD =t
o[ oW

Les vecteurs propres positifs sont dans E;3, on a

1
Eg= Vect(| 5 |).

1

2

I1.2.9. Exemple.— Déterminons le rayon spectral et le vecteur de Perron de la matrice
réelle strictement positive suivante

l1—a b
A_l a l—b]’

ol a,b €]0,1[. Le polyndme caractéristique de la matrice A est
pa=(1-X)(1—(a+b)—X).

On a donc Sp(A) = {1,1 — (a+ b)}. On peut remarquer aussi que la matrice A est la
transposée de la matrice
l—a a
P

Les matrices A et P ont donc les mémes valeurs propres. On a |1 — (a+b)| < 1 pour
tous les a,b €]0, 1], donc p(A) = 1. De plus, la matrice A est strictement positive, donc
d’apres le théoreme de Perron, 1 est une valeur propre simple et le vecteur de Perron

associé est
B 1 b
P= a+b|al’

I1.2.10. Puissances d une matrice strictement positive.— Soit A une matrice de .#,(R)
dont les polyndmes caractéristique et minimal dans C[X] sont respectivement

pa=(—1)"(X =) (X —A,), mp = (X — Ak (X —A,).
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Pour tout entier k > 1, on a

ff( );U‘ (A= A1,)T1

i=1 j=0

Supposons A > 0. Alors, p(A) est une valeur propre dominante de A et on a

. RN
s () = o

ol ITj(a) est le projecteur spectral associ€ a la valeur propre p(A).

I1.2.11. Exemple.— Soit A > 0 une matrice de .#,(R), telle que la somme des coeffi-
cients de chaque ligne est égale a r. Alors, p(A) =r.

En effet, r est alors valeur propre de A et le vecteur e de R" dont tous les coefficients
sont égaux a 1 est un vecteur propre associé. Le vecteur e est positif, c’est donc un
multiple du vecteur de Perron p. On a e = Ap et Ap = p(A)p. Comme Ae = re, on en
déduit que r = p(A).
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§1 Le cas des matrices positives

Dans cette section, nous allons voir que le théoreme de Perron ne se généralise pas
aux matrices positives. Cependant, nous montrons que les matrices positives admettent
leur rayon spectral pour valeur propre.

II1.1.1. Exemple.— La matrice
01
A=
00
est positive, mais non strictement positive. Elle admet O comme valeur propre double,
donc p(A) = 0. On a multy,(A) = 2 et multgeo(A) =1

Eonect(l(l)])

Il n’existe pas de vecteur X strictement positif dans Ey.

45
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II1.1.2. Exemple.— La matrice
01
St

admet 1 et —1 comme valeurs propres. Son rayon spectral p(A) est donc égal a 1. Ainsi
la matrice A possede deux valeurs propres dictinctes, donc simples, de module maximal.

IIL.1 Proposition.— Soit A une matrice positive de .#,(R). Alors,
i) p(A) est une valeur propre de A,

ii) il existe un vecteur propre x > 0 non nul, tel que

Ax =p(A)x.

Preuve. Pour tout entier k > 1, on définit la matrice

A=A+ 1E
k
La matrice A est positive et la matrice E est strictement positive, donc, pour tout k > 1,
la matrice Ay est strictement positive. D apres le théoreme de Perron p(Ay) est
une valeur propre simple, dominante et strictement positive de Ay ; notons py le vecteur
de Perron associé.

Fait 1. La suite (p(A))x>1 est décroissante.

Preuve. Pour tout entier k, on a Ay > Ayy;. D’apres le lemme ??, on a donc
P(Ax) = p(Ag+1). Ainsi, la suite (p(Ag))i>1 est décroissante. []

Fait 2. La suite (p(A))x>1 converge, de plus, sa limite p est minorée par p(A).

Preuve. La suite (p(Ay))r>1 est décroissante. Or pour tout entier k, Ay > A, donc
p(Ax) = p(A), la suite (p(Ag))r>1 est donc minorée par p(A). Elle converge ainsi vers
p=pA). O

Fait 3. La suite (p)r>1 de R" admet une sous-suite convergente vers un vecteur positif
p tel que
Ap = pp.
Preuve. ’ensemble des vecteurs de Perron pg, kK > 1, sont tous contenus dans la sphere
unité
S={xeR"||x[|; =1}

La suite (px)x>1 est donc bornée ; d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut
donc en extraire une sous-suite convergente (p(p(k));@l vers un vecteur positif p de la
sphere unité S. Pour tout k > 1, on a

Ap)Po(k) = P(Ag(k) )Py k):
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La suite (p(Ag))r>1 étant convergente de limite p, la suite extraite (p(Ag)))i=1 est
aussi convergente de méme limite p. Par ailleurs, comme lim Ay =A,ona lim Ay =

k—>+-o0 k—r+oo
A. Ainsi
Ap= lim (Ag) lim (Pow) Jim (ApwPor) = Jim (P(Agw)Po)-
D’ou
Ap = pp.
O

Fait 4. p(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur propre positif associé.

Preuve. p est une valeur propre de A, on déduit que p < p(A), or d’apres le fait 2, on
ap>=p(A).Doup=p(A). Ainsi, p(A) est une valeur propre de A et le vecteur p est
un vecteur propre positif associé. []

O

§ 2 Les matrices irréductibles

Le rayon spectral d’une matrice positive peut ne pas €tre simple, cf. exemple [l11.1.1}
c’est aussi le cas de la matrice
A— 1 0
11

Par ailleurs, le rayon spectral d’une matrice positive peut ne pas €tre dominant, cf.
exemple [l11.1.2

L’ objectif est maintenant de comprendre les hypotheses sous lesquelles, le théoreme
de Perron peut étre généralisé aux matrices positives.

II1.2.1. Matrices irréductibles.— Une matrice A € .#,(R) est dite réductible s’il existe
une partition de I’ensemble {1,...,n} en deux sous-ensembles

I={i1,....is}, J={j1,---,Ji}, s+t=n,st>1,

tels que, pour tout (i, j) € I x J, A{ = 0, sinon la matrice A est dite irréductible.

II1.2 Proposition.— Une matrice A de .#,(R) est réductible si, et seulement si, il
existe une matrice de permutation P de .#,(R), telle que

o [BC
PAP_{OD,

ou B € #(R) et D € .#(R) sont deux matrices carrées, avec f,s > 1.
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Preuve. Supposons que A soit réductible. Il existe donc une partition de I’ensemble
{1,...,n} en deux sous-ensembles

I={iy,....is}, J={J1,---,Ji}, s+t=n,st>1,

tels que, pour tout (i, j) € I X J, Alj = 0. Soit P la matrice de permutation qui ordonne

les colonnes de A dans I’ordre (ji, ..., ji,i1,...,is)
1 n J1 Joo 0 s
a, ... dj ai' ... a a ... 4
sSiA=| : : |, alors AP = oo :
1 n J1 Jt i Is
a, ... a ai' ... a) a ... 4]

Pour appliquer la méme permutation sur les lignes on multiplie a gauche la matrice
obtenue par P' :

-1 Jooo i a A a4l Is 7]

ajl LR ajl ajl DY jl ajl TR ]1 jl . o o ajl

Ji Jt i iy J1 Jt i i

PTAP: ajt CEEEEY a]t jt .o jt — aJt .« o ClJt j[ .o (,ljt

l l

all! ... a' a' ... a¢ 0O ... 0 &' ... a*

1 i Y i i i

all ... a' a' ... a} 0 ... 0 a' ... a'

- A A} A} s - - ) s -

Cette derniere matrice a bien la forme cherchée. Inversement, s’il existe une matrice de
permutation P, telle que

0 D
avec B € #;(R) et D € .;(R), alors P est la matrice d’une permutation

PTAP:{B C],
GZ(I,...,n)—>(j1,...,jt,i1,...,l's),

telle que Alj =0, pour tous i € [iy,,is] et j € [ji1,ji]- U

I11.2.2. Exemples.—

1. Une matrice dont tous les coefficients sont non nuls est irréductible.
2. Une matrice qui possede une ligne nulle est réductible.
3. Une matrice qui possede une colonne nulle est réductible.

4. Une matrice A est réductible si, et seulement si, sa transposée AT est réductible.

II1.2.3. Exemple.— La matrice suivante de .#,(R)

ey
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est irréductible si, et seulement si, bc # 0. En effet, dans ce cas les seules matrices de

permutations sont
10 01
Pid:lo 117 PT]zzll 017

P 'APy=A, P_'AP,, = ld C}

etona

112 b a
Ces deux matrices sont de la forme de la caractérisation de la proposition si et

seulement si, b =0 ou c =0.

I11.2.4. Exemple.— La matrice suivante est réductible :

A:“ﬂ

Fo] At s]-[o 1]

En effet, on a :

II1.3 Proposition. — Soit A une matrice de .#,(R). S’il existe un entier k > 1, tel
que la matrice A¥ ne posséde que des coefficients non nuls, alors la matrice A est
irréductible.

Preuve. Supposons que la matrice A soit réductible. Il existe alors une matrice de per-

mutation P, telle que
_ B C | v
amr[B Cle

ou B et D sont deux matrices carrées. Par suite, pour tout entier k > 1,

k
Ak:PH) ];(k]PT.

La matrice A¥ est donc réductible et posséde au moins un coefficient non nul. On montre
ainsi, que s’il existe un entier k > 1, tel que la matrice A¥ ne possede pas de coefficient
nul, alors la matrice A est réductible. [

I11.2.5. Exemple.— D’apres la proposition [[II.3} la matrice

A:

[ S =y

1
1
1

e )
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est irréductible, car

>

(V)

|
W W N
W W N
N B —

II1.4 Proposition.— Si A est une matrice positive irréductible de .#,(R), alors

(1,+A)"1>0.

Preuve. D’apres la proposition [II1.3] il suffit de montrer que, pour tout vecteur x > 0 non
nul, on a
(1, +A)" x> 0.

Notons n(y) le nombre de coefficients nuls d’un vecteur y de R”. Pour montrer I’inégalité
précédente, il suffit de montrer que

n((1,+A)y) <n(y),

pour tout vecteur positif non nul y. On procede par I’absurde. Supposons qu’il existe un
vecteur positif y, tel que n((1,+A)y) = n(y). Comme Ay > 0, le cas n(y + Ay) > n(y)
est impossible. Reste le cas n(y + Ay) = n(y). Quitte a permuter les coefficients, on peut

supposer que
A
=%

avec y; € R" ") strictement positif. La repartition des coefficients nuls étant la méme
dans le vecteur (1, + A)y, on peut appliquer la méme permutation a ce dernier vecteur

yi yi|_|Y
KRN
oy’ € R" ") est strictement positif. En décomposant A en blocs, on a
il BC||lyi|_|Y
0 F D 0o |0}’

avec B € 4,_,y)(R) et D € .4,y (R). En particulier, Fy; = 0 avec y; >0, d’ou F =0
ce qui est impossible puisque la matrice A est irréductible. Ainsi, (1, +A)""'x > 0, qui
montre la proposition. []

I11.5 Lemme. — Soit A une matrice de .#,(R) et soit B = (1, +A)"~!. Alors,
Spece(B) ={ (1+A)""1 | A € Specc(A)}.

En particulier, on a

p(B)=(1+p(A)"".
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Preuve. Supposons que le polyndme caractéristique de A, scindé dans C[X], soit
pa=(=1)"(X = A)" ... (X = 4)"7,

avec A; # A;, si i # j. D’apres le théoreme de décomposition spectrale algébrique, la
matrice A est semblable & une matrice diagonale par blocs triangulaires supérieurs :
_ " -

M %

0 .'. hp

Par suite, la matrice B = (1, +A)" ! est semblable 2 une matrice de la forme

hy
(1+7L1)”_1 *

Le polyndme caractéristique de B est donc
P = (—1)"(X = (L4+ )" )" (X — (14 2,)" ).

Par suite,

B) = L+ = (14p(A)" "
p(B) =, max |1+A4] (1+p(A))

O

II1.6 Proposition. — Soit A une matrice positive irréductible de .#,(R). Alors,
p(A) est une valeur propre simple A.
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Preuve. D’apres la proposition la matrice B = (1, +A)" ! est strictement positive.
Donc, d’apres le théoreme de Perron p(B) est une valeur propre simple de B.
D’apres le lemme onap(B)=(14+p(A))" ! et 'ordre de multiplicité de p(A)
dans A est égal a I’ordre de multiplicité de p(B) dans B. On montre ainsi que p(A) est
une valeur propre simple de la matrice A. [J

II1.7 Proposition. — Soit A une matrice positive irréductible de .7, (R). Alors,

i) la valeur propre p(A) posséde un unique vecteur propre strictement positif p,
tel que ||p|[; = 1,

ii) p(A) >0,

iii) les seuls vecteurs propres positifs de A sont les multiples positifs du vecteur p.

Preuve. La matrice A est positive, donc d’apres la proposition [lI1. 1} il existe un vecteur
propre positif x associé a la valeur propre p(A), soit Ax = p(A)x. D’ou (1, +A)x =
(14 p(A))x. On en déduit que

Bx = p(B)x,

avecB=(1,+A)" letp(B)= (1+p(A))""!. Comme la matrice B est strictement po-
sitive, d’apres le théoréme de Perron le vecteur x est un multiple positif du vecteur
de Perron de B, en particulier x est strictement positif. De plus, d’apres la proposition
p(A) est une valeur propre simple de A, donc le sous-espace propre associé est de
dimension 1. Par suite, en normalisant x, on obtient I’unique vecteur propre p normalisé
strictement positif associé a la valeur propre p(A). On montre ainsi I’assertion i).

Montrons ii). On a p(A) > 0, car sinon Ap = 0. Ce qui est absurde, car d’apres la
proposition A étant positive et p strictement positif, on a Ap > 0.

Pour montrer iii), on procede de la méme facon que dans la preuve de la proposition

MLI1l O

I11.2.6. Vecteur de Perron.— Pour une matrice positive et irréductible A, I’'unique vec-
teur propre strictement positif p associé a la valeur propre p(A), tel que ||p||1 = 1, est
appelé le vecteur de Perron de A.

II1.2.7. Théoreme de Perron-Frobenius.— Nous avons ainsi montré le théoréeme de
Perron-Frobenius :

II1.8 Théoréeme (Perron-Frobenius). — Soit A € .#,(R) une matrice positive ir-
réductible. Alors,

i) p(A) est une valeur propre de A,
ii) p(A) >0,
iii) p(A) est simple,
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iv) il existe un vecteur propre x > 0, tel que
Ax = p(A)x,

v) les seuls vecteurs propres positifs de A sont les multiples positifs du vecteur de
Perron p.

I11.2.8. Exemple.— On considere la matrice

Pour tout entier k > 1, on a

0 3k—l 0 3k—l 0 3k—l
AZk—H — 3k 0 3k ’ AZk — 0 3k 0
0 23%1 9o 230D 23k1)

Il n’est donc pas possible de montrer I’irréductibilité de 1a matrice A en utilisant le critere
de la proposition [III.3] On montre que la matrice A est irréductible, en montrant qu’il
B C
P’,ouB
0 D , ol
et D sont deux matrices carrées ; il faut tester les 6 matrices de permuation de .Z3(R).
Nous verrons plus loin un critere pour montrer I’irréductibilité des matrices.
Le spectre de A est Sp(A) = {—3,0,3}, on a p(A) = 3. Le sous-espace propre E3 est
1
de dimension 1, engendré par le vecteur v= | 3 |. Les sous-espaces E_3 et Ej étant
2

n’existe pas de matrice de permutation P de .Z3(R) telle que A =P l

1 1

engendré par | —3 | et | O | respectivement, les seuls vecteurs propres positifs de
2 —1

A sont les multiples positifs de v. Le vecteur de Perron de A est

b 1 V_1
||VH1 6

N W =

§ 3 Les matrices primitives

L’irréductibilité d’une matrice positive ne garantit pas que son rayon spectral soit une
valeur propre dominante. Ceci est illustré par I’exemple [I11.2.8| L’objectif de cette sec-
tion est de comprendre les hypotheses sous lesquelles le rayon spectral d’une matrice

53
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positive irréductible est une valeur propre dominante.

II1.3.1. Matrices primitives.— Une matrice A de .#,(R) est dite primitive si elle est
positive, irréductible et possede une unique valeur propre de module maximal.

II1.9 Proposition.— Soit A une matrice primitive de .#,(R). Alors,
i) p(A) est une valeur propre de A,
ii) p(A) >0,
iii) p(A) est simple,
iv) p(A) est dominante,

v) il existe un vecteur propre x > 0, tel que
Ax =p(A)x.

vi) les seuls vecteurs propres positifs de A sont les multiples positifs du vecteur de
Perron p de A.

Preuve. Comme A est irréductible, c’est le théoreme de Perron-Frobenius, [II1.8, De
plus, la valeur propre p (A) est dominante, car A étant primitive, p(A) est I’'unique valeur
propre de module maximal. []

II1.10 Proposition.— Soit A une matrice primitive de .#,(R), alors

lim A k—H
k>t \p(A) ) PA)

ou I, (4) est le projecteur spectral de A associ€ a la valeur propre p (A).

Preuve. La matrice A est primitive, donc p(A) > 0. Par suite, cf. proposition on
a p(ﬁA) = 1. Comme p(A) est une valeur propre simple dominante de A, 1 est une

valeur propre simple dominante de la matrice ﬁA. Avec le méme raisonnement qu’en

on montrer qu’alors

(AN
e () =

ou IT; est le projecteur spectral de la matrice ﬁA associé a la valeur propre 1, ou de

facon équivalente, le projecteur spectral de la matrice A associé a la valeur propre p(A).
O]
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I11.3.2. Calcul du projecteur I, 5 ).— Etant donnée une matrice primitive A de .#,(R),
on exprime le projecteur I, 4) en terme de vecteurs de Perron.

Les matrices A et AT ont le méme polyndme caractéristique, on a donc p(A) =
p(AT). La matrice A étant positive et irréductible, il en est de méme pour la matrice
A", Par suite, p(A) est une valeur propre simple de A et p(A") est une valeur propre
simple de A'. Notons p le vecteur de Perron de A et q le vecteur de Perron de A .

Montrons que
-
Pq
I[I,A) = —.
p(A) q'p

Les vecteurs p et q sont de Perron, donc q ' p est non nul. De plus 24— r est un projecteur,
car

pa'pq’ _pq’
a'pa’p q'p
Par ailleurs,
Pq _
Im(=—) C Ker(A —p(A)1,) = Vect(p),
q'p
carsiy € Im(@), alors il existe un vecteur x de R” tel que
q'p
o ax
ap 4q'p

Les deux sous-espaces sont de méme dimension egale al,onadonc Im(p—) Ker(A —

.Q

p
p(A)1,). De la méme fagon, on montre que Ker(q ) = Im(A — p(A)1,). On montre

q'

ainsi que z est le projecteur spectral de la matrice A associé a la valeur propre p(A).

Les vecteurs de Perron p et ( sont strictement positifs, par suite :

II1.11 Proposition. — Soit A une matrice primitive de .#,(R), alors le projecteur
spectral I, (5 est strictement positif.

On obtient un critere de primitivité des matrices.

II1.12 Proposition. — Une matrice positive A de .#,(R) est primitive, si et seule-
ment si, il existe un entier m > 1 tel que A™ est strictement positive.

Preuve. Soit A une matrice positive, telle qu’il existe un entier m > 0 tel que A™ > 0.
D’apres la proposition la matrice A est irréductible.

Montrons que p(A) est une valeur propre dominante de A. Supposons que le spectre
de A soit Sp(A) = {A1,...,4,}. Les valeurs propres de la matrice A” sont toutes de la
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forme A{",...,4,". On a de plus, pour tout i € [1, p],

multfy (A;) = multdy; (A").

D’apres le théoreme de Perron [II.12}] la matrice A™ possede une unique valeur propre
de module maximal. Il en est donc de méme pour A. Ainsi p(A) est une valeur propre
dominante de A.

Inversement, soit A une matrice primitive. D’apres la proposition [lI1.10,

A \X
li —— | =1l
(e (,,(A)) P
D’apres la proposition le projecteur I1,(4) est strictement positif, il existe donc

m
un entier m > 1 tel que (ﬁ) >0.Dou A" >0. I

I11.3.3. Exemple.— Calculer klim A*, ol1 A est la matrice
—oo

l—a b
A= l a 1-b ] ’
oul0<a<letO<b<.
La matrice A est strictement positive donc primitive. On calcule p(A) =1.On a

T | 1=a a
A _[ b l—b]’

etp(AT)=p(A)=1.Le vecteur de Perron de A, est p = alﬂ l Z 1 , le vecteur de Perron

de AT est q= % [ i ] . D’apres la section [II1.3.2, on a :

lim AF = 2
a d

g’ 1 [b b
k— o0 q'p a+b '

§ 4 Irréductibilité et graphe d’une matrice

I11.4.1. Graphes orientés.— Un graphe (orienté fini) ¢ est la donnée d’un ensemble
fini § de sommets, d’un ensemble fini A d’arétes et de deux applications s, : A — S
qui a toute aréte associe respectivement sa source et son but.

Soit k > 1 un entier, un chemin de longueur £ du sommet s au sommet ¢ est une suite
(e1,...,er) d’arétes, telles que

s(er) =s, t(e;) =s(eir1), pourtouti € [1,k—1], t(ex) =1.
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Un graphe est dit fortement connexe si, pour tout couple de sommets (s,¢), il existe un
chemin de source s et but 7.

II1.4.2. Graphe d’une matrice.— A toute matrice A de .#,(R), on associe un graphe
appelé graphe de la matrice A, noté 9, qui posséde n sommets, numérotés 1,2 ...,n,
et ayant une aréte de source i et but j lorsque A/ # 0.

Si A et A’ sont deux matrices telles qu’il existe une matrice de permutation P telle que
A’ =P " AP, alors les graphes associés @4 et %,/ sont les mémes, 4 une renumérotation
des sommets pres, définie par la permutation P.

En particulier le graphe ¢, est fortement connexe si, et seulement si, le graphe ¥, est
fortement connexe.

I11.4.3. Exemples.— Les graphes des matrices suivantes

1) 2]

sont respectivement
1 2

Le premier graphe n’est pas fortement connexe, car il n’existe pas de chemin du som-
met 1 au sommet 2. Le deuxieme graphe est fortement connexe.

I11.4.4. Irréductibilité et forte connexité.— L’ irréductibilité d’une matrice est liée a
la forte connexité du graphe associé.

II1.13 Théoreme. — Soit A une matrice positive de .#,(R). La matrice A est irré-
ductible si, et seulement si, son graphe ¥, est fortement connexe.

Preuve. Montrons que le graphe d’une matrice réductible n’est pas fortement connexe.
Soit A une matrice réductible, il existe une matrice de permutation P telle que

P'AP = [13 g] =A/,

ou B € #,(R) et D € #,_;(R) sont des matrices carrées. Pour tout i € [t + 1,n] et
J € [1,¢], il n’existe pas d’aréte dans le graphe ¥4, de source i et de but j. Ainsi, le
graphe ¢,/ n’est pas fortement connexe, par suite, le graphe ¢, n’est pas fortement
connexe. On a donc montré que si le graphe ¥, est fortement connexe, alors la matrice
A est irréductible.

Inversement, supposons que le graphe ¢, ne soit pas fortement connexe. Notons
1,...,n les sommets du graphe ¥4. Il existe au moins un couple de sommets de ¥,,
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tels qu’il n’existe pas de chemin de I’un vers I’autre. Notons i et i, ces deux sommets,
en supposant qu’il n’existe pas de chemin de i, vers i;. Notons

Sl :{l177lt}

I’ensemble des sommets du graphe ¥4 tel qu’il n’existe pas de chemins de i, vers ces
sommets. Les autres sommets forment un ensemble que 1I’on note

Sy = {its1,-- - in-1}-

Pour tout j € Sy et tout i € 57, il n’existe pas de chemin de i vers j. Par construction, on
a donc .
Al =0,

1

pour tout i € S et tout j € S;. Notons P la matrice de la permutation correspondant a la
renumérotation des sommets ainsi définie

(1,2,...,”) — (ilu--~7it7il‘+17---7in)'

La matrice P" AP est donc de la forme
B C
0 D |’
ou B € #(R) etD € #,_,(R). Ainsi, la matrice A est réductible. [

I11.4.5. Exemples.— Reprenons les matrices de 1’exemple m Le graphe ¢, n’est
pas fortement connexe, donc la matrice A est réductible.

Le graphe 43 est fortement connexe, donc la matrice B est irréductible. Par ailleurs,
il est évident qu’aucune puissance de B n’est strictement positive. La matrice B n’est
donc pas primitive. Cet exemple montre qu’en général une matrice irréductible n’est pas
primitive.

Le graphe de la matrice de I’exemple est fortement connexe, donc la matrice
est irréductible.

§ 5 Marches aléatoires sur un graphe

Cette partie présente une application du théoréme de Perron-Frobenius, al’étude
des chaines de Markov.

IT1.5.1. Les chaines de Markov.— Une chaine de Markov est un processus aléatoire
« sans mémoire », dans lequel la prédiction du futur a partir du présent ne dépend pas du
passé. Formellement, on définit une chaine de Markov en temps discret, comme une suite
de variables aléatoires {Xj};_, prenant leurs valeurs dans un méme ensemble d’états,
appelé I’espace des états, et vérifiant, pour tout entier k,

P(Xiy1=e| Xo,X1,...,Xk) = P(Xiy1 = e | Xi),



CHAPITRE III. LE THEOREME DE PERRON-FROBENIUS 59

ou e est un état quelconque du processus. Autrement dit, I’état de I’événement a I’instant
k+ 1 dépend uniquement de I’état de I’événement a 1’instant k et non pas des €tats aux
instants précédents.

I11.5.2. Matrices stochastiques.— On appelle matrice stochastique une matrice carrée
réelle, dont tous les coefficients sont positifs ou nuls et dont la somme des coefficients
sur chaque ligne est égale a 1. Précisément, une matrice P de .#,(IR) est stochastique si,
pour tous i, j € [1,n], P/ > 0 et, pour tout i € [1,n],

iP{:I.
j=1

En d’autres termes, P est stochastique, si tous ses coefficients sont positifs et si Pe = e.
Par exemple, la matrice suivante est stochastique

1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 0 1

Exercice 1.— Montrer que si P est une matrice stochastique, alors P* est stochastique,
pour tout entier k > 1.

II1.5.3. Matrice de transition.— Lorsque I’espace des états d’une chaine de Markov
est fini, en numérotant les états par les entiers 1,...,n, on peut représenter la chaine de
Markov par une matrice P(k) de .#,(R), appelée matrice de transition de la chaine de

Markov, dont le coefficient (P(k))/ est défini par
P(k)] = P(Xir1 = j | Xi =),

exprimant la probabilité que le processus se trouve dans I’état j a I'instant k+ 1, alors
qu’il était dans I’état i a I’instant k.

I11.14 Proposition.— La matrice de transition P(k) d’une chaine de Markov est
stochastique positive.

Dans la suite, on s’intéressera a des processus dont la matrice de transition est constante,
1.e., indépendante du temps. La probabilité P{ de passer de I’état i a 1’état j est indépen-
dante du temps. Notons, qu’inversement, toute matrice stochastique définit un chaine de
Markov.

Soit P une matrice stochastique dont le polyndme caractéristique est scindé sur R. On
note Ay, ..., A, ses valeurs propres différentes de 1. On suppose que pour tout 7, |A;| < 1
et que P est diagonalisable. Alors

lim P* =11,
k—>+o0
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ou IT; est le projecteur spectral de la matrice P associé a la valeur propre 1.

I11.5.4. Distribution de probabilité.— Une distribution de probabilité est un vecteur
positif
X1

Xn

de R”, tel que
n
Il = ) il = 1.

i=1
Autrement dit, c’est un vecteur positif x tel que x' e = 1. La distribution de probabilité
a la k-ieme étape du processus de la chaine de Markov est le vecteur p(k) de R”, defini
par

p' (k) = [p1(k) ... pa(k)],

ou p;(k) = P(X; = i) exprime la probabilité d’étre dans 1’état i, apres la k-ieme étape. La
distribution de probabilité initiale est p(0). Pour tout entier k > 1, on a

Le coefficient (Pk){ représente ainsi la probabilité de passer de 1’état i a 1’état j en
exactement k étapes. Une distribution de probabilité est dite invariante si p = pP. Une
distribution invariante représente 1’état d’équilibre du systeme.

II1.5.5. Au musée.— La situation suivante fournit un exemple de chaine de Markov.
Un visiteur se proméne dans un musée. A chaque étape de sa visite, il change de salle
en prenant une porte au hasard pour passer a la salle suivante. Passionné, notre visiteur
va passer le restant de ses jours a poursuivre sa visite, sans plus jamais sortir du musée.
Le plan du musée ci-dessous indique la position des salles et de leurs portes :

L’entrée du musée donne sur la salle 1, si bien que le vecteur de distribution initial est

p'(0)=[10000].
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Les déplacements du visiteur d’une salle a I’autre définissent une chaine de Markov ; un
état représente ici la présence du visiteur dans une salle.

Exercice 2. —

1. Ecrire la matrice stochastique P de cette chaine de Markov.

2. Montrer que le coefficient (Pk){ représente la probabilité de passer de la salle i a la
salle j en exactement k étapes.

Pouri=1...5, notons p;(k) la probabilité¢ que le visiteur se trouve dans la i-eme salle
apres I’étape k. Soit
p' (k)= [p1(k) ... ps(k)]

la distribution de probabilité a I’instant k.

Exercice 3. —

1. Calculer la probabilité que le visiteur se trouve dans la salle 3 en exactement 1, 2, 3

et 4 étapes.

Déterminer les valeurs propres de P. La matrice P est-elle diagonalisable ?

Calculer les projecteurs spectraux de P.

4. Exprimer P en fonction des projecteurs spectraux. En déduire la valeur de p(k) en
fonction de p(0) et des projecteurs spectraux.

5. Calculer la probabilité que le visiteur se trouve dans la salle 3 a la k-eme étape avec
la distribution initiale p" (0) = [1000 0.

6. Calculer p(10), p(20) avec la distribution initiale p" (0) = [1 00 0 0]. Qu’observez-
vous ?

7. Calculer klim p' (k) avec la distribution initiale p' (0) = [1 0 0 0 0] en utilisant la
—o0

décomposition spectrale de P.

w N

Siq=[q1 ¢2 ¢3 qa qs] désigne le vecteur limite. On peut interpréter cette distribution
de probabilité limite en disant qu’a terme le visiteur aura passé en proportion g; de son
temps dans la salle i.

Exercice 4. — Calculer klim p' (k) avec la distribution initiale
— o0

p (0)=[1/51/51/51/51/5].

C’est la distribution que 1’on peut considérer si le visiteur débute sa visite en choisissant
au hasard I’'une des cinq salles.

Exercice 5.— Dans ce qui suit, le visiteur entre toujours par la porte de la salle 1, mais
quelques modifications ont été apportées. Dans le premier cas, la porte qui relie les
salles 1 et 4 a été bouchée. Dans le second cas, la salle 5 a été condamnée, sa visite est
impossible. Les plans correspondant a ces deux cas sont respectivement
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il 1

— 1 —
o T

H

Dans chaque cas, calculer la distribution de probabilité limite.

I11.5.6. Chaines de Markov irréductible.— Une chaine de Markov est dite irréduc-
tible (resp. réductible), si sa matrice de transition est irréductible (resp. réductible).

II1.15 Proposition. — Soit P une matrice stochastique, positive et irréductible de
AMy(R). Alors,

i) p(P) =1,
ii) le vecteur de Perron de P est

Preuve. La matrice P est stochastique, donc le vecteur e, dont tous les coefficients sont
égaux a 1, est vecteur propre de P, on a Pe = e. La matrice P étant positive et irréductible,
d’apres le théoréme de Perron-Frobenius le vecteur e étant positif, il est multiple
positif du vecteur de Perron p de P. Comme p est unitaire, on a nécessairement p = %e.

De p(P)p = Pp, on déduit donc que p(P)e=e,d’oup(P)=1. O

II1.16 Proposition. — Soit P une matrice stochastique et primitive. Alors, klim |
—foo

existe et

lim Pr=eq’,
k—r+oo0

ol q est le vecteur de Perron de P

Preuve. Si la matrice P est primitive, d’apres le théoreme de Perron-Frobenius [[11.8]
p(P) = 1 est une valeur propre simple dominante de P. Donc, la suite (P¥); converge et

lim P* =11,
k— oo
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ou IT; est le projecteur spectral de P associé a la valeur propre 1. Le fait que IT; = eq ',
ol q est un vecteur de Perron de P est une conséquence immédiate de la section|I11.3.2|:
oo T
—e
I, == ql —eq .
qT;e

II1.17 Proposition. — Une matrice stochastique primitive P admet une unique dis-
tribution de probabilité invariante.

Preuve. Sila matrice P est primitive, alors P est primitive. La valeur propre p(P'T) = 1
est simple et dominante. Une distribution de probabilité invariante de P est un vecteur
unitaire p de .7, (R), tel que p = pP, ou de facon équivalentep’ =P p'.Le vecteurp’
est donc le vecteur de Perron de la matrice P'. La distribution de probabilité invariante
de la matrice P est ainsi unique. [

I11.5.7. Marche aléatoire sur un graphe orienté.— Etant donné un graphe orienté ¢,
on peut définir une chaine de Markov a partir d’une marche aléatoire sur le graphe ¥¢.
La matrice de transition de cette marche aléatoire est la matrice stochastique P définie
par

ou n; ; est le nombre d’arétes de source i et but j et n; le nombre total d’arétes de source
i.

I11.5.8. Exemple.— Considérons le graphe ¢ suivant

3 2

La matrice stochastique d’une marche aléatoire sur ¢ est

0 1 0
P=|1/3 1/3 1/3
12 1/2 0
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IT1.5.9. Exemples.— On considere les marches aléatoires sur les graphes suivants

1

n»1/l\ 2

)

4 3

Les matrices de transition sont respectivement

01 0 0
0 1 0 00 1 -
P=| 0 1/2 1/2|, Py= 0 | €l (R),
1/2 0 1/2
10

0 0 1/21/2 0
0 0 0 1/21)2
P;=|1/2 0 0 0 1/2
1/21/2 0 0 0
0 1/21/2 0 0

Les matrices P et P3 sont primitives, car P? > 0 et P§ > 0. La matrice Py (resp. P3)
admet donc une unique distribution de probabilité py (resp. p2), définie par

pl =[1/52/52/5], (resp. p3 =[1/51/5 1/5 1/5 1/5)).

La suite (P]f )k (resp. (Plg)k) converge vers

1
1 1
-1 : (resp. —E).
1

5 5

NS N \S]
NS O\

La matrice P> n’est pas primitive. Elle est cependant irréductible car son graphe as-
socié est fortement connexe. La valeur propre p(P,) = 1 n’est pas dominante, car les
valeurs propres de P; sont les racines n — 1-ieme de I’unité. D’apres la premiere partie
du théoreme de Perron la matrice P, admet une unique distribution de probabilité
invariante :

p, =[l/n ... 1/n].

La suite (P4); ne converge pas.
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§ 6 Recherche documentaire, I’exemple du PageRank

PageRank

FIGURE III.1.: Le PageRank selon Felipe Micaroni Lall

En 1998, Serge Brin et Larry Page, deux doctorants en informatique de I’Université de
Stanford et fondateurs de la firme Google, font une contribution importante au domaine
de la recherche d’information sur le web (Web information retrieval) en développant
I’algorithme du PageRank qui évalue I’importance d’une page relativement a la topo-
logie du graphe du web et indépendamment des requétes de 1’utilisateur. L’ algorithme
de classement PageRank est a la base du moteur de recherche Google qui calcule une
mesure quantitative de la popularité des pages du Web.

Le PageRank détermine I’importance d’une page web P en fonction de I’importance
des pages web qui possedent un lien vers la page P. Cette idée est ancienne et a été uti-
lisée dans différents contexte avant son application au classement des pages du web. En
particulier, des méthodes similaires ont été introduites dans le domaine de 1’extraction
de données, en biblométrie, sociométrie et Economeétrie.

I11.6.1. Formulation du PageRank.— Le principe de base du PageRank est d’attribuer
a chaque page un score proportionnel au nombre de fois que passerait par cette page un
utilisateur parcourant le graphe du Web en cliquant aléatoirement sur les liens contenus
sur chaque page. Ainsi, une page possédera un PageRank d’autant plus important que
sera grande la somme des PageRanks des pages qui pointent vers elle :

une page est importante si elle est pointée par d’autres pages importantes.

Au lieu de parler de chaines de Markov, Brin et Page parlent de « surfer aléatoire »,
mais leur approche correspond a celle d’une marche aléatoire sur le graphe du Web, le



66 CHAPITRE III. LE THEOREME DE PERRON-FROBENIUS

graphe orienté dont les sommets représentent les pages web et les arétes les hyperliens.
Le surfer aléatoire suit les liens au hasard, c’est-a-dire, lorsque il arrive sur une page
web contenant plusieurs liens, il va choisir I’un de ces liens au hasard. Il poursuit sa
visite indéfiniment. A terme, le temps qu’il va passer sur une page sera proportionnel a
I’importance de la page. S’il passe beaucoup de temps sur un page, c’est que la structure
du graphe lui aura donné d’autant plus de chance de tomber sur cette page. En d’autres
termes, le PageRank est la probabilité stationnaire d’une chaine de Markov, ¢’est-a-dire
le vecteur de Perron-Frobenius de la matrice d’adjacence du graphe du Web, appelée la
matrice Google.

La taille (gigantesque) de ce graphe et son évolution dynamique (modifications de
pages et d’hyperliens, connexion ou déconnexion de serveurs web) rendent cependant
impossible un calcul direct de ce vecteur propre : des algorithmes d’approximation sont
utilisés pour calculer le PageRank.

I11.6.2. Formalisation du PageRank.— Trois facteurs déterminent le PageRank d’une
page P :

— le nombre de liens qui pointent vers la page P,

— le nombre liens contenus par les pages qui ont un lien vers la page P,

— le PageRank des pages qui ont un lien vers la page P.

Notons r(P;) le PageRank d’une page web P, il est défini comme la somme pondérée
des PageRank des pages web qui ont un lien vers la page P; :

ol Ap, est I'’ensemble des pages web qui ont un lien vers P; et |P;| est le nombre de
liens sortants de P;. Dans cette formule, le PageRank r(P;) est pondéré par le nombre de
recommandations |P;| faites par la page P;.

II1.6.3. Calcul itératif du PageRank.— Pour calculer le PageRank r(P;) avec la for-
mule précédente, il faut connaitre les PageRank r(P;), pour toutes les pages P; ayant
un lien vers P;. Brin et Page utilisent une méthode itérative de calcul. Au départ, ils
supposent que toutes les pages ont le méme PageRank, pour toute page P,

ou n est le nombre total de pages du web indexées par le moteur de recherche. Le Page-
Rank est alors calculé itérativement, en notant ri(P;) la valeur du PageRank de la page
P; a la k-ieme itération, on a, pour toute page P,
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I11.6.4. Formulation matricielle.— On peut donner une formulation matricielle de
I’équation du PageRank basée sur la structure de graphe du web. Soit n le nombre de
pages webs indexées par le moteur de recherche. La matrice des hyperliens est la ma-
trice H de .#,(R), ou, pour tous i, j € [1,n],

- { ﬁ, s’1l existe un lien de la page P; a la page Pj,

! 0, sinon.

Les coefficients non nuls de la ligne i correspondent aux liens sortant de la page P,.

Notons
1e(Po)
T = :
'k (Pn)

le vecteur de PageRank de la k-ieme itération. Pour tout entier k > 0, la formule

B ri(Pj)
rk—i-l(Pi) - PJEZ%‘Pi |P]|] .
s’écrit
[Vk+1(P0) rk—i—l(Pi) . I"k_|_1(Pn)] = [}’k(P()) . rk(Pi) }’k(Pn)]H.
soit

T o _ T
T = m H.

I11.6.5. Exemple.— On considere un ensemble de 7 pages reliées par les liens indi-
quées par la figure suivante

R
AVATZ

La matrice des hyperliens de ce graphe est
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O OO DW= O
S OO ow—oO O

S OWI—, O O O
O OW— Ow— O O
S — O O OO
O OV~ O O O O
S O oOoNEOoO O O

I11.6.6. Premiers ajustements du modéele : ajustement stochastique.— Le premier
probléme rencontré par le surfeur aléatoire est la présence de neeuds pendants (dangling
nodes), avec les pages qui ne possedent pas de lien vers d’autres pages. Il existe de
nombreux nceuds pendants dans le graphe du Web, tels que par exemple les fichiers
(image, pdf, ...). Dans la matrice H, les nceuds pendants correspondent aux lignes ne
contenant que des coefficients nuls. Sans correction du modele, ces pages peuvent retenir
sur elles indéfiniment le surfer aléatoire.

Dans le graphe de I’exemple [[11.6.5] les pages P; et P; ne possedent pas de lien sortant.
Ceci se traduit par le fait que dans la matrice des hyperliens H, la premiere et derniere
ligne ne possedent que des coefficients nuls.

Pour résoudre ce probleme, Brin et Page font alors 1’ajustement stochastique suivant :
le surfer aléatoire qui rentre sur une page qui ne possede pas de lien sortant va poursuivre
sa visite sur une autre page du web choisie au hasard. On remplace alors la ligne nulle
0" associée 4 une telle page dans la matrice des hyperliens, par une distribution de
probabilités uniforme :

On pose
1
S= H+a(_eT)7
n

ou a est le vecteur dont le i-ieme coefficient est €gal a 1 si P; est une page sans lien

sortant, et égal a 0 sinon. Notons que la matrice a(le') est de rang 1.

n
Plus généralement, il est possible d’utiliser une autre distribution de probabilités pour
faire échapper le surfer aléatoire d’un nceud pendant. En considérant la matrice

S =H+au,

ol u est un vecteur tel que ||ul[; = 1.

I11.6.7. Exemple.— La matrice H de I’exemple [l11.6.5|devient alors



CHAPITRE III. LE THEOREME DE PERRON-FROBENIUS

L U U R U O
T o7 7 17T 7T 7 1
0030030
1 I 1
010007% 1

S=|3000100
I 1 1
1ot ooo
0010000
LR A O A |
-7 7 7 7 7 7 7-

I11.6.8. Ajustement de primitivité.— Avec I’ajustement permettant de résoudre le pro-
bleme des nceuds pendants, la matrice S devient stochastique ; elle correspond a la ma-
trice de la chaine de Markov définie par la marche aléatoire du surfer. En particulier, la
matrice S admet donc 1 comme valeur propre et e comme vecteur propre associé.

Le simple fait que S soit stochastique ne suffit pas pour assurer la convergence de la
suite (7). C’est le deuxieme probléme a résoudre dans cette modélisation : lorsque le
surfer aléatoire entre dans une partie du graphe, qui est fortement connexe, mais sans
lien sortant en dehors de cette partie. Autrement dit, lorsque la matrice du graphe n’est
pas irréductible.

Brin et Page proposent un deuxieme ajustement permettant d’obtenir une matrice sto-
chastique et irréductible. L’ajustement se fait de la facon suivante. Le surfer aléatoire
abandonne a certains moments sa visite via les hyperliens en saisissant une url valide au
hasard dans le navigateur. Le surfer se téléporte ainsi sur une page au hasard du Web
qui peut ne pas €tre liée a la page sur laquelle il se trouve. Ceci se modélise de la facon
suivante :

1
G=0oS+(1—- a);eeT,

ou le parametre o est un réel compris entre 0 et 1. La matrice G est appelée la matrice
de Google. Le parametre o controle la proportion du temps pendant lequel le surfer
aléatoire va suivre les liens hypertextes. Par exemple, si a = 0.6, alors 60% des fois, le
surfer va suivre une page en suivant un lien au hasard et 40% des fois il va se téléporter
au hasard sur une page du web. La matrice
E = leeT
n

est appelée la matrice de téléportation.

Il est possible d’utiliser une matrice de téléportation personalisée E = eu, ol u est un
vecteur de personalisation préjugeant favorable des pages relatives a certains themes.

Les concepteurs du modele suggerent de fixer le parametre o a la valeur o = 0.85.

I11.18 Proposition (Propriétés de la matrice Google). — La matrice Google G est
i) stochastique,
ii) irréductible, car chaque page est reliée a une autre page,
iii) primitive, car il existe un entier m, tel que G > 0.
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I11.6.9. Probléeme du PageRank.— Le probleme du PageRank consiste a trouver un
vecteur 7 vérifiant
T =1n'G
nle =1

Comme la matrice G est stochastique, la premiere équation admet toujours une solu-
tion, il existe donc au moins un vecteur de PageRank. La matrice G est positive et ir-
réductible, donc d’apres le théoreme de Perron-Frobenius le vecteur de PageRank
est unique, c’est le vecteur de Perron de la matrice G'. On a

I11.19 Théoréme. — Il existe un unique vecteur positif 7 limite de la suite
T T
ﬂk+1 — ﬂk G

De plus, ce vecteur peut étre calculé en utilisant la méthode des puissances itérées.

I11.6.10. La méthode des puissances itérées.— Le dernier probleme a résoudre est
celui du calcul effectif du vecteur PageRank. Pour cela, est utilisée la méthode des
puissances itérées, qui est une méthode itérative numérique introduite par von Mises
et Pollaczek-Geiringer pour calculer la valeur propre dominante d’une matrice et un
vecteur propre associé.

Considérons une matrice A de .#,(R) (que I’on suppose diagonalisable) dont les va-
leurs propres, calculées dans C, vérifient

A1 > A2 > ..o > A

Si xp est un vecteur de R" qui ne soit pas orthogonal au sous-espace propre E; =
Ker (A — A11,), alors la suite (x;); de R”, définie par

L A ]

converge vers un vecteur propre x de R”, associé a la valeur propre dominante A;. De
plus, la suite

-
Vie = Xp1%ks

converge vers la valeur propre A;.

sage: n =10

sage: A = random_matrix (RDF,n);

sage: A = Ax(A.transpose())

sage: # A est alors symétrique donc diagonalisable
sage: x0 = vector (RDF,[1 for i in range(O,n)])
sage: x = x0

....: for k in range(0,100):

e y = Axx

..... z = 1/y.norm()*y

R lam = zx*y

..... s = (x-z).norm()



CHAPITRE III. LE THEOREME DE PERRON-FROBENIUS

R print k, "\ts=", s, "\tlambda=", lam

e if s < 1.e-5:

el print =z

e break

e X = z

0 s= 2.55617316187 lambda= 5.21414168329
1 s= 0.453212001909 lambda= 3.72208309541
2 s= 0.357184657715 lambda= 5.14024921218
3 s= 0.312010105108 lambda= 6.51554249234
4 s= 0.21716030309 lambda= 7.53984582843
5 s= 0.137207397706 lambda= 8.03377258374
6 s= 0.0897377497424 lambda= 8.2422670389
49 s= 8.40178900006e-06 lambda= 8.47902476543

(-0.475762099734, 0.161213866868, 0.641234227458, 0.363296261128,
-0.294002970319, -0.295170588207, 0.0408181253164, -0.151695435379,
0.0403420937886, 0.0680181892903)

sage: A.eigenvalues ()

[8.47902476828, 6.87137133371, 4.66150363665, 3.61986608321,
2.2180921718, 1.83030160184, 0.023788308412, 0.132637233436,
0.851974838839, 1.04820065235]

I11.6.12. Exemple.— Par exemple, avec la matrice H de I’exemple [[11.6.7| et o¢ = 0.6,

on a
r L1 1 1 1 11
7 7 ; 7 7 7 7
2 2 5 2 2 5 2
G I? %? I? %? i? %? Z?
3i 3i SE 3i 3i 33 3i
-7 17 7 T 7 7T -

Le vecteur initial est
n()T:[O.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286}

On applique la méthode des puissances itérées :

sage: x = x0

....: for k in range (0,100):

..... y = G*x

..... z = 1/y.norm(1)*y

..... lam = zx*y

..... s = (x-z).norm(1)

e print k, "\ts=", s, "\tlambda=", lam

e if s < 1.e-5:

R print =z

el break

e X = z

0 s= 0.175510204082 lambda= 0.150087463557
1 s= 0.0654227405248 lambda= 0.151078622003
2 s= 0.0222307371928 lambda= 0.152795839411
3 s= 0.00691854584399 lambda= 0.153043327307
4 s= 0.00222345723296 lambda= 0.15320790217
5 s= 0.000697394666702 lambda= 0.153248512004
6 s= 0.000216815702606 lambda= 0.153261865454
7 s= 7.03158845077e-05 lambda= 0.153267185812
8 s= 2.35229654938e-05 lambda= 0.153268390455
9 s= 7.57424362428e-06 lambda= 0.153268972576
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10 s= 2.48438579022e-06 lambda= 0.153269103571
11 = 7.85803567105e-07 lambda= 0.15326916099
12 s= 2.5837539e-07 lambda= 0.153269176376
13 s= 8.21200262235e-08 lambda= 0.153269181899
14 s= 2.68341306398e-08 lambda= 0.153269183658
15 s= 8.7279090899e-09 lambda= 0.153269184207
16 s= 2.80503101302e-09 lambda= 0.153269184397
17 s= 9.20731935139e-10 lambda= 0.153269184455
18 s= 2.95198601674e-10 lambda= 0.153269184475
19 s= 9.66428048699e-11 lambda= 0.153269184481

(0.131047488439, 0.145379735984, 0.222869878268, 0.100805760335,
0.109206240363, 0.167152408703, 0.123538487909) 0.391496084886

Le vecteur stationnaire de la suite (7 )y est
T = [ 0.13105 0.14538 0.22287 0.10081 0.10921 0.16715 0.12354 ]

Par exemple, le surfer aléatoire passe 13,105% du temps sur la page P;. Le PageRank
des pages de ce mini Web est

P P P PP P P
4 3 1 7 6 2 5

Ainsi, la page la plus populaire est la page P3, la page la moins populaire est la page Pj.

I11.6.13. Nani gigantum humeris insidentes.— Cette métaphore (des nains sur des
épaules de géants) de Bernard de Chartres, Xlle siecle, souligne I’importance pour tout
homme d’appuyer son ambition intellectuelle sur les travaux des grands penseurs du
passé. La méthode de PageRank du moteur de recherche Google développée par Brin et
Page utilise des résultats mathématiques du début du XXe siecle :

— la théorie des chaines de Markov, 1906,

— le théoréme de Perron, 1907,

— le théoréme de Perron-Frobenius, 1912,

— la méthode des puissances itérées, von Mises and Pollaczek- Geiringer, 1929.

Par ailleurs, la problématique de la recherche d’information abordée avec des mé-
thodes similaires a celle du PageRank est apparue dans d’autres contextes que celui du
web, comme en particulier
— I’économétrie, pour I’analyse d’échanges interindustriels, Leontief 1941,
— la sociométrie pour 1’analyse quantitative des relations sociales et réseaux sociaux,
Seeley 1949, Wei Sport ranking, 1952, Katz, 1953,

— en bibliométrie pour 1’analyse quantitative des processus de publication, basée sur
des indicateurs d’influence de revues et d’articles de recherche (une revue est in-
fluente si elle est citée par des revues influentes ...), Pinski et Narin, 1976.

Enfin, notons qu’il existe d’autres algorithmes d’indexation du web, comme 1’algo-
rithme HITS (Hypertext Induced Topic Search) développé par Kleinberg en 1998. Les
algorithmes PageRank et HITS sont similaires mais développés de facon indépendantes.
On renvoie le lecteur au livre de Amy Langville et Carl Meyer, Google’s PageRank and
Beyond : The Science of Search Engine Rankings pour un exposé plus complet sur les
méthodes d’algebre linéaire sous-jacentes aux algorithmes des moteurs de recherche du
Web.
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Exercice 6. — Calculer le vecteur PageRank du graphe de la figure [lI1.1
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