Pascal Lainé

Géomeétrie dans le plan

Exercice 1.
Montrer que I’ensemble des z € C tels que soient alignés les points d’affixe z, iz et i est un cercle de centre

11
Q (E'E) dont on donnera le rayon.
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2.  (hors programme)
Soit 4 € Ret A, B deux points du plan, déterminer ’ensemble des points M tels que :
AM.BM = 1
Selon les valeurs de A.
On pourra faire intervenir I le milieu de [A4, B].
Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3.
Soit h une homothétie de rapport k et A" une homothétie de rapport k' et de centres respectifs Q,

d’affixe w, et Q', d’affixe w’.
1. Soit t une translation de vecteur %. Montrer que les composés h o t et t o h sont des homothéties
de rapport k.
2. Sikk' # 1, montrer que h o h’ est une homothétie de rapport kk’ et que les centres de h, h' et
h o h' sont alignés.
3. Sikk' = 1, montrer que h o h' est une translation.
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4.
Soit z € C. Soient M, d’affixe z, N, d’affixe iz et P d’affixe 2i.
Montrer que si M, N et P sont alignés 1’ensemble des points d’affixe z sont sur un cercle de
centre ) d’affixe 1 + i, et dont on précisera le rayon.
Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5.
On rappelle que
2im -
j=e3; j2=j etque j3=1
Soit r une transformation du plan qui a un point M associe le point M’ d’affixe M’ = r(M) d’affixe
z'=—j?z+1+j?
Soit s une transformation du plan qui a un point M d’affixe z associe le point M' = s(M) d’affixe
z'=—j?Z+1+j?
1. Montrer que r est une rotation du plan dont on donnera 1’affixe du centre () et ’angle de la
rotation.
2. Montrer que Q est un point fixe de s.
Montrer que s est une symétrie orthogonale. (on ne demande pas I’axe de la symétrie).
4. Calculer I’affixe z"' du point M"" = r o s(M), ou M est un point d’affixe z. Que peut-on en
déduirederos?
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Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6.
Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
7' =(-1+iV3)z—iV3
1. Montrer que f est une similitude directe, dont on donnera le rapport et le centre.
2. Montrer que f est la composée d une homothétie de centre O dont on donnera le rapport et d une
rotation, dont on donnera le centre et I’angle.
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7.
Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=—iz+ 141
Soit g la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=iz—1+i
1. Déterminer les points fixes de f et les points fixes de g.
On posera z = x + iy
2. Soith = f o g, quelle est cette transformation, que peut-on dire de son centre ?
Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8.

On note A le point d’affixe 4 + 2i et O le point d’affixe 0.

Calculer les affixes des points B tels que le triangle OAB soit équilatéral.
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9.

Soit A(1,1) et B(—1,2) de deux points du plan.

Déterminer les points M tels que le triangle ABM soit équilatéral.
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10.
Soit f la similitude directe définie par f(z) = az + b, ol a,b € C,avec a = pe et p # 1.

Montrer que f admet un unique point fixe w.
Donner I’'image d’un complexe z par la rotation r de centre w et d’angle 6.
Donner I’image d’un complexe z par I’homothétie h de centre w et de rapport p.
4. Donner I’'image d’un complexe z par r o h en fonction de a, b et z, que peut-on en conclure ?
Allez a : Correction exercice 10 :

w e

Exercice 11.
On rappelle I’identification canonique de R? et de C par I’application affixe et sa réciproque :
R? - C C - R?
(x,y) » x+1iy et . (Re(z),lm(z))

1. Rappeler I’effet sur C des transformations du plan suivantes :
a) Pour tout a € C, la translation du vecteur d’affixe a.
b) Pour tout (a, 1) € C X R, I’homothétie de rapport A et de centre d’affixe a.
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c) Pour tout (a,8) € C X R, la rotation d’angle 6 et de centre d’affixe a.
d) Pour tout (a, ) € C x R, la symétrie par rapport a un axe formant un angle 6 avec I’axe réel
et passant par un point d’affixe a.
2. Montrer que la composée de deux symétries est une translation ou une rotation.
3. Montrer que la composée de deux rotations est une translation ou une rotation.
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12.
Soientu = (—1,2), 7 = (3,—4), w = (—1,1),
1. Déterminer a et S réels tels que
W= au+ Bv
2. Soient £ = (x,y), exprimer £ dans la base (i, 7), puis dans la base (i, w).
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13.
Soit D la droite d’équation x + y = 0 et D' la droite d’équation —2y = 0, soit s la symétrie, par rapport a
D parallelementa D'.
1. Déterminer la matrice S, dans la base canonique de la symétrie s.
2. Déterminer la matrice S’, dans la base (e7,e;) oue; = (1,—1) ete; = (2,1), de cette symétrie.
Allez & : Correction exercice 13 :

Exercice 14.
Soit r la rotation d’angle 6 et s la symétrie orthogonale dont la matrice dans la base canonique est :
g (cos(@) sin(6) )
sin(8) —cos(0)
1. Quelle est la matrice de r o s dans la base canonique ?
2. Déterminer I’ensemble des points invariants de r o s, quelle est cette application linéaire ?
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15.
On appelle 8 = (e7,€,) la base canonique de R?
Soit p: R? - R? I’application linéaire définie par sa matrice dans la base canonique par
P=(0 )
Soit s I’application linéaire dont 1’image d’un vecteur & = (x,y) est :
~ 1 2 4 1
s@ = (32 +3737-37)
Montrer que s est une application linéaire.
Donner un vecteur directeur de ker(p) et un vecteur directeur de Im(p).
Déterminer la matrice S de s dans la base canonique et montrer que s est une symétrie.
Montrer que p est une projection.
Déterminer un vecteur directeur de I’ensemble des vecteurs invariants de s et un vecteur directeur de
I’ensemble E = {1 € R?,s(®) = —u}
Soit f = p o s, déterminer la matrice M de f dans la base canonique.
7. Montrer que f est une projection.

o~ wn e
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8. Soitwu; = (1,1) etu, = (4,7), montrer que B’ = (u;,u;) est une base de R? et déterminer la matrice de
f dans la base g’.

Allez a : Correction exercice 15 :

Corrections

Correction exercice 1 :
Premiére méthode

Soit M le point d’affixe z, N le point d’affixe iz et A le point d’affixe i, ces trois points sont alignés si et
seulement si det(AM, AN) = 0, ou, ce qui est équivalent & ce que

Im((z—i)(iz—i))zO(:) Z—D(z—D)€ERS @+)(iz—1)=z—-)(-iZ+1) =0

silzI?-iz—z+1==i|z?+iz—-Z+ 1 2iz|?-iz—z—-iz+Z=0
1—-i 1+
e2izP+(1-Dz-1+i)z=0< |z|* + T Z— 57 z=0
T Sl S bl SUUPOINTPRNE S LS Sl
VA > VA > zZ = Z|" = > VA > Z
— 2 1+ i) 1+ 1—-1 1—-1 1+ A+ -i
QM = — :( — )<__ >: 2 _ _ —
lam][” = |z 2-——)2-—)= el ~ -z -2t ——
_1+i_+1—i 1—1i 1+i_+(1+i)(1—i)_1+1_1
T Tty tT Tt Tt 4 ~ T4
Donc I’ensemble des solutions est le cercle centre Q (1, 1) de rayon =
2’2 V2

Deuxieme méthode
Soit M le point d’affixe z, N le point d’affixe iz et A le point d’affixe i, ces trois points sont alignés si et
seulement si AM et AN sont colinéaires, ce qui équivaut a ce qu’il existe 1 € R tel que

— . o . o i(1-2)
AM=AAN<:>Z—1=A(lz—l)<:)z—lAZ=l—ll(:>Z=m

., 1+ i(1-21) 1+ 20— ) -1+ - 1)

o) = |2 - | = 5= - | = .
2 1-A 2 2(1 - )
C12iA-D-A-2Ai+i+ )| 1|-1-2+i2-21+21-1)
) 1— A 2 1—2i
C1-1-24i0 -] 1A -D2+ 1 +D? VI -22+ A2 +1+21+ 22
2 1— A 2 V1+ 22 2 V1+ 22

V24222 V2V 221
2Vit 2 2Vit B 2
J ; 11 L
Et I’ensemble des points est le cercle de centre ) (2 , 2) et de rayon N
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2 :
AM.BM = A & (Al +IM).(BI + IM) = A & Al.BI + Al.IM + IM.BI + IM.IM = A
Comme [ est le milieu de [4, B], AT = —BI
AM.BM = 2 < —Bi.Bl - BI.IM + TM.BI + |M|” = 2 & —|[BI|" + |[||" = 2 & || 1M’
= -+ BT
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Sid> —||§||2 alors I’ensemble des solutions est le cercle de centre I et de rayon /A + ||B_I)||2

—2
Sil= —||BI || alors I’ensemble des solutions est le point I.

—n2
Sii< —||BI || alors I’ensemble des solutions est I’ensemble vide.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3 :
1. Si t est la translation de vecteur i et soit a ’affixe du vecteur %. Soit M un point d’affixe z,
M' = t(M) le point d’affixe z' et M = h o t(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k € R\ {1}
etheCtelsquez” =kz' +b
Ona
M =t(M) 72 =z4+a zZ'=z+4+a zZ'=z+4+a
{h o t(M) = h(t(M)) {z" =kz' +b {z” =k(z+a)+b " {z" =kz+ka+b
On en déduit que h o t est une homothétie de rapport k.
Question non demandée : quel est son centre ?
Pour cela on cherche son point fixe Q; d’affixe w,
ka+b
1—-k
Si de plus on exprimer 1’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de Q le centre de h d’affixe

w;=kw,+ka+bo w(l1—-k)=ka+bo w, =

w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = ﬁ (voir cours ou refaire cette petite
démonstration) donc b = w(1 — k), ce que I’on remplace dans

_ka+b katw(l-k) N ka

DT TR TT 1-k . YT 1ok

Si t est la translation de vecteur 1 et soit a I’affixe du vecteur . Soit M un point d’affixe z,
M' = h(M) le point d’affixe z’' et M"" = t o h(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k €
R\ {1}etbe Ctelsquez' = kz+b
M' = h(M) 7' =kz+b zZ’ =kz+b

{t o h(M) = t(h(M)) T {z” =z +a" {z” =kz+b+a
On en déduit que t o h est une homothétie de rapport k.
Question non demandée : quel est son centre ?
Pour cela on cherche le point fixe Q, d’affixe w,
a+b
1-k
Si de plus on exprimer ’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de () le centre de h d’affixe

Q)z:k(,()2+a+b<:>w2:

w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = % (voir cours ou refaire cette petite
démonstration) donc b = w(1 — k), ce que I’on remplace dans

a+b a+w(l-k) a
= = =w+

1-k 1-k 1-k

w3

Allez a : Exercice 3
2. Soit M un point d’affixe z, M = h'(M) le point d’affixe z’' et M"" = h o h' (M) le point d’affixe
z".
Il existe k, k' € Ravec kk' # 1 et b, b’ € C tels que
{z’ =k'z+b'
z'"=kz'"+b

14
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Doncz" = k(k'z+b)+b' =kk'z+ kb + b’
Ce qui montre que h o h’ est une homothétie de rapport kk' car kk’" # 1.
Le centre de h a pour affixe w et celui de h’ a pour affixe w' tels que
bl
CEI K (b=(1-k)w'
_1 bk < {b’ =((1 — k))w

YTk

On en déduit que
z'"=kk'z+kb+b' =kk'z+ k(1 -k + (1 —-k)w
Le centre de h o h' est le point fixe Q" d’affixe w"’
k(1 -kK)o'+(1-kw

w' =kk'w" +k(1-k)o'+(1-kw e 0" = T %k
. k(1 -k)o"+ (1 -kw k(A -k)o'+ (1 -kw—-(1-kk')w
B 1—kk' @= 1— kk'
k(A -kK)o'—kw+kk'o ko'(1-k")—ko(l—k")
B 1—kk’ B 1—kk’
k(1—-k")
=k @
Lo —— k(1K) ==
Ce qui signifie que les vecteurs QQ"" = WQQ’

Donc les trois centres sont alignés.
Allez a : Exercice 3
3. Soit M un point d’affixe z, M' = h'(M) le point d’affixe z' et M"" = h o h'(M) le point d’affixe

z". Il existe k, k' € Ravec kk' + 1eth, b’ € C tels que

{Z’ =k'z+b'

z"=kz'+b

Doncz" =k(k'z+b)+b' =kk'z+kb+Db' =z+kb+ Db’
Ce qui montre que h o h' est une translation de vecteur % d’affixe kb + b’
On peut, si on veut exprimer 1’affixe de ce vecteur en fonction de w et de w’ les affixes des

centres des deux homothéties. On a
bl
CEIT TR (hb=01 -k’
_ b {b’=(1——kku
T 1k
On en déduit que
z'"=kk'z+kb+b ' =z+k-1Dow'"+(A-Kw=z+1—-k)(w-—w")

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4 :

M, N et P sont aligneés si et seulement si PM = APN ce qui équivaut a
1-2
1-—iA

z—2i=AMiz-2i)oz—-ilz=2i—-2ileoz=2i
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1-2 21— - (1 — iDL +i
2=+ Dl = |2i s = (1 +D)| = ( )1(_1,/1 a+

20— ) —-(A+i—-ir+ 1) —1+AD+i(2-21+21-1)
z‘ 1—ik ‘z‘ 1—iA ‘
B —(1+/1)+i(1—l)‘_\/(1+/1)2+(1—/1)2

1—-ia Vi+22

V1224224120422 V24222
- V1+22 Vit 2

Les points M sont sur le cercle de centre Q d’affixe 1 + i et de rayon /2.
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5 :
. A 7w in : ™ P
1. —j2=ce'Me’s =¢e s =e3 doncr est une rotation d’angle 3 Son point fixe vérifie r(Q) = Q
donc w = —j2w + 1 + j2, ce qui entraine que :

1+j2_1

2. L’affixe de s(Q) est
—i2x1+1+4j2=—24+1+j2=1
Ce qui montre que
s() =0
Autrement dit Q est un point fixe de s.
3. L’affixe de I’image par s d’un point M est de la forme az + b, de plus

ab+b=—j2(T+/2)+1+2 = —2A+N+1+/>==> =3 +1+2=0

Donc s est une symétrie orthogonale.

4. Soit M' = s(M) d’affixe z' = —j?Z+ 1+ j2. Soit M”" = r(M') = r o s(M) d’affixe z"’ =
—j%z'+1+j2% ona
z" = —j?2' + 1+ 2= —j2(=j*Z+ 1+ )+ 1+ =2 —j* - j* +1+j> =jz+ 1~
C’est de la forme az + b, il reste & vérifier que ab + b = 0 pour montrer qu’il s’agit d’une
symeétrie orthogonale.

ab+b=j(1-j)+1-j=jA-j)+1-j=j-/*+1-j=0
r o s est une symétrie orthogonale.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6 :
1. Zz'estde laforme az + b donc f est une similitude directe.

| -1+ iv3| = /(=1)2 + 3 = 2 est le rapport de la similitude

Son centre d’affixe a vérifie

a=(-1+iV3)a—iV3e (2-iV3)a=-iV3ea= i3 _(V3)(2+iv3) 3 2iv3

2 —iV3 4+3 7 7

2. |-1+ i3] ={/(-D*+3=2
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Y O SR E A W Y O S
zZ = zlzle = ele

On appelle h I’homothétie de centre O rapport est 2, a un point M d’affixe z elle associe le point M’
d’affixe z' = 2z

2im
On appelle r 1a rotation d’angle 2?” (car 2?” est un argument du complexe de module 1 : e"3 '), a un point

2im
M d’affixe z elle associe le point d’affixe M’ d’affixe z' = e sz — i AE

2
M" = h(r(M)) et M' =r(M)
Equivaut a
z'" =27
, 2m

zZ =e3z—1 —
2

Y

Donc
2im \/§
z”=2<eTz—i 7):(-1“@2_1@

Onabien f = h o r. Il reste a trouver le centre de la rotation, ¢’est-a-dire son point fixe Q d’affixe w

qui vérifie
. =(3,.\3
(1A E_ (1 VB _ 3 _—i\/§_l\/_<2 7)
w = _§+17 (1)—17(:) +§—l7 w——l7<:>a)—3 .\/g— 2+§
5= i 273
3, 3iV3
Tt 1+_\/§_.
T A
Allez a : Exercice 6
Correction exercice 7 :
1. On cherche les points d’affixe z = x + iy tels que f(M) = M, ce qui équivaut a
_ =1-

z=—iz+1+i=>x+iy=—i(x—iy)+1+i=1—y+i(1—x)=>{;:1_3c’=>x+y=1
Il s’agit d’une droite.
On cherche les points d’affixe z = x + iy tels que g(M) = M, ce qui équivaut a

— =-1

z=iz—1+i=)x+iy=i(x—iy)—1+i=—1+y+i(1+x)(:){xy:1++xy=>y—1+x

I1 s’agit d’une droite.
2. Onpose M" = f(g(M)) et M' = f(M) donc
{z” =—iz' +1+1i
z'=iz—1+i
Par conséquent
zZ'=—-i(iz—-1+D+1+i=-i(-iz—-1-D+1+i=—-2z+i—-1+1+4+i=—-2z+2i
h est & la fois une homothétie de rapport —1 et une rotation d’angle m, I’affixe de son centre vérifie
z=—z+2iez=1I

On peut remarquer que ¢’est I’intersection des deux droites invariante de f et g.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8 :
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A(4,2)

0(0,0) C(4,0)

D’apres le dessin il y a deux solutions

Premiere méthode (Mauvaise)

On appelle I le point d’affixe 2 + i, c’est le milieu de [0, A]

Les solutions sont sur la perpendiculaire a (0A), un point M (x, y) de cette droite vérifie

IMOA=0o (x—2)x4+(y—1Dx2=04x+2y—10=0=2x+y—5=0
Pour que le triangle OAB soit équilatéral, on doit rajouter la condition ||0B|| = ||04|| = ||4B||
|04|| = /4% + 22 = v20 = 2v5
10B|| = Vx* + y2
Si ces deux distances sont égales la troisiéme ||AB|| sera égale au deux premieéres.
Donc

x2+y%2 =20
Il s’agit donc de trouver les points B Vérifiant :

2x+y—5=0

{ x2+y2=20
D’apres la premiere équation, y = —2x + 5, ce que I’on remplace dans la seconde.
x4+ (—2x+5)?2=20=x?>+4x*—-20x+25=2025x>—-20x+5=0 x> —4x +1

=0
Les racines de cette équation sont
x1=ﬂ=2+\/§ et x,=2-+3

2
On en déduit les ordonnées des points B solutions

y1=-2(2+V3)+5=1-2V3 et y,=-2(2-V3)+5=1+2V3
Donc les deux solutions sont
B; (2++v3,1-2v3) et B, (2—+3,1+2V3)
Deuxiéme solution (La bonne)
Soit § = (04,08) = +% + 2kn, k€ Z
Par conséquent I’affixe z de B vérifie
z=eY(4+2i)
Autrement dit OB = Rg(04), oli Ry est la rotation de centre O et d’angle 6.
Si 0 =3+ 2kn, k € Zalors
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z=<1+i§>(4+2i)=2+i+2i\/§—\/§=2—\/§+i(1+2\/§)

2
Si0=—§+2kn, k € Z alors
1 V3 . . .
z=|5-io (4+2)=2+i-2iV3+V3=2+V3+i(1-2V3)

Donc les deux solutions sont

By (2++3,1-2V3) et B, (2—+v3,1+2vV3)

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9 :
Soit M est ’image de B par la rotation d’angle g et de centre 4, soit M est I’'image de B par la rotation
d’angle — g et de centre A.

On pose a = 1 + i ’affixe de A, B = —1 + 2i, ’affixe de B et M(x, y) d’affixe z = x + iy
Dans le premier cas

in 1 3 1 3
z—a=e3(b—a)(=>2=(§+i7>(—1+2i—(1+i))+1+i=<§+i7>(—2+i)+1+i
V3 1 _ V3 /3
_—1—7+z(—\/§+5>+1+z_—7+z(5—\/§)
La premiére solution est M, (— ?% - 3)
Dans le second cas
it 1 3 1 3
z—a=e_?(b—a)<:>2=(E—i§>(—1+2i—(1+i))+1+i=<E—i§>(—2+i)+1+i
V3 1 V3 3
=—1+7+i<\/§+§>+1+i=7+i<§+\/§)

La seconde solution est M, (‘/73_’% + \/§)
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10 :
1. soit w un éventuel point fixe

w=aw+b<:>w(1—a)=b<:>w=ﬁ
Cara # 1vuque |a| # 1.
Donc f admet un unique point fixe.

2.
r(z)—w=e?(z—-w)or@ =e?fz+w(l-e®)
3.
h(z)—w=pz—-w)eh(z)=elz+w(l-)p)
4,

r(z) = ez + w(1— @)
h(z) =pz+w(l—p)=2
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roh(z) =r(h(2) =1(z") =€z + w(1—e®) =e(pz+ w(1—p)) + w(1 — )

= pelPz + we® —wpe'® + w — we® = pelfz — wpe® + w =az—aw + w

b
=az+w(l—a) =az+m(1—a) =az+b=f(z)
Donc toute similitude directe de centre w est la composée d’une rotation de centre w et d’une
homothétie de centre w.
Il est important de montrer que le « a » et le « b » sont ceux de f.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11 :
1.
a) Soit M’ (x',y") I'image de M (x, y) par t; la translation de vecteur u dont les coordonnés
sont (a,,a,) avec a = a, + ia,.
Ona:
W:ﬁ,@{x:—x=a1 {x:=x+a1
y —y=a; y =y+ta;
Ce qui montre qu’a un point M d’affixe z la translation de vecteur # = (a4, a,) on associe le
point M’ d’affixe z + a.
Allez a : Exercice 11
b) Soit M' (x',y") I’image de M (x, y) par ’homothétie de centre Q (a,, a,) (avec a = a; +
ia,) et de rapport A, ona:
x'—ay =Ax—a,y) {x’=a1+/1(x—a1)@{x’=a1(1—1)+/1x
y' —a, = Ay —a,) y' =a, + Ay — ay) y' =a,(1-21)+ Ay
Ce qui montre qu’a un point d’affixe M d’affixe z I’homothétie de centre Q (ay, a,) (avec
a = a, + ia,) et de rapport A on associe le point M’ d’affixe Az + (1 — A)a.
Allez a : Exercice 11
c) Soit M’ (x',y") I'image de M (x, y) par la rotation de centre Q le point d’affixe a = a; +
ia,, donc I’angle entre les vecteurs QM et QM est 6.
OM = (x —ay,y — a,) et QM =(x'—ay,y —ay)
Au vecteur QM on associe le complexe z — a (avec z = x + iy) et au vecteur QM’ on

associe le vecteur z' — a (avec z’ = x’ + iy’). L’angle entre QM et QM’ est 6 donc
z'—a= eie(z —a)

Autrement dit ’image de M (x, y) par la rotation de centre (0 le point d’affixe a est le

point M' d’affixe

QM’=/1§A7<:){

z =a+ez-a)

Au vecteur QM on associe le complexe z — a (avec z = x + iy) et au vecteur QM’ on

associe le vecteur z' — a (avec z’' = x’ + iy’). L’angle entre QM et QM’ est 6 donc
z —a=e%z-a)
Autrement dit ’image de M (x, y) par la rotation de centre (0 le point d’affixe a est le
point M' d’affixe
z'=a+e(z-a)
Allez a : Exercice 11
d)



Allez a : Exercice 11
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Un vecteur directeur de la droite passant par A faisant un angle 6 avec 1’axe des abscisses
est u(8) = (cos(8),sin(0)) et donc d’affixe cos(8) + i sin(8) = e,

Le point I, milieu de [M, M'] a pour affixe %Z’ A est le point d’affixe a.

M’ est le symétrique de M par la symétrie par rapport a la droite passant par A faisant un

angle 6 avec I’axe des abscisses si et seulement si MM’ est orthogonal a u—(f) et si 14 est
colinéaire a u(6), autrement dit si et seulement si MM'.TA = 0 et si det ( 14, m) =0

Nous allons utiliser les complexes, rappelons que si 4 a pour affixe a et ¥ a pour affixe b

alors :
Re(ab) =u.v et Im(ab) = det(u,v)

L T Neif) — —
MM’ .u(8) =0 ke ((Z z)e! ) =0 (z' —2)e’? €iR
L, — =3 — o~ P TN
det(IA,u(B))=0 Im<<a—zzz)ei9>=0 (a—Z-;Z)ei@e]R
(z' —Z)e? = —(z' - Z)el®

=14

z+z'\ . z+z'\ .
(a_ 2 )ew:(a_ 2 )ele

{ (z' —Z)e? = —(z' — 2)e™¥
= TP .
(Za o Z’)ele =QRa—z—2z")e
7' —7)e?? = —z' + 2
& Ll{ _ ( _ _) .
L, (2a-z-2)e?® =2a—z—-7
Le but est de trouver z' en fonction du reste, il suffit de calculer L, + L,
(2a — 22)e?® = 2a — 27’
Ce qui donne
z' =a—(a—z)e??®
Si M' est le symétrique de M, d’affixe z, par la symétrie par rapport a la droite passant
par A faisant un angle 6 avec I’axe des abscisses, alors M’ est le point d’affixe

z ' =a—(a—2z)e?
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2. Si onappelle s: C — C ’application qui a z, I’affixe d’un point M, associe z' = s(z), d’affixe M’ le
symétrique de M par la symétrie par rapport a la droite passant par A, d’affixe a et faisant un angle 6
avec I’axe des abscisses, on a

z' =5(2) =a— (a—2)e??

Si on appelle s": C - C I’application qui a z', I’affixe d’un point M’, associe z" = s(z), d’affixe

M'"" le symétrique de M’ par la symétrie par rapport a la droite passant par A’, d’affixe a’ et faisant

un angle 8 avec 1’axe des abscisses, on a

s'(z)=d - (E — 7)e2i9'
L’image d’un point M par composée de la symétrie par rapport a la droite passant par A, d’affixe a,
et faisant un angle 6 par rapport a I’axe des abscisses et la symétrie par rapport a la droite passant
par A’, d’affixe a’, et faisant un angle 8" avec I’axe des abscisses est le point M"', d’affixe z" qui
vérifie
7'=5"0s(z)=5'(z)=a —(a - 7)e2i9' =a — (E —a-(a—- E)ezw) 20’
=a' —(a —a+ (a—z)e 4020 = ' — (o’ — @)e?? — (a — z)e2i(6'-9)
Sif'=0[n] &6 =0+ kmk € Z (ce qui est équivalent a dire que 2(8' — 8) = 2km, k € Z) alors
z'=ad - (a-a)e*® —(a—2)=z+a —a—(a’ —a)e?”
Ce qui montre que s’ o s(z) est I’affixe d’un point M"’ tel que
MM’ =1

a —a-— (? - E)e étant I’affixe du vecteur .

Sig+0'[n]©0—8"+kmnk€Z,alors
2" =a —(a/ —@)e?® + (z —a)e?(0'-0) = ¢’ — (0’ —7)e??’ — qe?i(?'-6) 4 £¢2i(6'-6)

Pour pouvoir affirmer qu’il s’agit de 1’affixe d’un point M"" qui soit I’image d’un point M par une

rotation de centre b et d’angle «, il faut montrer que

z" =b+ (z—b)e' = b(1 —e®) + zei®

2i0

Il suffit de poser
{b(l —elt) = q' — (@' —@)e?? — ge2i¢'-)
la — 52i(6'-6)
{b(l _ ezt(e’—e)) —a - (? _ a)ezw’ — ge2i(6'-9)
=
pla — p2i(6'-6)
; a — (? _ E)em' — qe?i(8'-6)
= 1— ezt(e’—e)
a=2(0"-0)+2kn,k€Z
Cela montre gue, dans ce cas, la composée de deux symétries est bien une rotation.
Certes I’expression de b, I’affixe du centre, est assez obscure mais nous allons voir que ce point est
bien celui que vous avez vu au lycée.
Pour introduire un peu de symétrie dans 1’expression de b, on va multiplier le numérateur et le
dénominateur par e2
e2i9(a’ _ (g _ E)ez“" _ aezi(e’—e)) a'e?f — (E _ a)eZi(9+9’) _ aezie’

e2i0(1 — ¢2i(6'-0)) - e2if _ p2i6’

e

b=

Remarque : (non demandée par I’énoncé)

Déterminons le point d’intersection des droites Dy, droite passant par le point A, d’affixe a et faisant
en angle 6 avec 1’axe des abscisse et la droite D4 (droite passant par le point A’, d’affixe a') et
faisant en angle 6’ avec ’axe des abscisse. Soit B € Dg N Dy
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BeEDgNDy ©3I1ER IV ER,
AB = o — 2,00 _ i0
{iB) Au(8) @{b a=Ae " @{b a+ e .
A'B = Au(8') b—a =21et b=a + e
— i0
N { b =a+ Ae -
a+ e =a + et
Le but est de trouver A (ou A") afin de trouver B. Seulement voila, il n’y a qu’une équation et deux
inconnue (a + 1e'® = a’ + A’eie'). Mais il s’agit d’une inconnue complexe, cette équation est en
fait deux équations I’équation de I’égalité des parties réelles et 1’égalité des parties imaginaires. Il y
a un moyen de trouver A (ou A') avec une petite astuce, considérons le conjugué de cette équation

a+2eif =a +1e® o a+1e® =a + Ve car 2 et A’ sont réels. Par conséquent A et A’
vérifient
{ a+ e =a +1et® o { let® — el =g —q
at+re®=a +2e® Qe e =qg -7
Appliquons le bon vieux théoréeme de Cramer (a condition que cela marche)
el _pit’ | — —i(6-0") 4 o—i(6-0") = _(ei(e—e’) _ e—i(@—e’)) = —2i(sin(d — 6")) £ 0

Car6 —0'#kn ke
On peut y aller avec le théoreme de Cramer (qui marche méme avec des complexes)

e—i@ e—ie'

( a —a _ei9’ | i’ , o' (7 =
1= 4 -7 —e-if _e (@ —a)+e (a’—a)
o0 _pit’ —oi(6-0) 1 p-i6-6")
) |e‘i9 —e~i6’ |
| —el?" g —a| _ o .
yol—e® gl _ —(a’ —@)e!? + (a’' —a)e™¥
00 it —ol(60-0") 1 o-i(6-6")
L |e—i9 it |

Par conséquent
L’affixe de B est
—e7" (¢’ — q) + i’ (a’ — E) 0
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
a(—ei(6-6") 4 o=i(6-6)) 4 (—e‘ie’ (@ —a)+e? (a - E)) elf
- —oi(6-0") 1 p-i(6-0")
—aei(0-90") 4 ge-i(6-6") _ ,i(6'-6) (@' —a) + ei(6+6") (E _ E)
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 40i(6'-0) _ 470i(6'-0) 4 40i(6'-6) _ 70i(6-6") 4 gpi(6-6)
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 410i(8'-60) _ qrpi(6-6") 4 gei(6-6")
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 470i(6'-6) _q7pi(6-6") 4 gei(6-0")  ,i(6+6')

b=a+

= - - X —
_31(9—9’) + e—l(9—6') el(6+9’)
Y —_— . . / . . Sl — . ! -0l
—qe??’ + (a’ _ a)821(9+9 )+ a'e?® el — (a’ _ a)621(9+9 ) — qe?if
- —e2i0 4 p2i6’ - e2i6 _ p2i6’

C’est justement le centre de la rotation.
Allez a : Exercice 11
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3. Onavuque I'image de M d’affixe z par la rotation r de centre Q le point d’affixe a et d’angle 0 est
le point M’ d’affixe z’ = a + % (z — a)
Donc I’image de M’, d’affixe z' par la rotation r’ de centre Q' le point d’affixe a’ et d’angle 6 est le
point M" d’affixe z”’ = a’ + €'® (2’ — a')
Donc I’image d’un point M, d’affixe z par r' o r est le point M"" d’affixe
' =d +e? (' —a)=a +e¥(a+e®(z—a)—a') =a + (a—a)e? +e+0)(z —q)
Sif+6'=0][2mx]alors
Z'=d +@a—-a)e?® +z—a=z+(a— a’)(eie' - 1)
Etalors 7' o r la translation de vecteur & d’affixe (a — a’)(e?®" — 1)
Sif+ 06"+ 0[2r] alors
2" =d + (a—a)e? +e0+9)(z —a) = a' + (a — a')ed’ — qei(0+0) 4 £¢i(6+6")
Pour pouvoir affirmer qu’il s’agit de 1’affixe d’un point M"" qui soit I’image d’un point M par une
rotation de centre b et d’angle «, il faut montrer que
7" =b+ (z—b)e' = b(1 — %) + ze'®
Il suffit de poser
{b(l — ei“) =a + (a— a’)eie' — qei(6+9")
ela — pi(6+6")
{b(l —el0+8)) = ¢’ 4 (a — a')el®’ — ael(6+6")
=
el — i(6+6)
_a' +(a— a)el® —ae
SS90 1 — ei(6+6"
a=0+60"+2kn,k€EZ
Cela montre que, dans ce cas, la composée de deux rotations est bien une rotation d’angle 6 + 6'.
Question non demandée : ou est le centre ?
Certes, il s’agit du point B d’affixe b, mais encore.
Transformons un peu b

a + (a—a)e? —aeil®+0) g 4 (a—a)ei® — qeil6+9)

i(6+6")

b 1 — ei6+8") - .0+0’ 6+6’ 0+6'
15 —1 I
e 2 (e 2 —e 2 )
_8+0' ,0-0' 0+6’
ae 2 +(a—d)e" 2 —ae2
- —.0+6’ 0+6'
e - el 2

Ainsi, I’expression
Donc
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0+6’ 06’ 0+6’
b ae"" 2 +(a—a')e 2z —ae 2
—a= 007 6+0 —a
e 2 —e 2
_0+6’ -6’ -0’ 0+6' 046’ 0+6'
ae "2 4+ae 2 —ade 2 —ae 2 —ale 2 —e 2
- —0+0'  0+0'
e’z —e 2
0-0' iG-TG’ 0+0' 0+6’ 0=6’ 046"
ae 2 —a'¢ —ae 2 +4ae 2 (a—add)e 2z —(a—a')e 2
- _.6+0’ 0+6’ o _.6+6’ .0+6’
e "2 —e 2 e 2 —e 2
0-0' 0+0" ) )
(a—a)|le 2z —e 2 LA
’ ig e 2—-ez2
= = —_ 2
—0+0' 640 (a—ade? —5or—a
e’z —e 2 e’z —e2
6’ 6’
—2isin| 0 sin | -
= (a—a)e2 2 =e2(a—a) 2]
. . (0480 . (8+0'
—2isin 5 sin{———

. (9’
. . sin| —
Ce qui montre que les droites vecteurs QB et Q’'Q font un angle g car — <£f9),) € R*.
sin
2

De méme (ou presque) en changeant les roles de a et a’ ainsi que ceux de 8 et 6.
. (0
o' Sin (7)

! = o5 — _ &7
b—a =e2(a a)Sin(g_Ee,)

. (9

— s ! sin| -

Ce qui montre que les droites vecteurs OB et 0/ font un angle Z- car : (g(jz,
sin

€ R*.

N
—

Cela permet de placer le point.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12 :

1.
w=ai+pte al(-12)+pB,-4 =(-11) e {_2";’134/’;1_11
-1 3\|\_, .__
| 5 _4| =4-6=-2%0
Il s’agit donc d’un systeme de Cramer
-1 3 .
11 4l -
“=1-1 3"
2 -4
-1 -1 .
2 11t__ =
=11 31 2
2 —4
- 1 — 1 - P = — 2—-)
w = Zu 217 V=—-Uu w
2. On cherche a et S réels tels que
- —a+3f=x

ail + v & a(=1,2) + B(3,-4) = (x,y) & {Za _4p =y
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|2 _4|_4 6=—2%#0

I1 s’agit donc d’un systéme de Cramer
—4‘ _ —4x -3y 3
2 —
| 1 | = X+ 2y
2 -4
-1 x|
2 yl —y—2x 1
ﬁ_|—1 3|_ o xtyY
2 -4

—(2 +3 >*+< +1 )*
=|2x 2yu X 2yv

3 1
=<2x+§y)ﬁ—(x+§y>(ﬁ’+2W)=(x+y)1_i—(2x+y)W

D’aprés 1, ¥ = —u — 2w, donc

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13 :

1. Un vecteur directeur de D est i = (1,—1) =7 —J, et un vecteur directeur de D' est v = (2,1) = 21+
Onas(u) =uets(¥) =v cequiéquivaut a

{ Cop=izj lf sO-s)=1-]
s+ =-QRi+)=-21—-] L Q2s@+s()=-21—-7
L, + L, donne 3s({) = —U— 2j et 2L, — L, donne —3s(j) = —4i—7J
Ce qui donne
1, 2.
s =-51-3J
4. 1.
s() =—-30+3J
Donc
1 4
o | 3 3)_1-1 -4
S =matg;(s) = z 1 —3(_2 1)
3 3

2. ey est un vecteur directeur de D donc s(e;) = e; et e, est un vecteur directeur de D’ donc s(e;) = —e,
Par conséquent

/ 1 0
§' = mat@;g;)(s) = (O _1)
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14 :
1.

(cos(e) - sin(9)) (cos(@) sin(@) ) _ (cosz(ﬂ) — sin?(8) 2 sin(0) cos(6) )
sin(0) cos(8) /\sin(8) —cos(H) 2sin(@) cos(8)  —sin?(0) + cos?(0)
_ (cos(29) sin(26) )
sin(20) —cos(26)
Donc r o s est une symétrie orthogonale.
2. Soit 4 = (x,y) un point invariantde r o s
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(cos(29) sin(26) )(X) _ (x) - {cos(ZH)x +sin(260)y = x
sin(20) —cos(26) y sin(20) x — cos(20) y =y
(cos(268) — Dx +sin(20) y =0 —25sin?(8) x + 2sin(8) cos(8) y = 0
{sin(ZH) x—(cos(20)+1)y=0 { 2sin(0) cos(8) x — 2 cos?(8) y =0
—sin?(8) x + sin(8) cos(8) y = 0
{ sin(0) cos(8) x — cos?(8) y = 0
Le déterminant de ce systeme est nul, donc ces deux équations sont proportionnelles, soit sin(8) # 0
soit cos(8) # 0, donc on peut simplifier I’une ou I’autre des équations, finalement I’ensemble des
points invariants est
sin(@)x —cos(8)y =0
Et r o s est la symétrie orthogonale par rapport a cette droite.
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15 :
1. Pourtout A € R, pour tout ' € R, pour tout % = (x,y) € R2 et pour tout u’ = (x',y") € R?
s(Au + A’?) =s(Ax +Ax", Ay +2'y")

2 1 4 1
= <§ (Ax+A'x") + 3 Ay + /1’y’),§ (Ax + A'x") — 3 Ay + A’y’))

_ /1(2 +1 )+/1,<2 ,+1 ,) /1<4 1 >+/1,(4 ) 1 ,)
“\M\3* T3y 3* T3V )4 3*T3Y 3* 737

=2(Gxtzysr-3y) +4 (5 +5yh5x —5y) = asGey) + A5y
—43*T3Y3*r T3 3* T3Y.3*r T3Y ) TANY S

= As(d) + As(?)
Donc s est linéaire.
2.

ﬁeker(p)@p(ﬁ)zﬁﬁPX=0=(_1 2)(x)=(0)<:)—x+2y=0<:)x=2y

-1 2/\y 0
Donc i = (2y,y) = (2,1)
Un vecteur directeur de ker(p) est (2,1) = 2%e; + e,
Soit v € Im(p), il existe i = (x,y) tel que
vV=p@) = (—x+2y,—x+2y) = (—x+2y)(1,1) = (x + y)(&] +¢;)
Un vecteur directeur de Im(p) est (1,1) =e; + e,
3.
. 14 . 2 1
s(ey) =s(1,0) = (5,5) et s(e;) =s(0,1) = (5,—5)
Donc la matrice S est

s(e) s(e)

1 2
(3 3 lei_1p1 2
s=\a i)z=3l )
3 3
2

1 1 1 1
s2=3G 2)3G 2)=3G 2DG 2)=35G o) =1
Ets # +id

Donc s est une symétrie.
Autre méthode
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1 8 1 1
det(S) = 57 9° -1 et tr(S)=a+d =337 0
Lorsque S = (Z ;)
Entraine que s est une symétrie

4.

Etp # id donc p est une projection
Autre méthode

det(P)=-2+4+2=0 e tr(P)=-1+2=1
Entraine que p est une projection

5. Siu=(x,y)pose X = (;

U est invariant si et seulement si

) ses coordonnées dans la base canonique

1 2 x+2y 2x 2y 0
— — — — =X —_— — =
L _ 3 3 |y _(x R 33 o
s@=iesx=xoly *)()=0)e i y oy SFTYE0SY
3 3 3 7 3 3

=X

UueEos=-uesSX=-Xso

Wl D W[ -

N

eo2xt+ty=0y=-—
Donc u = (x,—2x) = x(1,-2)
Un vecteur directeur de E est (1, —2) = e; — 2e,
6. Lamatrice M de f dans la base canonique est :

- 1 = 1,7 _
wers= (1 2)-3C1 DC 2)-30

Y7 -tz —a_17 - —4y _1 - 1,7 _
w=3(; Z93G TD=3(G DG Z)=5G; T2)=3(G ZP=n

Donc M est une projection.
Autre méthode

X

7 4 4 7
det(M)=§><<——>+§><—=0 et tr(P) =

4—1
3 3 3

w3

Entraine que f est une projection
8.
u; et u, ne sont pas proportionnels donc ils forment une base de R?

On pose Xy; = (1) les coordonnées de u; dans la base canonique

Les coordonnées de f (u;) dans la base 8 sont

1 - 1
=3 030 -0 -x
Donc f(uy) = u;

4 . — -
On pose Xy; = (7) les coordonnees de u; dans la base canonique
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Les coordonnées de f (u,) dans la base B sont
1 - 1
i =3(; 29 () =3() = (o) = 0¥z
Donc f(w;) = 0

La matrice M’ de f dans la base B’ est donc
Fam) F@)

S

Allez a : Exercice 15



