Exercice 6 du TD 6. Méthode de réduction de Gauss.

Cas 1 :Lorsqu'on a un z? dans I'expression de q :
Exemple :
— 92 2 _
q(@1, w2, 23) = 227 + x5 + 172 — T1T3
On s’occupe par exemple de 22

On factorise les termes ol 1 apparait par le coefficient devant x? c’est-a-dire 2 et on recopie le reste de 1’expression
sans la toucher :

1
q(wy, w2, 23) = 2(27 + 5122 — 5581%3) + a3
On factorise par z; les termes ou x; apparait :
2 1 1 2
q(x1,20,3) =2 | 7 + 21 5%z~ 503 + x5 (1)

On considere la parenthése (23 + 21 [3@2 — $23]) comme étant le début de I'identité remarquable du type (a+b)? :

) 1 1 1 1 > 1 77
]+ 21 §x2—§x3 = |z + 1.132—1333 — 1582—11‘3

On ne touche plus du tout a la premieére parentheése au carré qui est a présent le seul terme faisant apparaitre du
x1. On calcule l'autre partie de I'expression :

) 1 1 1 1 /1, 1 1,
]+ 21 512—5333 =z + Zzg—zxg — 4x27§z2x3+1—6z3

1 1 /1, 1 1,
x1 + ZI’Q*ng — Zx27§x2x3+1—6x3

On regroupe les termes (en ne touchant pas a la parenthese avec z1) :

On réinsere le tout dans (1) :

q(x1, 2, 23) = 2 + a3

1 1 2 1, 1 1, )
q(z1,29,23) =2 | 21 + | ~22 — —23 -2 -5 — —wows + —ux5 | + 25

4 4 4 8 16
1 1 1, 1, 1
=2z + 152~ 7%s + 5%2 ~ 3Ts + 75273

On réitere cette méthode tant qu'’il reste des 27 dans la nouvelle expression de q, sans toucher aux parentheéses
faisant apparaitre les x; déja traités : ici on réitére ce que 'on vient de faire pour z3 sans toucher & la parenthese
avec z1 que 'on a déja traité et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de 7. S’il reste un x;xT; avec i # j, on

applique alors le cas 2 ci-dessous; sinon, la méthode est finie.

Cas 2 :Lorsqu'on n’a aucun z7 dans l'expression de q mais qu’on a un z;z; avec i # js :
Exemple :
q(x1, T2, x3) = 3w122 — 8T123 + DT2T3

On s’occupe par exemple de z;x5.
On écrit g sous la forme :
q(z1, 29, x3) = ax1x9+x1 X (expression sans x1)+xza X (expression sans o)+ (expression & la fois sans z; et sans )
C’est-a-dire :
q(z1, T2, x3) = w122 + 1 X (—823) + 22 X (Hx3)

Ici, il ne reste pas d’expression & la fois sans x; et sans xo parce qu’on est sur R? mais sur R? il pourrait rester un
terme en x3x4 et c’est ce terme que vous mettriez dans (expression & la fois sans x; et sans xs) et que recopieriez



simplement sans vous en occuper pour l'instant dans tout ce qui suit.
On a donc en posant :

a =3
B = expression sans x7; = —8x3
C = expression sans rs = 5x3

q(z1, 22, 23) = ax122 + 71 X (B) + 29 X (C)

B c\1
a1, w2, 03) = a |mawp + oy x (= ) dapx (=

Puis on écrit 1’égalité suivante :
(e ST D) - (e €] 20D
T+ — |+ |T2+ — —|l|z1+—] — |2+ —
a a a | a

Les deux parentheses au carré sont les seules a contenir du z; ou du x5 et ne devront plus du tout étre touchées
(ici il n’y a de toute fagon plus rien d’autre puisqu’on n’a pas eu de termes a la fois sans x; et sans x5 puisqu’on
est sur R? donc la méthode s’arréte 1a). On calcule et on trouve :

=3[ 5] e 2 (5] )

et finalement :

On factorise par a :

e

q(x1,22,23) =

3 2 3 13 \?
q(z1,22,23) = 4 (@1 + 22 —23)" = (xl —x2+ 3963)

Résumé : Lorsqu’on a une forme quadratique q, on applique le cas 1 dés qu’il y a des 2 et sinon on applique
le cas 2. On trouve alors une autre expression pour q. Si on était dans le cas 1 et qu’on s’est occupés de 27, on ne
touche plus du tout la seule parenthése au carré contenant x; et si on était dans le cas 2 et qu’on s’est occupé de
x;x; avec © # j, on ne touche plus aux 2 seules parenthéses au carré contenant z; et ;. On développe toutes les
autres parenthéses et on applique alors a 'expression restante (I’expression sans les parenthéses que I'on ne touche
plus dont je viens de parler) le cas 1 ou le cas 2 selon s'il reste ou pas des z? et on itére ainsi les cas 1 et/ou 2
jusqu’a obtenir q sous la forme d’une combinaison linéaire de formes linéaires du type, sur R3 par exemple :

q(z1,m2,73) = a(fi(z1, 22, 553))2 + ﬁ(fz(xl,xzaﬁ))? + ’Y(f3($1,$2,$3))2

oua, 3,y €R.



